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第 1 章 实 变 量 


1. 实数 
一 个 分 数 + = p/q( 其 中 p 和 4 是 正 的 或 者 负 的 整数 ) 称 为 有 理 数 (rational 
number). 我 们 可 以 假设 (i) p 和 4 没有 公 因 子 , 因为 如 果 它 们 有 公 因 子 的 话 , 就 可 
以 用 它们 的 公 因子 来 除 这 两 个 数 中 的 每 一 个 数 , 还 可 以 假设 (i) g 是 正 数 , 这 是 因 
为 
p/(-q) =(-7p)/g, (-p)/(-9) =p/4: 


取 p=0, 我 们 就 可 以 在 这 样 定义 的 有 理 数 中 加 进 “ 有 理 数 0”. 

我 们 假设 读者 熟悉 关于 有 理 数 通 常 的 算术 运算 . 下 面 给 出 的 例子 不 要 求 超出 有 
理 数 通常 算术 运算 以 外 的 任何 知识 . 

例 I 

(1) 如 果 + 和 * 是 有 理 数 , 那么 r+ sr 一 srs 和 r/s 都 是 有 理 数 , 除非 在 最 后 
一 种 情形 中 有 s = 0( 此 时 r/s 当然 没有 意义 ). 

(2) 如 果 和 ,m 和 n 都 是 正 有 理 数 , 且 m > n, 那么 入 (m2? 一 m2) ,2Amn 以 及 
入 (m? +mn2) 都 是 正 有 理 数 ， 这 就 指出 了 如 何 来 确定 任意 多 个 直角 三 角形 , 使 得 它 
们 所 有 的 边 长 均 为 有 理 数 . 

(3) 任何 有 限 十 进 制 小 数 都 表示 一 个 有 理 数 , 其 分 母 不 包含 异 于 2 和 5 的 因子 . 
反之 , 任何 这 样 的 有 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 一 个 有 限 十 进 制 小 数 . 

[十 进 制 小 数 的 一 般 理 论 将 在 第 4 章 中 加 以 讨论 .] 

(4) 正 有 理 数 可 以 排列 成 如 下 的 普通 数列 的 形式 : 

1213214321 


DDETD DA 
证 明 py 是 这 个 数列 中 的 第 p+9 一 Dp+q 一 +4| 项 
[在 此 数列 中 , 每 个 有 理 数 都 无 限 次 重复 出 现 ， 例 如 1 作为 ,2 3,… 而 反复 
出 现 . 如 果 将 已 经 以 最 简 分 数 的 形式 出 现 过 的 每 -个 数 都 删除 , 我 们 当然 可 以 避免 
这 种 现象 的 发 生 , 然而 那样 一 来, 确定 py 的 确切 位 置 就 将 变 得 更 加 复杂 . ] 


2. 用 直线 上 的 点 表示 有 理 数 
在 数学 分 析 的 许多 分 支 中 , 大 量 使 用 几何 描述 的 方法 是 非常 方便 的 . 
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当然 , 用 这 种 方式 来 使 用 几何 描述 的 方法 , 并 不 意味 着 分 析 对 于 几何 有 任何 形 
式 的 依赖 : 它们 仅仅 是 描述 而 已 , 并 不 具有 更 多 的 含义 , 使 用 此 种 描述 方法 仅仅 是 
为 了 使 得 表述 清晰 . 正 因为 如 此 , 并 不 需要 试图 对 常用 的 初等 几何 概念 作 任何 逻辑 
的 分 析 . 我 们 可 以 满足 于 假设 我 们 知道 这 些 概念 的 含义 , 而 不 管 它 离 真实 有 多 远 . 

接 下 来 , 假设 我 们 知道 一 条 直线 (straight line), 直线 的 一 段 (segment) 以 及 线 
段 的 长 度 (length) 指 的 是 什么 , 让 我 们 取 一 条 直线 4, 在 两 个 方向 上 将 它 无 限 延 伸 ， 
并 取 任 意 长 度 的 一 段 线段 4041. 我 们 把 ho 称 为 原点 (origin), 或 称 为 点 0, 而 把 
41 称 为 点 1, 并 把 这 两 点 看 成 是 数 0 和 数 1 的 表示 . 

为 了 得 到 表示 一 个 正 有 理 数 > = p/g 的 点 , 我 们 选取 点 4 使 得 

AoAr/AoA1 =7, 
其 中 , 4o4, 是 该 直线 沿 着 与 4o4; 同样 的 方向 所 作 的 延展 , 当 该 直线 如 图 1 中 那 
样 水 平地 穿越 纸张 的 时 候 , 我 们 就 假设 4o4; 的 方向 是 从 左 向 右 的 方向 . 为 了 得 到 
表示 负 有 理 数 " = 一 s 的 点 , 自然 要 把 长 度 视 为 带 有 符号 的 量 , 如 果 长 度 是 按照 (与 
4o41 相同 的 ) 方向 来 度量 , 就 带 正 号 ; 而 如 果 沿 另 一 个 方向 进行 度量 , 就 带 负 号 , 故 
而 有 4B = 一 BA; 又 取 4_。 作 为 表示 r 的 点 , 使 得 
4o4_。= -4_。4o = —AoAh,. 


+ = 
4-， 4- 如 4 4, 


图 1 


这 样 我 们 就 在 直线 上 得 到 与 每 个 正 的 或 者 负 的 有 理 值 + 相对 应 的 点 4， 使 
得 有 


AoAr =7. AoAi; 
如 果 我 们 把 4o4; 取 作 单位 长 度 , 并 记 4oA1 = 1, 那么 自然 就 有 
AoAr 一 
我 们 将 把 点 4, 称 为 直线 上 的 有 理 点 (rational point). 
3. 无 理 数 


如 果 读 者 想 要 在 直线 上 标 出 与 分 母 相继 为 1,2,3,... 的 有 理 数 对 应 的 所 有 的 
点 , 他 将 会 容易 使 自己 相信 : 他 可 以 用 任意 接近 的 有 理 点 覆盖 直线 . 我 们 可 以 把 这 
一 思想 更 加 精确 地 表述 如 下 : 如 果 在 直线 4 上 取 任意 一 条 线段 BC, 我 们 总 可 以 在 
BC 上 找到 你 想 要 的 任意 多 个 有 理 点 . 

例如 , 假设 BC 落 在 线段 A142 的 内 部 . 显然 , 如 果 我 们 选取 一 个 正 整数 , 使 
得 


第 1 章 实 变量 3 


k-:BC>1® (1) 


并 把 4i 42 分 成 个 相等 的 部 分 , 那么 诸 分 点 中 至 少 有 一 个 (比方 说 P) 必定 落 在 
BC 的 内 部 , 且 它 既 不 与 B 也 不 与 C 重合 . 这 是 因为 , 如 若 不 然 , BC 就 会 完全 包 
含 在 A142 被 分 成 的 上 个 部 分 中 的 某 一 个 部 分 之 中 , 这 与 假设 (1) 矛盾 . 但 是 显然 
尸 对 应 于 一 个 分 母 是 上 的 有 理 数 . 于 是 至 少 有 一 个 有 理 点 已 落 在 B 与 C 之 间 . 但 
是 那样 一 来 , 我 们 就 可 以 在 B 与 已 之 间 找到 另外 一 个 这 样 的 点 Q, 在 B 与 Q 之 
间 又 可 以 找到 另外 一 点 , 如 此 无 限 延续 下 去 ; 也 就 是 说 , 正如 我 们 在 上 面 所 断言 的 
那样 , 可 以 找到 想 要 的 任意 多 个 点 . 我 们 可 以 把 这 一 结果 表述 成 ， BC 包含 无 穷 多 
个 有 理 点 . 

在 像 “BC 包含 无 穷 多 个 有 理 点 ”或 者 “BC 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 ”或 者 “有 无 穷 个 正 
整数 ”这 样 的 句子 中 出 现 的 “无 穷 多 个 ”或 者 “无 穷 个 "这样 的 术语 的 意义 将 在 第 4 章 中 更 
仔细 地 加 以 研究 . 结论 “有 无 穷 个 正 整数 ”意味 着 “给 定 任何 一 个 不 论 多 么 大 的 正 整数 n, 都 
能 找到 多 于 n 个 的 正 整数 "， 这 个 结论 无 论 对 于 什么 样 的 n, 例如 对 于 n = 100 000 或 者 
n = 100 000 000, 显然 都 是 正确 的 . 这 个 结论 与 “可 以 找到 我 们 所 想 要 的 任意 多 个 正 整数 ”的 
会 义 是 完全 相同 的 . 

读者 容易 相信 下 述 论断 的 正确 性 , 这 一 论断 与 我 们 在 本 节 第 二 段 中 所 证 明 的 结论 等 价 : 给 
定 任意 一 个 有 理 数 > 和 任意 一 个 正 整数 n, 都 可 以 在 r 的 每 一 边 找到 另外 一 个 有 理 数 , 它 与 + 
的 距离 小 于 1/n， 换 一 种 不 同 的 说 法 , 这 就 是 说 我 们 可 以 在 > 的 左右 两 边 找到 与 > 相差 任意 
小 的 有 理 数 . 此 外 , 给 定 任何 两 个 有 理 数 + 和 s, 都 可 以 在 它们 之 间 插 入 一 列 有 理 数 , 其 中 任何 
两 个 相 邻 的 项 之 间 的 差 都 可 以 任意 小 , 也 就 是 说 小 于 1/n, 其 中 n 是 事先 指定 的 任意 一 个 正 整 
数 . 

从 这 些 考虑 出 发 , 读者 或 许 会 试图 得 出 这 样 的 结论 : 想象 直线 单单 是 由 直线 上 
的 有 理 点 构成 的 , 这 样 就 可 以 对 直线 的 特性 得 到 足够 的 了 解 . 如 果 我 们 把 直线 想象 
成 仅 由 有 理 数组 成 , 而 将 其 他 所 有 的 点 (如 果 有 这 样 的 点 存在 ) 都 统统 去 掉 的 话 , 情 
形 的 确 如 此 , 剩 下 的 图 形 也 会 具有 直线 在 通常 意义 下 所 具有 的 大 多 数 性 质 . 粗略 地 
说 , 它 的 外 表 和 性 状 都 很 像 一 条 直线 . 

然而 , 稍 作 进一步 的 研究 将 会 指出 , 这 种 观点 会 使 我 们 陷入 严重 的 困境 . 

让 我 们 用 常识 的 眼光 对 此 做 一 会 儿 观察 , 并 且 来 考虑 直线 的 某 些 性 质 . 如 果 直 
线 要 满足 我 们 在 初等 几何 中 就 已 经 形成 的 那些 思想 , 我 们 应 该 有 理由 期 待 直线 具有 
这 些 性 质 . 

直线 必定 是 由 点 组 成 的 , 任何 一 条 线段 的 所 有 的 点 都 介 于 它 的 端点 之 间 . 对 于 
任何 这 样 的 一 条 线段 一 定 可 以 赋予 一 个 称 之 为 它 的 长 度 的 特质 , 而 长 度 必定 是 可 以 
用 任何 标准 长 度 或 者 单位 长 度 进行 数值 度量 的 一 种 量 , 而 且 这 些 长 度 一 定 能 够 用 加 
法 或 者 乘法 , 并 按照 通常 的 代数 法 则 相互 加 以 组 合 . 此 外 , 一 定 能 构造 出 一 条 线段， 


外 可 能 成 立 的 此 假设 等 价 于 著名 的 阿 基 米 德 公理 的 假设 . 
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其 长 度 是 任何 两 个 给 定 的 长 度 之 和 或 者 是 它们 的 乘积 . 如 果 沿 着 一 条 给 定 的 直线 所 
取 的 长 度 PQ 是 a, 且 沿 着 同一 条 直线 的 长 度 QR 是 b, 则 长 度 PR 必定 是 a 十 b. 
此 外 , 如 果 沿 着 一 条 直线 的 长 度 OP, OQ 分 别 是 1 和 a, 而 沿 着 另 一 条 直线 的 长 度 
OR 为 b, 又 如 果 我 们 要 通过 Euclid 作 图 法 (Euclid 的 《几何 原理 》 第 6 卷 第 12 节 ) 
确定 长 度 0S 作为 线段 OP, O08, OR 的 第 四 比例 数 , 那么 这 个 长 度 必定 是 ab, 它 是 
1,a,b 的 代数 第 四 比例 数 . 几乎 不 需要 说 明 , 这 样 定义 的 和 与 乘积 必定 遵守 通常 的 
“代数 法 则 ”; 也 即 满足 


a+b=b+a, a+(b+c)= (a+b)+e, 
ab=ba, a(bc)= (ab)c, a(b+c)=ab+ac. 


线段 的 长 度 必定 也 满足 有 关 不 等 式 以 及 有 关 等 式 的 若干 显然 的 法 则 : 比方 说 , 如 果 
4,B,C 是 直线 4 上 从 左 到 右 排列 的 三 个 点 , 我 们 就 必定 有 4B < 4C 等 . 此 外 , 也 
一 定 有 可 能 在 基本 直线 4 上 找到 一 点 P, 使 得 4oP 与 在 4 上 或 者 在 任何 其 他 直 
线 上 选取 的 任何 一 条 线段 相等 直线 的 所 有 这 些 性 质 以 及 其 他 更 多 的 性 质 都 包含 
在 初等 几何 的 预备 知识 中 . 

现在 非常 容易 看 出 , 将 直线 视 为 由 一 系列 的 点 组 成 , 且 每 个 点 与 一 个 有 理 数 相 
对 应 这 种 观点 是 不 可 能 满足 所 有 这 些 要 求 的 . 例如 , 有 各 种 各 样 初等 的 几何 作 图 法 
都 声称 可 以 作出 一 个 长 度 z, 使 得 有 z? = 2. 例如 , 我 们 可 以 作出 一 个 等 腰 直 角 三 
角形 4BC, 使 得 4B = 4C = 1. 那么 , 如 果 BC = z, 则 有 z? = 2. 或 者 我 们 也 可 
以 如 图 2 中 指出 的 那样 , 根据 Euclid 作 图 法 (Euclid 的 《几何 原理 》 第 6 卷 第 13 
节 ) 通过 求 作 1 和 2 的 比例 中 项 来 确定 长 度 z. 这 样 一 来 , 我 们 的 要 求 就 包含 存在 
一 个 长 度 , 它 是 由 一 个 数 z 以 及 直线 4 上 的 一 点 尸 来 度量 的 , 使 得 有 


4oP=z 22=2. 


但 是 容易 看 出 : 不 存在 有 理 数 , 它 的 平方 等 于 2. 事实 上 我 们 可 以 走 得 更 远 一 些 , 表 
述 成 : 不 存在 平方 等 于 m/n 的 有 理 数 (其 中 m/n 是 任何 一 个 正 的 既 约 分 数 ), 除非 
m 和 n 两 者 都 是 完全 平方 数 . 
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这 是 因为 , 如 果 有 可 能 存在 这 样 的 有 理 数 , 即 可 假设 
D2/02 = m/n, 


其 中 p 与 4 没有 公 因子 , m 和 n 也 没有 公 因 子 . 那么 就 有 np? = mq?. 42 的 每 个 
因子 必定 整除 np?, 而 p 和 9 没有 公 因子 , 故而 q? 的 每 个 因子 必定 整除 n. 从 而 有 
n = Xq2, 其 中 和 是 一 个 整数 . 但 这 样 就 有 mm = Xp?, 而 由 于 m 和 n 没有 公 因子 , 故 
入 必定 为 1, 从 而 m = ze, n = q2, 而 这 正 是 所 要 证 明 的 . 特别 地 , 取 n = 1 我 们 得 
到 : 一 个 整数 不 可 能 是 一 个 有 理 数 的 平方 , 除非 该 有 理 数 本 身 就 是 一 个 整数 . 

这 样 看 来 , 我 们 的 要 求 包含 了 一 个 数 zx 和 一 个 点 P 的 存在 性 , 它们 不 属于 已 
经 构造 出 来 的 有 理 点 , 且 满 足 4oP = z, z? = 2; (如 同 读者 从 初等 代数 中 记得 的 那 
样 ) 我 们 记 z = V2. 

下 面 给 出 的 不 存在 平方 等 于 2 的 有 理 数 的 另 一 种 证 明 是 很 有 意思 的 . 

如 果 存 在 平方 等 于 2 的 有 理 数 , 假设 p/g 是 一 个 正 的 既 约 分 数 , 它 满足 (p/g)* = 2, 也 即 
PP = 292?. 容易 看 出 有 (2g 一 p)* = 2(p - 9)?; 因此 (2q 一 p)/(p 一 gq) 是 另外 一 个 有 同样 性 质 的 
分 数 . 但 显然 9 < p < 2g, 故而 p 一 g < 9. 于 是 存在 另外 一 个 与 p/9 相等 且 有 更 小 分 母 的 分 
数 , 这 与 p/q 是 既 约 分 数 的 假设 矛盾 . 

例 工 

(1) 证 明 不 存在 立方 数 等 于 2 的 有 理 数 . 

(2) 一 般 性 地 , 证 明 : 既 约 有 理 分 数 p/g 不 可 能 是 一 个 有 理 数 的 立方 , 除非 p 和 
4 两 者 都 是 完全 立方 数 . 

(3) 一 个 更 为 一 般 的 命题 如 下 所 述 , 它 由 Gauss 得 出 且 包含 前 述 诸 结论 作为 它 
的 特例 : 一 个 整 系数 的 代数 方程 


Im 十 plZn 开 十 pazn 2 十 .十 pn 一 0 


不 可 能 有 非 整 数 的 有 理 根 . 
[因为 假设 此 方程 有 一 个 根 a/b, 其 中 a 和。 是 没有 公 因子 的 整数 , 且 b 是 正 的 . 
记 a/b 为 z, 两 边 用 如 ~: 来 乘 , 我 们 得 到 


-他 =pia™ 1 十 paan b+ +pnb"!, 
这 是 一 个 等 于 整数 的 既 约 分 数 , 这 是 不 可 能 的 . 于 是 有 > = 1, 方程 的 根 就 是 a. 显然 
a 必须 是 pn 的 一 个 因子 . 更 一 般 地 , 如 果 a/b 是 pozm"+Pizn-1 二 pazn-2 二 … 十 pn =0 
的 一 个 根 , 那么 a 就 是 pw 的 一 个 因子 , 而 b 则 是 po 的 一 个 因子 . ] 
(4) 证 明 : 如 果 pn =1 且 


1+p1+p2+p3+.**, 工 一 有 十 妇 一 ps 十 … 
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都 不 等 于 零 , 那么 该 方程 不 可 能 有 有 理 根 . 
(5) 求 
Zz4—4r3— 8r2+13r+10=0 


的 有 理 根 (如 果 有 的 话 ). 
[这 些 根 只 可 能 是 整数 , 所 以 土 1, 十 2, 土 5, 土 10 是 它 仅 有 可 能 的 有 理 根 : 它们 是 


否 是 该 方程 的 根 可 以 用 尝试 法 加 以 确定 . ] 
4. 无 理 数 ( 续 ) 
于 是 有 理 数 的 几何 表示 这 一 结果 就 启发 我 们 可 以 通过 引进 一 种 新 型 的 数 来 扩 


大 “ 数 ” 的 概念 . 
不 用 几何 语言 也 可 以 得 到 同样 的 结论 . 代数 的 一 个 中 心 问题 是 寻求 像 


这 样 的 方程 的 解 ， 第 一 个 方程 有 两 个 有 理 根 1 和 -1， 但是, 如 果 我 们 将 数 的 概 
念 仅仅 局 限 在 有 理 数 范围 内 的 话 , 我 们 就 只 能 说 第 二 个 方程 没有 根 ; 对 于 像 za = 
2,，24 = 7 这 样 的 方程 也 有 同样 的 情形 . 这 些 事实 显然 足以 对 于 所 希望 得 到 的 数 的 
概念 作出 某 种 推广 , 即便 需要 证 明 这 是 有 可 能 的 . 

让 我 们 更 进一步 地 来 研究 方程 rz? = 2. 

我 们 已 经 看 到 , 没有 有 理 数 满足 这 个 方程 . 任何 有 理 数 的 平方 要 么 小 于 2, 要 
么 大 于 2. 于 是 我 们 可 以 把 正 有 理 数 (目前 我 们 仅 限 于 研究 正 有 理 数 ) 分 成 两 类 , 一 
类 包含 平方 小 于 2 的 数 , 另 一 类 包含 平方 大 于 2 的 数 . 我 们 把 这 两 个 类 分 别称 为 也 
类 [也 称 为 下 类 (lower class), 或 者 称 为 左 类 (left-hand class)] 以 及 类 [也 称 为 上 
类 (upper class) 或 者 右 类 (right-hand class)]. 显然 , R 类 的 每 个 元 素 都 大 于 工 类 的 
所 有 元 素 . 此 外 容易 相信 , 我 们 可 以 找到 工 类 的 一 个 元 素 , 它 的 平方 虽然 小 于 2, 但 
可 以 与 2 相差 任意 地 小 , 也 可 以 找到 R 类 的 一 个 元 素 , 它 的 平方 虽然 大 于 2, 但 可 
以 与 2 相差 任意 地 小 . 事实 上 , 如 果 我 们 用 通常 的 算术 程序 来 计算 2 的 平方 根 , 我 
们 会 得 到 一 列 有 理 数 , 也 即 


1, 1.4，1.41， 1.414， 1.414 2,…… ， 


它们 的 平方 数 为 
1, 1.96, 1.988 1, 1.999 396, 1.999 961 64,.…., 


全 都 小 于 2, 而 且 越 来 越 接近 于 2; 在 这 一 过 程 中 取 足 够 多 的 数字 , 我 们 就 可 以 得 到 
想 要 的 那 种 精确 程度 的 近似 值 . 如 果 我 们 在 上 面 给 出 的 每 一 个 近似 值 中 将 最 后 一 位 
数字 增加 1, 我 们 得 到 一 列 有 理 数 
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2，1.5， 1.42， 1.415， 1.414 3,……， 


它们 的 平方 数 为 


4， 2.25， 2.016 4, 2.002 225， 2.000 244 49,.…， 


它们 全 都 大 于 2, 但 也 如 我 们 所 希望 的 越 来 越 接近 于 2. 

上 面 所 作 的 推理 虽然 能 使 读者 信服 , 但 却 缺 少 现代 数学 所 要 求 的 严格 性 . 我 们 可 以 提供 一 
个 合乎 规范 的 证 明 如 下 .首先 , 我 们 可 以 找到 大 的 一 个 元 素 和 R 的 一 个 元 素 , 它们 相差 我 们 
所 希望 的 那么 小 . 因为 在 第 3 节 中 我 们 看 到 : 给 定 任何 两 个 有 理 数 a 和 b, 总 可 以 构造 出 一 列 
有 理 数 , 使 得 a 和 b 是 这 列 数 中 的 第 一 个 数 和 最 后 一 个 数 , 而 且 其 中 任何 两 个 相 邻 的 数 相 差 如 
我 们 所 希望 的 那么 小 这样 , 我 们 取 工 中 的 一 个 元 素 z 以 及 R 中 的 一 个 元 素 y, 并 在 它们 之 
间 再 造 出 一 列 数 , 使 得 z 是 其 中 的 第 一 个 数 , 而 y 是 其 中 的 最 后 一 个 数 , 且 这 列 数 中 任何 两 个 
数 相差 都 小 于 5, 其 中 , 5 是 我 们 所 希望 的 任意 小 的 一 个 正 有 理 数 , 例如 取 6 为 0.01, 0.000 1 
或 者 0.000 001. 在 这 列 数 中 , 必定 有 属于 工 的 最 后 一 个 数 以 及 属于 R 的 第 一 个 数 , 且 这 两 个 
数 的 差 小 于 5. 

现在 我 们 可 以 来 证 明 : 在 L 中 可 以 找到 一 个 z, 在 好 中 可 以 找到 一 个 y, 使 得 2 一 T? 和 
如 一 2 都 能 小 到 我 们 所 希望 的 程度 , 比方 说 都 小 于 5. 在 上 面 的 讨论 中 用 35 代替 5, 我 们 看 到 


可 以 选取 rz 和 y 使 得 y 一 z < 35; 显然 我 们 还 可 以 假设 z 和 y 两 者 都 小 于 2. 这 样 就 有 
3+z<4 -r=y-r)y+r) < 4y— 7) < 6 


由 于 xz? < 2 以 及 y > 2, 由 此 即 推出 , 2 一 z? 和 yy 一 2 都 小 于 5. 

由 此 还 可 以 推出 : 工 中 没有 最 大 的 元 素 , RR 中 也 没有 最 小 的 元 素 . 因为 如 果 x 
是 工 中 一 个 元 素 , 就 有 rz? < 2. 假设 z? = 2 - 6. 那么 我 们 就 能 找到 工 的 一 个 元 素 
zl 使 得 x3 与 2 的 差 小 于 5, 所 以 有 z > z2, 也 就 是 z > z. 这 样 一 来 工 中 就 有 
比 z 更 大 的 元 素 存在 ; 又 因为 z 是 工 中 一 个 任意 的 元 素 , 由 此 得 知 工 中 不 存在 比 
其 中 所 有 其 他 元 素 都 大 的 元 素 . 于 是 L 中 没有 最 大 的 元 素 , 类 似 地 , R 中 也 没有 最 
小 的 元 素 . 


5. 无 理 数 ( 续 ) 


这 样 我 们 就 把 正 有 理 数 分 成 了 两 个 类 L 和 R, 使 得 (i)R 中 的 每 个 元 素 都 大 于 
工 中 的 每 个 元 素 ; (i) 可 以 找到 工 中 一 个 元 素 与 R 中 一 个 元 素 , 使 它们 的 差 小 到 我 
们 希望 的 程度 ; (iii)Z 中 没有 最 大 的 元 素 , R 中 也 没有 最 小 的 元 素 . 我 们 关于 直线 属 
性 的 通常 的 概念 、 初 等 几何 以 及 初等 代数 的 要 求 都 同样 要 求 存在 一 个 数 zx, 它 大 于 
工 中 所 有 的 元 素 , 且 小 于 忌 中 所 有 的 元 素 , 也 要 求 直线 4 上 存在 一 个 相对 应 的 点 
已 , 它 把 与 工 中 的 元 素 对 应 的 点 以 及 与 R 中 的 元 素 对 应 的 点 区 分 开 来 . 
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图 3 


现在 暂时 让 我 们 假设 存在 这 样 一 个 数 z, 且 对 它 可 以 用 代数 法 则 加 以 运算 , 例 
如 zz 有 确定 的 意义 . 那么 z? 既 不 能 小 于 2, 也 不 能 大 于 2. 因为 比方 说 假设 z? 小 
于 2. 那么 由 前 面 所 述 即 得 , 可 以 找到 一 个 正 有 理 数 &, 使 得 6 在 z 和 2 之 间 . 这 
就 是 说 , 我 们 可 以 找到 工 中 一 个 大 于 z 的 元 素 . 这 与 z 将 工 中 的 元 素 与 R 中 的 元 
素 区 分 开 来 这 一 假设 矛盾 . 从 而 z 不 可 能 小 于 2, 类 似 地 它 也 不 可 能 大 于 2. 这 样 
一 来 我 们 就 得 到 z? = 2, 在 代数 中 我 们 用 V3 来 记 z 所 表示 的 数 . 这 个 数 V5 不 
是 有 理 数 , 因为 没有 哪个 有 理 数 的 平方 能 等 于 2， 这 就 是 所 谓 的 无 理 数 (irrational 
number) 的 最 简单 的 例子 . 

但 是 上 面 的 论证 方法 儿 乎 可 以 逐 字 逐 句 照搬 地 应 用 到 与 z? = 2 不 同 的 方程 上 
去 . 例如 , 可 以 运用 到 方程 rz = N, 其 中 NN 是 任意 一 个 不 是 完全 平方 数 的 整数 , 或 
者 运用 到 诸如 

=3, 13=7, 2=23 

这 样 的 方程 上 去 , 或 者 像 稍 后 会 看 到 的 那样 , 运用 到 za = 3z + 8 这 样 的 方程 上 去 . 
这 样 , 我 们 就 会 相信 在 直线 4 上 存在 无 理 数 z 以 及 点 P, z 满足 与 这 些 方程 类 似 的 
方程 , 即便 当 这 些 长 度 不 可 能 ( 像 V3 这 样 的 长 度 是 能 够 用 初等 几何 作 图 法 作出 来 
的 ) 用 初等 几何 的 方法 构造 出 来 时 , 我 们 依然 会 相信 这 样 的 数 存在 . 

毫 无 疑问 , 读者 会 回忆 起 : 初等 代数 中 像 z? = n 这 样 一 个 方程 的 根 是 用 yi 或 者 na/4 
来 表示 的 , 而 像 

nr/9, nn/ 

这 样 的 符号 的 含义 是 用 等 式 


np/a = (nl/a)jp， mp/an-P/a = 1 
来 表示 的 . 根据 这 些 定义 , 读者 应 该 记得 : 形 如 

nxn nt (nr 一 
的 “指数 法 则 ”是 怎样 推广 到 > 和 s 是 任意 有 理 数 的 情形 中 去 的 . 


现在 读者 可 以 从 两 种 可 供 选 择 的 途径 中 选择 其 一 . 如 果 愿 意 的 话 , 他 可 以 满足 
于 假设 形 如 V3 V3,.… 的 无 理 数 存在 , 并 服从 他 所 部 悉 的 代数 法 则 .如果 这 样 做 


@ 这 是 本 书 第 1 版 中 所 采纳 的 观点 . 
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他 将 能 避免 下 面 几 节 中 的 更 加 抽象 的 讨论 , 从 而 可 以 直接 转 到 第 13 节 以 及 其 后 各 
节 ， 
另 一 方面 , 如 果 读 者 不 打算 采用 如 此 自然 的 方式 , 我 们 真诚 地 建议 他 仔细 研读 
接 下 来 的 几 节 . 在 这 几 节 中 我 们 对 这 些 方程 作 了 更 加 充分 的 研究 . 
例 II 
(1) 求 出 2 与 第 4 节 中 作为 V3 的 近似 值 所 给 出 的 诸 小 数 的 平方 之 差 . 
(2) 求 2 与 诸 数 


的 平方 之 差 . 

(3) 证 明 : 如 果 m/n 是 V2 的 一 个 好 的 近似 值 , 那么 (m + 2m)/(m 十 n) 就 是 一 
个 更 好 的 近似 值 , 且 在 这 两 种 情形 , 误差 有 相反 的 符号 . 在 上 一 个 例子 中 应 用 这 一 
结果 继续 给 出 近似 值 数 列 . 

(4) 如 果 z 和 y 分 别 是 V2 的 不 足 近似 值 以 及 盈余 近似 值 , 且 有 2 -xz? < 0， 
好 -2< 5, 那么 就 有 yy 一 z< 0. 

(5) 方程 z2 = 4 被 zx = 2 所 满足 . 请 检验 : 将 上 一 节 的 论证 方法 应 用 到 这 个 方 
程 上 (从 头 到 尾 用 4 代替 2) 能 走 多 远 . [如 果 我 们 与 以 前 相同 地 来 定义 L 类 和 
类 , 那么 它们 并 不 包含 所 有 的 有 理 数 . 有 理 数 2 就 是 一 个 例外 , 这 是 因为 22 既 不 小 
于 4, 也 不 大 于 4. ] 
6. 无 理 数 ( 续 ) 


在 第 4 节 中 我 们 讨论 了 将 正 有 理 数 > 划分 成 两 个 类 的 一 种 特殊 的 方式 , 使 得 
对 于 一 个 类 的 元 素 有 z? < 2, 而 对 于 另 一 个 类 的 元 素 有 x? > 2. 这 样 一 种 划分 的 
方式 称 为 对 所 讨论 的 数 的 一 个 分 割 (section). 显然 , 可 以 同样 成 功 地 构造 一 个 分 割 ， 
它 所 分 成 的 两 类 数 的 特征 分 别 由 z3 < 2 和 za > 2 来 表达 , 或 者 分 别 由 z+ < 7 和 
z4 > 7 来 刻画 . 现在 让 我 们 尝试 用 相当 一 般 的 表述 方式 来 陈述 对 正 有 理 数 的 这 种 
分 割 的 构造 原理 ， 

假设 P 和 Q 代表 两 种 相互 排斥 的 性 质 , 且 其 中 一 种 性 质 必定 为 每 一 个 正 有 理 
数 所 具有 . 此 外 , 假设 每 个 具有 性 质 P 的 数 都 小 于 任何 一 个 具有 性 质 Q 的 数 . 例 
如 , P 可 以 是 性 质 “z? < 2", @ 则 是 性 质 “z? > 2”. 此 时 我 们 称 具 有 性 质 P 的 数 是 
下 类 或 者 左 类 L, 而 称 具 有 性 质 @ 的 数 是 上 类 或 者 右 类 及 一 般 来 说 , 两 个 类 都 存 
在 . 但 特别 地 , 可 能 会 出 现 有 一 个 类 不 存在 , 每 个 数 都 属于 另 一 个 类 的 情形 .例如 ， 
如 果 P( 或 者 @) 是 “是 有 理 数 * 这 一 性 质 , 或 者 是 “是正 数 " 这 一 性 质 , 就 会 发 生 这 
种 情形 . 然而 , 当前 我 们 仅 限于 讨论 两 个 类 都 存在 的 情形 . 此 时 如 同 在 第 4 节 中 那 
样 可 以 推出 : 我 们 能 找到 的 一 个 元 素 和 有 的 一 个 元 素 , 它们 的 差 可 以 小 到 我 们 
所 希望 的 程度 . 
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在 第 4 节 中 我 们 考虑 过 的 特殊 情形 中 , 工 没有 最 大 的 元 素 , 而 R 没有 最 小 的 元 
素 . 但 是 这 些 类 中 或 许 会 有 某 一 个 类 有 一 个 最 大 的 元 素 或 者 有 一 个 最 小 的 元 素 , 重 
要 的 是 要 区 分 各 种 不 同 的 可 能 性 . 不 可 能 的 是 : L 既 有 最 大 的 元 素 , 而 且 R 也 有 最 
小 的 元 素 . 因为 如 果 ! 是 工 的 最 大 元 素 , 且 7 是 R 的 最 小 元 素 , 则 有 ! < 7, 这 样 
二 来 ; a(! +r) 就 是 位 于 ! 和 7 之 间 的 一 个 正 有 理 数 , 从 而 它 既 不 属于 L, 也 不 属于 
RR. 这 与 我 们 关于 每 个 这 样 的 数 都 属于 其 中 一 个 类 的 假设 条 件 矛盾 .如 果 情 形 果 真 
如 此 , 那 就 存在 三 种 可 能 性 , 它们 相互 排斥 . 这 三 种 可 能 性 是 : 要 么 (i) 5 有 一 个 最 
大 的 元 素 !, 要 么 (ii) R 有 一 个 最 小 的 元 素 ~, 要 么 ( 阁 ) 工 没有 最 大 的 元 素 , 而 且 RR 
也 没有 最 小 的 元 素 . 

第 4 节 中 的 分 割 给 出 最 后 一 种 可 能 性 的 例子 . 取 已 为 “z2 < 1", 取 @Q 为“z? >1", 就 得 
到 第 一 种 情形 的 一 个 例子 , 这 里 ! = 1; 如 果 已 是 “z? < 1", 而 Q 是 “z2 > 1", 我 们 就 得 到 第 
二 种 情形 的 一 个 例子 , 其 中 + = 1. 应 该 注意 到 , 如 果 取 PP 为 “z? < 1”, 而 取 Q@ 为 “z2 > TY， 
我 们 根本 得 不 到 一 个 分 割 ; 因为 此 时 特殊 的 数 1 从 我 们 的 分 类 中 漏 掉 了 (参见 例 III 中 的 第 
(5) 题 ). 
7. 无 理 数 ( 续 ) 

在 前 面 两 种 情形 中 , 我 们 谈 及 与 一 个 正 有 理 数 a 相对 应 的 分 割 , 在 一 种 情形 这 
个 正 有 理 数 是 1, 而 在 另 一 种 情形 这 个 正 有 理 数 是 7. 反 过 来 显然 可 见 , 任意 一 个 这 
样 的 数 a 都 对 应 一 个 分 割 , 我 们 记 之 为 az. 因为 我 们 可 以 取 已 和 @ 分 别 是 由 


Ta, TIT>a 


所 表示 的 性 质 , 或 者 是 由 z < a 以 及 z > a 所 表示 的 性 质 . 在 第 一 种 情形 , a 就 是 
工 中 最 大 的 元 素 , 而 在 第 二 种 情形 , a 是 R 中 最 小 的 元 素 . 事实 上 , 对 于 任何 一 个 正 
有 理 数 恰 有 两 个 分 割 与 之 对 应 . 为 了 避免 混淆 起 见 , 我 们 选择 其 中 之 一 , 即 选取 该 
数 本 身 属于 上 类 的 那个 分 割 . 换 句 话说 , 我 们 约定 只 考虑 下 类 中 没有 最 大 的 数 的 那 
种 分 割 . 

由 于 在 正 有 理 数 与 由 它们 所 定义 的 分 割 之 间 有 这 样 一 个 对 应 关系 , 故而 , 为 了 
数学 的 目的 而 用 分 割 代替 数 , 并 把 在 公式 中 出 现 的 符号 视 为 分 割 的 替代 物 而 不 是 看 
作 数 的 替代 物 , 这 应 该 是 完全 合理 的 . 例如 , 如 果 a 和 ao 是 与 a 和 a’ 对 应 的 分 割 ， 
那么 a > ao 就 与 a > o' 有 同样 的 含义 . 

但 是 , 当 我 们 按照 这 种 方法 用 有 理 数 的 分 割 取代 有 理 数 本 身 时 , 我 们 几乎 不 得 
不 对 数 系 作 进 一 步 的 推广 . 因为 有 这 样 的 分 割 存在 (如 在 第 4 节 中 所 给 出 的 ): 它 
不 与 任何 有 理 数 相对 应 . 分 割 组 成 的 集合 是 一 个 比 正 有 理 数 集合 更 大 的 集合 . 它 包 


名 将 与 一 个 用 英文 字母 表示 的 有 理 数 对 应 的 分 割 用 与 之 相对 应 的 希腊 字母 来 标记 是 很 方便 的 . 
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含 了 与 所 有 这 样 的 数 相对 应 的 分 割 , 除 此 之 外 它 还 包含 更 多 的 分 割 . 正 是 这 个 事实 
成 为 了 我 们 关于 数 的 概念 推广 的 基础 . 由 此 我 们 构造 出 下 面 的 定义 , 不 过 在 下 一 节 
中 将 对 这 个 定义 加 以 修改 , 因此 这 个 定义 应 该 被 视 为 是 短暂 的 和 临时 性 的 . 

正 有 理 数 的 两 个 类 都 存在 且 下 类 中 没有 最 大 的 元 素 的 一 个 分 割 称 为 一 个 正 实 
数 (positive real number). 

不 与 正 有 理 数 对 应 的 正 实数 称 为 一 个 正 的 无 理 数 . 
8. 实数 

到 目前 为 止 , 我 们 仅 限于 讨论 正 有 理 数 的 某 种 分 割 , 且 我 们 暂时 约定 将 这 样 的 
分 割 称 为 “ 正 实数 "， 在 我 们 构造 出 最 终 的 定义 之 前 , 必须 对 我 们 的 观点 作 一 点 改 
变 . 我 们 将 不 仅仅 考虑 对 正 有 理 数 的 分 割 , 也 就 是 将 正 有 理 数 分 成 两 个 类 的 划分 , 也 
考虑 对 所 有 有 理 数 (包括 0) 的 分 割 . 这 样 我 们 就 可 以 重复 在 第 6 节 和 第 7 节 中 对 
于 正 有 理 数 的 分 割 所 说 过 的 一 切 , 只 需要 间或 省 略 掉 “ 正 的 ” 一 词 即 可 . 

定义 ”有理数 的 两 个 类 都 存在 且 下 类 没有 最 大 的 元 素 的 分 割 称 为 一 个 实数 ， 
或 者 简单 称 之 为 一 个 数 . 

一 个 不 与 有 理 数 对 应 的 实数 称 为 一 个 无 理 数 . 

如 果实 数 的 确 与 一 个 有 理 数 相对 应 , 我 们 也 将 把 术语 “有 理 的 " 同样 应 用 到 实 
数 的 情形 . 

根据 定义 , 术语 “有理数 ” 有 些 含糊 不 清 ; 它 可 能 指 的 是 第 1 节 中 的 有 理 数 , 也 可 能 指 的 
是 对 应 的 实数 . 如果 我 们 说 3 > 了 我们 有 可 能 指 的 是 两 个 不 同 的 命题 中 的 某 一 个 ,其 中 一 个 
是 初等 算术 的 命题, 另 一 个 是 关于 有 理 数 的 分 割 的 命题. 这 种 类 型 的 含混 不 清 在 数学 中 是 很 党 
见 的 , 也 是 完全 无 害 的 , 这 是 因为, 不 论 对 命题 本 身 作 何 种 解释 , 这 些 不 同 的 命题 之 间 的 关系 者 
是 完全 一 样 的 例如 , 由 3 > 3 和 于 > 3, 我 们 可 以 推出 了 > 了 .这 一 推理 无 论 如 何 都 不 会 
因为 了 ,二 和 了 到 底 是 算术 分 数 还 是 实数 的 疑虑 而 产生 影响 . 当然, 有 时 (比方 说 ) 3" 出现 的 


上 下 文 就 足以 给 出 了 它 的 含义 的 确定 的 解释 当 我 们 说 (参见 第 9 节 )3 < 全 时 , 我 们 必 


定 把 “3” 当 作 实数 3 看 待 . 

此 外 , 读者 应 该 注意 到 ,对 于 我 们 所 采用 的 “实数 ”的 定义 的 精确 形式 并 没有 赋予 特殊 的 
逻辑 上 的 重要 性， 我 们 定义 一 个 “实数 ”是 一 个 分 审 , 也 就 是 一 对 类 .我 们 也 同样 可 以 把 它 定 
义 成 是 那个 下 类 或 者 那个 上 类 .的 确 , 容易 定义 出 无 穷 多 个 类 的 实体 , 其 中 每 一 个 都 具有 实数 
作成 的 类 所 具有 的 性 质 .数学 中 本 质 的 东西 是 : 数学 的 符号 应 该 有 某 种 解释 一 般 来 说 , 它们 
会 有 许多 种 解释 , 而 就 数学 而 言 ,无论 我 们 采用 哪 一 种 解释 都 没有 关系 . Bertrand Russell 曾经 
说 过 : “数学 是 一 门 科学 , 对 于 这 门 科学 我 们 并 不 知道 我 们 正在 谈论 的 是 什么 , 我 们 也 不 关心 关 
于 数学 我 们 所 说 的 是 否 为 真 ", 这 是 一 段 以 悖 论 的 形式 表述 的 评论 ， 然而 在 现实 中 却 包含 若 二 
重要 的 真理 .要 详细 分 析 Russell 的 这 段 精 有 的 评论 的 含义 会 花 去 我 们 太 长 的 时 间 , 但 是 无 论 
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如 何 , 这 段 评论 的 一 个 隐 含 的 意义 是 : 数学 符号 可 能 有 不 同 的 解释 , 而 且 一 般 说 来 我 们 有 权 自 
由 地 选择 更 愿意 采用 何 种 解释 

现在 有 三 种 情形 需要 区 分 . 有 可 能 出 现 所 有 负 的 有 理 数 都 属于 下 类 , 而 零 和 所 
有 正 有 理 数 都 属于 上 类 的 情形 . 我 们 把 这 个 分 割 说 成 是 实数 0. 或 者 再 次 发 生 下 类 
包含 某 些 正 数 的 情形 , 这 样 的 分 割 称 为 一 个 正 实数 . 最 后 , 有 可 能 发 生 某 些 负数 属 
于 上 类 的 情形 . 我 们 把 这 样 的 分 割 称 为 一 个 负 实数 ”. 

我 们 现在 对 正 实数 a 所 给 出 的 定义 与 在 第 7 节 中 给 出 的 定义 之 间 的 区 别 在 于 向 下 类 中 添 
加 了 0 和 所 有 的 负 有 理 数 . 在 第 6 节 中 取 性 质 已 为 +1 < 0, 取 性 质 @ 为 z+1>0 就 给 
出 了 负 实 数 的 一 个 例子 . 这 个 分 割 显然 对 应 于 负 有 理 数 -1. 如 果 我 们 取 已 为 za < -2, 取 Q@ 
为 za > -2, 我 们 就 会 得 到 一 个 非 有 理 数 的 负 实数 


9. 实数 之 间 的 大 小 关系 


现在 我 们 已 经 对 数 的 概念 作 了 推广 , 显然 , 我 们 应 该 对 等 式 、 不 等 式 、 加 法 、 乘 
法 等 等 概念 作出 相应 的 推广 . 我 们 需要 证 明 这 些 思想 对 于 新 的 数 也 是 适用 的 , 而 且 
在 对 它们 作出 推广 之 后 , 所 有 通常 的 代数 法 则 也 依然 成 立 . 这 样 , 一 般 性 地 , 我 们 就 
可 以 用 与 第 1 节 中 对 有 理 数 完全 同样 的 方式 来 对 实数 进行 运算 . 系统 地 完成 这 些 
工作 , 需要 花费 相当 大 的 篇 幅 , 故此 我 们 在 这 里 只 能 概略 地 指出 应 该 怎样 对 此 进行 
更 加 系统 的 讨论 

我 们 用 形 如 a, B,Y,… 这 样 的 希腊 字母 来 记 实数 , 而 用 对 应 的 英文 字母 w 4;b， 
Bic Ci… 来 记 其 中 的 下 类 和 上 类 中 的 有 理 数 , 并 将 这 些 类 本 身 记 为 (a), (4), 

如 果 a 和 人 是 两 个 实数 , 则 有 三 种 可 能 性 存在 ， 

(i) 每 个 a 都 是 一 个 b, 且 每 个 4 也 都 是 一 个 B; 在 这 种 情形 下 , (a) 和 (4) 是 
完全 相同 的 , 且 (4) 和 (B) 也 是 完全 相同 的 ; 

多 每 个 a 都 是 一 个 b, 但 并 非 所 有 的 4 都 是 B; 人 
在 这 种 情形 下 , (a) 是 (b) 的 一 个 真子 集 *, 且 (B) 也 是 2 mm 
(4) 的 一 个 真子 集 ; 

(i) 每 个 4 都 是 一 个 B, 但 并 非 所 有 的 “都 是 上 一 
这 三 种 情形 可 以 用 图 4 中 的 图 形 予 以 描述 . 图 4 


@ 还 有 这 样 的 分 割 : 其 中 每 个 数 都 属于 下 类 或 者 每 个 数 都 属于 上 类 . 读者 或 许 会 有 兴趣 询问 : 为 什么 
我 们 不 把 这 样 的 分 割 也 看 成 是 有 定义 的 数 呢 ? 我 们 可 把 它们 称 为 实数 正 无 穷 (real numbers posit- 
ive infinity) 和 实数 负 无 穷 (real numbers negative infinity). 
对 于 这 样 的 程序 不 存在 逻辑 上 的 障碍 , 不 过 可 以 证 明 实际 上 这 是 不 方便 的 . 加 法 和 乘法 的 最 自然 的 定 
义 将 不 以 令 人 满意 的 方式 起 作用 ， 此 外 , 对 于 初学 者 来 说 , 分 析 初 步 中 最 主要 的 困难 是 学 习 对 于 含 
有 词汇 “无 穷 ”在 内 的 术语 赋予 精确 的 意义 , 而 经 验 似乎 表明 , 他 很 有 可 能 会 被 向 数 中 额外 添加 的 任 
何 东西 搞 糊 涂 

@@ 也 即 包含 于 (b), 但 不 等 同 于 (b). 
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在 情形 (i) 中 , 我 们 记 a = 6, 在 情形 (i) 中 则 记 a < 6, 而 在 情形 ( 记 ) 中 则 有 
a > 8. 显然 , 当 a 和 两 者 皆 为 有 理 数 时 , 这 些 定义 与 从 一 开始 就 视 为 理所当然 成 
立 的 有 理 数 之 间 的 等 式 和 不 等 式 的 思想 相 吻 合 , 而 且 显然 任何 正 数 大 于 任何 负数 . 

在 此 时 来 定义 一 个 正 数 a 的 负数 -a 是 非常 方便 的 . 首先 我 们 假设 a 是 无 理 
数 . 如 果 (a) 和 (4) 都 是 构成 a 的 类 , 我 们 可 以 这 样 来 定义 有 理 数 的 另外 一 个 分 
割 : 把 所 有 的 数 -4 放 在 下 类 中 , 而 把 所 有 的 数 -a 放 在 上 类 中 . 我 们 用 -a 来 记 
这 样 定 义 的 实数 ( 它 显然 是 负数 )， 当 a 是 负数 时 , 我 们 可 以 类 似 地 定义 -a, 且 如 
果 a 是 负数 , 则 -a 是 正 数 . 显然 也 有 --(-a) =a. 在 a 与 -a 这 两 个 数 中 , 总 有 
一 个 是 正 数 . 我 们 用 al 来 记 其 中 是 正 数 的 那个 数 , 并 称 之 为 a 的 模 (modulus). 

如 果 a 是 有 理 数 , 问题 会 有 一 点 复杂 . 在 这 种 情形 a 属于 (4), 且 类 (-4) 和 
(a) 并 未 定义 第 8 节 意义 下 的 实数 , 这 是 因为 -a 属于 下 类 而 不 属于 上 类 . 这 样 
一 来 , 我 们 必须 修改 关于 -a 的 定义 , 约定 当 a 为 有 理 数 时 , 有 理 数 -a 包含 在 上 
类 中 . 

例 TV 

(1) 证 明 : 0 = 一 0. 

(2) 证 明 : 根据 a = 6, a > B 或 者 a <6 分 别 有 B=a,B<a 或 者 8>a 成 


(3) 如 果 a=B 且 B=7”Y, 则 有 a=7. 

(和) 如 果 agsB 且 5<7, 则 有 a < ~. 

(5) 证 明 : 如 果 a < 6B, 则 有 -8 < 一 a. 

(6) 证 明 : 如 果 a 是 正 数 , 则 有 a > 0, 又 如 果 a 是 负数 , 则 有 a < 0. 
(7) 证 明 : a < |al. 

(8) 证 明 : 1 < V2 < V3 < 2. 

[所 有 这 些 结果 都 是 我 们 的 定义 的 直接 推论 . ] 


10. 实数 的 代数 运算 


现在 我 们 来 着 手 定义 对 于 实数 通用 的 像 加 法 这 样 的 初等 代数 运算 的 意义 . 

(i) 加 法 . 为 了 定义 两 个 数 a 和 6 的 和 , 我 们 考虑 下 面 两 个 类 : 由 所 有 的 和 
c=a+hb 形成 的 类 (c); 四 由 所 有 的 和 C = 4 十 五 形成 的 类 (C). 显然 在 所 有 情形 
下 都 有 c < C. 

进一步 地 说 , 不 可 能 有 多 于 一 个 既 不 属于 (c) 也 不 属于 (C) 的 有 理 数 存在 . 因 
为 如 果 假 设 有 两 个 这 样 的 数 + 和 s 存在 , 并 设 s 是 其 中 较 大 者 . 那么 + 和 s 两 者 
必定 都 大 于 每 一 个 c, 且 都 小 于 每 一 个 C; 于 是 C 一 c 不 可 能 小 于 s 一 7+. 但 是 


C—-c=(A—-a)+(B—b,), 
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从 而 我 们 可 以 选择 a,5, 4, B, 使 得 4 一 a 和 B -5 的 差 能 小 到 我 们 希望 的 程度 ; 这 
显然 与 我 们 的 假设 矛盾 . 

如 果 每 个 有 理 数 或 者 属于 (c) 或 者 属于 (C), 则 类 (c) 和 (C) 就 构成 了 对 有 理 
数 的 一 个 分 割 (就 是 说 给 出 一 个 数 y)， 如果 有 一 个 有 理 数 既 不 属于 (c) 也 不 属于 
(C), 我 们 就 把 它 加 到 (C) 中 去 . 现在 我 们 就 有 了 一 个 分 割 或 者 说 成 是 一 个 实数 7， 
它 显然 必定 是 有 理 数 , 这 是 因为 它 对 应 于 (C) 中 最 小 的 数 . 无 论 如 何 我 们 都 把 4 称 
为 a 和 B 的 和 , 并 记 

7=a+t+pB. 


如 果 a 和 有 两 者 均 为 有 理 数 , 那么 它们 是 上 类 (4) 和 上 类 (B) 中 的 最 小 元 素 . 在 这 种 情 
形 下 , 显然 “+ 6 是 (C) 中 的 最 小 元 素 , 所 以 我 们 的 定义 与 先前 关于 加 法 的 思想 一 致 . 
(ii) 减法 . 我 们 用 等 式 
a-B=a+(-D) 


来 定义 a - 8. 于 是 减法 的 思想 将 不 产生 任何 新 的 困难 . 

例 V 

(D 证 明 a +(-a) = 0. 

(2) 证 明 a+0=0+a=a. 

(3) 证 明 w+B = 8+aw [这 可 以 立即 由 类 (a +b) 和 (5 十 a) 是 相同 的 类 这 一 
事实 , 或 者 由 类 (4 十 B) 和 (下 + 4) 是 相同 的 类 这 一 事实 推出 . 这 是 因为 , 比方 说 
当 a 和 ,都 是 有 理 数 时 , 有 au+b=b+a.] 

(证明 w+ (8+7) 一 (ae 十 及 十 7 

(5) 证 明 w 一 a= 0. 

(6) 证 明 -8= 一 (8 一 a). 

(7) 根据 减法 的 定义 以 及 上 面 的 第 4 题 、 第 1 题 以 及 第 2 题 可 以 推出 


(ae- 有 +B={a+(-69}+B8=a+f{(-8)+B=a+0=aw- 


这 样 一 来 我 们 也 可 以 用 等 式 ?+ 8 = a 来 定义 差 a 一 8 = 人 
(8) 证 明 a 一 (8 一 7)=a-B+7: 
(9) 请 给 出 一 个 减法 的 定义 , 它 不 依赖 于 上 面 给 出 的 加 法 定义 . [为 了 定义 7 = 
a 一 B, 构造 类 (c) 和 类 (C), 使 其 满足 c = a- B,C = A 一 b. 容易 证 明 , 这 个 定义 
与 我 们 在 正文 中 给 出 的 定义 是 等 价 的 . ] 
(10) 证 明 
llal -Bl < latB| < lal+|Al. 
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11. 实数 的 代数 运算 ( 续 ) 

(过 ) 乘法 . 当 我 们 研究 乘法 时 , 最 方便 的 是 从 正 数 开始 . 暂时 我 们 回 到 正 有 理 
数 的 分 割 , 我 们 只 在 第 4 节 到 第 7 节 中 研究 过 这 种 分 割 . 这 时 我 们 实际 上 可 以 按照 
与 在 加 法 的 情形 中 同样 的 路 线 来 进行 , 将 (c) 取 作为 (ab), 将 (C) 取 作 为 (4B). 这 
里 的 讨论 方法 除去 下 述 部 分 之 外 均 与 在 加 法 的 情形 中 相同 : 在 加 法 的 情形 我 们 要 
证 明 所 有 的 有 理 数 (至 多 除了 有 一 个 例外 ) 必须 都 属于 (c) 或 者 (C). 如 同 加 法 一 
样 , 这 需要 证 明 : 我 们 可 以 选取 a, 4,b 和 B, 使 得 C 一 c 能 小 到 我 们 希望 的 程度 . 这 
里 要 用 到 恒等式 


C-c=AB-ab=(A-a)B+a(B—b). 
如 果 a 和 6 是 正 数 , 只 要 约定 有 
(-a)6 = -ap6，a(-B) = -ap，(-a)(-8) = ap 


就 可 以 将 负数 包含 到 定义 的 范围 之 内 . 

最 后 , 约定 对 所 有 a 都 有 (0)a = a(0) = 0. 

(iv) 除法 . 为 了 定义 除法 , 我 们 先 定义 一 个 ( 异 于 0 的 ) 数 a 的 倒数 1/a. 首先 
局 限于 考虑 正 数 以 及 正 有 理 数 的 分 割 , 我 们 用 下 类 (1/4) 以 及 上 类 (1/a) 来 定义 正 
数 a 的 倒数 . 然后 再 用 等 式 1/(-a) = 一 (1/a) 来 定义 负数 -a 的 倒数 . 最 后 , 我 们 
用 等 式 

a/B= a x (1/8) 

来 定义 a/B. 

这 样 , 我 们 就 能 将 初等 代数 的 全 部 概念 和 方法 运用 到 所 有 的 实数 (有 理 数 和 无 
理 数 ) 上 去 了 . 当然 , 我 们 并 不 打算 来 详尽 地 完成 这 项 工作 . 更 为 有 益 也 更 有 意义 的 
工作 是 将 注意 力 转向 某 些 特殊 的 然而 却 是 特别 重要 的 无 理 数 类 . 


例 VI 
证 明 下 面 诸 公 式 所 表示 的 定理 : 
(Daxl=lxa=a; (2)ax(l/a)=1; (3) ab = po 
(4) a(B7) = (aB)y; (5) a(B +7) = af + ay; 
(6) (a + PB)Y=ay+BY; (7) lapl|= |allAl. 
12. 数 V2 


现在 让 我 们 暂时 回 到 第 4 节 到 第 5 节 中 讨论 过 的 特殊 的 无 理 数 . 在 那里 我 们 
用 不 等 式 z < 2，z? > 2 构造 了 一 个 分 割 ， 这 是 仅仅 用 正 有 理 数 作 的 一 个 分 割 . 
不 过 我 们 可 以 用 所 有 有 理 数 的 一 个 分 割 来 代替 它 (如 同 在 第 8 节 中 所 说 明 的 那样 ). 
我 们 用 符号 V2 来 记 这 样 定义 的 分 割 或 者 数 . 
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定义 V2 与 其 自身 乘积 的 类 是 (D(aa'), 其 中 a 和 a’ 是 平方 小 于 2 的 正 有 理 
数 ; (ii)(44'), 其 中 4 和 4 是 平方 大 于 2 的 正 有 理 数 . 这 些 类 穷尽 了 除了 一 个 数 
之 外 的 所 有 的 正 有 理 数 , 这 个 唯一 除外 的 数 就 是 2 自己 . 从 而 有 


(V2)? = V2V2 = 2. 


又 有 
(~V2)? = (-V3)(-vV3 = V2V2 = (V2)? =2. 

于 是 方程 zz = 2 有 两 个 根 V2 和 -V2. 类 似 地 , 我 们 可 以 讨论 方程 rz = 3,z3 = 
7,… 以 及 与 之 相对 应 的 无 理 数 V3, 一 V3, V7,.…. 
13. 二 次 根 式 

一 个 形 如 土 Va 的 数 称 为 一 个 纯 二 次 根 式 (pure quadratic surd), 其 中 a 是 一 
个 正 有 理 数 , 但 不 是 其 他 的 有 理 数 的 平方 . 一 个 形 如 a 土 Vb 的 数 有 时 也 称 为 一 个 混 
二 次 根 式 (mixed quadratic surd), 其 中 a 是 一 个 有 理 数 , 而 Vb 是 一 个 纯 二 次 根 式 . 

两 个 数 a 十 V8 都 是 二 次 方程 


z*—2ar+a -b=0 


的 根 . 反 过 来 , 方程 zz + 2pz 十 9 = 0( 其 中 p 和 9 都 是 有 理 数 , 且 p? -9 > 0) 以 两 个 二 次 根 
式 -p 士 VG5 - 9] 作为 它 的 根 . 

可 以 通过 第 3 节 的 几何 方法 给 出 其 存在 性 的 仅 有 的 一 种 无 理 数 就 是 这 些 二 次 
根 式 ( 纯 的 或 者 混 的 ) 以 及 像 


Vi+VervD+y{2+ Verv) 


这 样 可 以 表示 成 含有 平方 根 的 重复 根 式 的 更 为 复杂 的 无 理 数 ， 正 如 读者 自己 容易 
看 出 来 的 那样 , 不 难 用 几何 方法 构造 出 一 条 线段 , 其 长 度 等 于 任何 一 个 这 种 类 型 的 
数 . 只 有 这 几 种 无 理 数 才 可 以 用 Euclid 方法 (也 即 用 直 尺 和 圆规 的 几何 作 图 法 ) 构 
造 出 来 , 这 是 一 个 关键 的 结论 , 它 的 证 明 必须 暂时 延 后 ”. 二 次 根 式 的 这 个 性 质 使 得 
它们 特别 有 意义 . 

例 VII 

(1) 给 出 


V3, VC+va), 人 VC 本】 


的 几何 作 图 法 . 
外 见 第 2 章 杂 例 第 22 题 . 


第 1 章 实 变 量 17 


(2) 如 果 如 - ac > 0, 则 二 次 方程 az? + 2bz +c = 0 有 两 个 实 根 .? 假设 a,b,c 
是 有 理 数 . 将 这 三 个 数 全 都 取 为 整数 也 无 关 紧 要 , 这 是 因为 我 们 可 以 用 它们 分 母 的 
最 小 公 倍数 来 乘 这 些 方程 . 

读者 应 该 记得 该 方程 的 根 是 {6 十 VE ad)} /a. 首先 作出 V( 到 一 aoc), 则 
很 容易 用 几何 方法 构造 出 这 些 长 度 . 一 个 更 为 精巧 然而 不 那么 简洁 明了 的 作 图 方法 
如 下 所 述 . 

画 一 个 半径 为 1 的 国 , 其 直径 为 PQ, 再 画 出 直径 两 端点 处 的 切线 . 取 PP' = 
24a/b 以 及 QQ' = 一 c/2b, 注意 符号 .2 连接 P'Q'. 在 点 M 和 NN 处 与 加 相交 . 画 出 
PM 和 PN, 在 点 X 和 了 处 与 QQ' 相交 . 那么 QX 和 QY 就 是 方程 的 带 有 适当 
符号 的 根 .” 

p 


ao 村 Q 区 
图 5 


这 个 证 明 很 简单 , 我 们 把 它 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 另 一 个 看 起 来 更 加 简单 的 作 图 法 如 下 
所 述 . 取 一 个 单位 长 的 线段 4 已 . 画 出 与 4B 垂直 的 线段 BC = -2b/a, 并 在 与 BA 相同 的 方 
向 上 作出 与 BC 垂直 的 线段 CD = c/a. 以 AD 为 直径 作 一 个 与 BC 交 于 X 和 YY 的 圆 . 那 
么 BX 和 BY 就 是 该 方程 的 根 . 

(3) 如 果 uc 是 正 的 , 那么 PP' 和 QQ' 就 会 画 在 同一 个 方向 上 ， 验 证 ， 如果 
如 <ac, 则 已 Q' 不 与 圆 相交 , 而 当 = ac 时 , 它 恰好 是 圆 的 切线 . 同样 验证 : 如 果 
如 = ac, 则 第 二 个 作 图 法 中 的 那个 圆 将 与 BC 相 切 . 

(4) 证 明 


VCqgJ = Vix Va Vpig) =pVa. 
14. 关于 二 次 根 式 的 某 些 定理 
两 个 纯 二 次 根 式 称 为 是 相似 的 (similar), 如 果 它们 能 表示 成 同一 个 根 式 的 有 理 


外 也 就 是 有 两 个 z 的 值 使 得 az2 十 2bz + ec = 0 成 立 ， 如果 12 -- ac < 0, 则 不 存在 这 样 的 x 的 
值 . 读者 应 该 记得 在 初等 代数 书 中 此 方程 被 说 成 有 “ 复 的 ” 根 . 这 个 命题 的 含义 将 在 第 3 章 中 加 以 
解释 ， 当 妇 = ac 时 , 该 方程 仅 有 一 个 根 . 为 了 统一 起 见 ， 这 种 情形 一 般 被 说 成 是 有 “两 个 相等 的 ” 
根 , 不 过 这 仅仅 是 一 种 约定 俗 成 的 说 法 . 

名 所 画 的 图 符合 b 和 c 有 相同 符号 而 b 和 a 有 相反 符号 的 情形 .读者 可 以 画 出 其 他 情形 的 图 

图 我 们 是 从 Klein 的 Vortrige iiber ausgewiihlte Fragen der Elementargeometrie (Leipzig, 1895) 
一 书 中 取 来 这 个 作 图 法 的 . 
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倍数 , 反之 则 称 它们 是 不 相似 的 (dissimilar). 例如 , 由 于 


V8=2V3 V2 = 2V 


故而 V8, 3 是 相似 的 根 式 . 另 一 方面 , 如 果 M 和 N 是 没有 公 因 子 的 整数 , 且 二 


者 皆 不 为 完全 平方 数 , 那么 VM 和 VN 是 不 相似 的 根 式 . 
这 是 因为 , 如 果 它 们 可 能 相似 的 话 , 可 以 假设 


pit r |/t 
VA-2Yt, vw- 
其 中 所 有 的 字母 都 表示 整数 . 那么 , V(MN) 显然 是 有 理 数 , 于 是 ( 例 I 第 3 题 ) 它 


也 必定 是 整数 . 从 而 有 MN = P2, 其 中 P 是 一 个 整数 . 设 a,b,c,…… 是 P 的 素 因 
子 , 所 以 


MN = a2eb28c2r.… ， 


其 中 a,B,7Y,… 是 正 整 数 . 这 样 MN 就 能 被 a2* 整除 , 于 是 要 么 (1)M 能 被 a2* 
整除 , 要 么 (2)N 能 被 ze 整除 , 要 么 (3)M 和 N 两 者 都 能 被 a 整除 . 最 后 这 种 情 
形 可 以 被 排除 在 外 , 这 是 因为 M 和 N 没有 公 因子 . 这 个 论证 方法 可 以 用 到 诸 因子 
a2e,b28,c27，… 中 的 每 一 个 上 去 , 从 而 M 必定 可 以 被 这 些 因 子 中 的 某 一 些 整除 , 而 
NN 则 可 以 被 其 余 的 因子 整除 . 于 是 


M=P?, N=B, 


其 中 P? 表示 诸 因 子 cz,b28, cy，… 中 某 些 数 的 乘积 , 而 P? 则 表示 其 余 因 子 的 乘 
积 . 于 是 M 和 N 两 者 都 是 完全 平方 数 , 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 
定理 ”如 果 4, B,C,D 是 有 理 教 , 且 


A+VB=C+VD, 


那么 , 要 么 (i)4 二 C, B= D; 要 么 (iijB 和 两 者 都 是 有 理 数 的 平方 . 
因为 B -DD 是 有 理 数 , 且 


VB-vVD=C-—A4 
也 是 有 理 数 . 如 果 B 不 等 于 D( 在 此 情形 下 显然 4 也 不 等 于 C), 则 由 此 推出 
VB+VD=(B- D)/(VB- VD) 
也 是 有 理 数 . 从 而 VB 和 VD 都 是 有 理 数 . 
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推论 ”如果 4+v 万 =C+V 万 ,那么 4-Vv 万 =C-VT( 除 非 V 万 和 V 万 两 
者 辟 为 有 理 数 )、 

例 VIII 

(1) 重新 证 明 V2 和 V3 是 不 相似 的 根 式 . 

(2) 证 明 Va 和 V(1fa) 是 相似 的 根 式 (除非 两 者 皆 为 有 理 数 ), 其 中 a 是 有 理 


“(9) 如 果 a 和 5 是 有 再 数 , 那么 Va + V5 不 可 能 是 有 理 数 , 除非 Va 和 Vi 是 
有 理 数 . 同样 的 结论 对 Va -V6 也 成 立 , 除非 a 二 
(4) 如 果 
VA+VB= VC+VD, 
那么 ,或 者 (a)4 =C 且 B=D, 或 者 (6)4=D 且 B=C, 或 者 (c)VA, VB,vG, 
VD 全 都 是 有 理 数 ,或 者 全 都 是 相似 的 根 式 ，| 将 给 定 的 等 式 平方 并 应 用 上 面 的 定 
理 .] 
(5) 无 论 (a + VB)? 还 是 (a - VBja 都 不 可 能 是 有 理 数 , 除非 V6 是 有 理 数 
(6) 证 明 : 如 果 = = p + Va( 其 中 p 和 4 都 是 有 理 数 ), 那么 zm( 其 中 m 是 任意 
一 个 整数 ) 可 以 表示 成 P+ QV 的 形式 , 其 中 P 和 Q 是 有 理 数 例如 


(p+VD) =p +g9+2pVG (p+VD? =p+3pg+ (3p? + q)VG. 
推 证 : 任何 关于 z 的 有 理 系数 多 项 式 (也 即 任 何 形 如 


1 


QoT™ + Q1T™ 十.… 十 an 


的 表达 式 , 其 中 ao,… ,an 均 为 有 理 数 ) 都 可 以 表示 成 已 + QV 的 形式 . 

(7) 如 果 + Vb 是 一 个 有 理 系数 的 代数 方程 的 根 , 其 中 b 不 是 完全 平方 数 , 那 
么 a 一 Vb 是 同一 个 方程 的 另 一 个 根 . 

(8) 将 1/(p+ Va) 表示 成 第 (6) 题 中 指定 的 形式 . [分 子 分 母 用 p - V5 来 乘 . ] 

(9) 从 第 (6) 题 和 第 (8) 题 推 证 : 任何 形 如 G(z)/ 玉 (z) 的 表达 式 (其 中 G(z) 和 
于 (z) 都 是 关于 z 的 有 理 系 数 多 项 式 ) 都 可 以 表示 成 P+ QV 的 形式 , 其 中 已 和 
Q@ 是 有 理 数 . 

(10) 如 果 p,q 和 pp? 一 9 是 正 数 , 那么 我 们 可 以 把 VB 二 V8 表示 成 VE 二 Vy 
的 形式 , 其 中 


-3{or Vm 0}, v=i{p- ve}. 


(11) 确定 可 以 将 Vtp 十 V 可 (其 中 p 和 g 是 有 理 数 ) 表示 成 形式 为 V5+ V5 的 
条 件 , 其 中 z 和 yy 是 有 理 数 . 
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(12) 如 果 a? -5 是正 数 , 那么 


Vat+ Vo)+V(a— vb) 
是 有 理 数 的 一 个 充 要 条 件 是 : o> -5 和 了 {a+ VUG 一 可)} 两 者 都 是 有 理 数 的 平方 
15. 连续 统 


所 有 实数 (有 理 数 和 无 理 数 ) 的 集合 称 为 算术 连续 统 (arithmetical continuum). 

为 方便 起 见 , 假设 第 2 节 中 的 直线 4 是 由 与 算术 连续 统 中 所 有 的 数 所 对 应 的 
点 组 成 的 , 此 外 它 不 再 含有 其 他 的 点 .? 这 样 一 来 , 直线 上 的 点 (它们 组 成 的 集合 可 
以 说 成 是 构成 了 线性 连续 统 (linear continuum)) 就 为 我 们 提供 了 算术 连续 统 的 一 个 
方便 实用 的 映像 . 

我 们 已 经 简要 地 讨论 了 几 类 实数 (例如 有 理 数 以 及 二 次 根 式 ) 的 主要 性 质 . 此 
外 , 我 们 还 要 进一步 增加 几 个 例子 , 以 此 来 指出 这 些 特别 种 类 的 实数 是 如 何 特殊 的 . 
粗略 地 说 , 是 要 指出 它们 仅仅 是 构成 连续 统 的 无 穷 多 种 实数 中 的 非常 小 的 一 部 分 . 


(i) 我 们 来 研究 像 
z= (4+Vi5)+ (4— Vi5) 


这 样 的 一 个 更 为 复杂 的 根 式 表 达 式 . 关于 z 的 这 个 表达 式 有 意义 这 一 假设 的 论证 
如 下 所 述 . 如 同 在 第 12 节 中 那样 , 我 们 首先 来 证 明 存 在 一 个 使 y? = 15 成 立 的 数 
y = V15, 然后 , 就 能 像 在 第 10 节 中 那样 来 定义 数 4+ V15 和 4 一 V15. 现在 考虑 关 
于 zz 的 方程 
好 =4+Vi15. 
这 个 方程 的 右边 不 是 有 理 数 , 但 是 引导 我 们 假设 存在 满足 z3 = 2( 或 者 任何 其 他 
的 有 理 数 ) 的 实数 x 的 同样 的 推理 也 同样 引导 我 们 得 出 结论 : 存在 一 个 数 z1, 使 
得 z3 = 4+ VI5， 从 而 我 们 就 定义 了 za = V4+ V15, 类 似 地 , 可 以 定义 zo = 
3 二 V 再 . 然后 , 如 同 在 第 10 节 中 那样 , 我 们 就 定义 了 z = z1 二 z2. 
容易 验证 
23=3z+8, 
并 且 不 难 对 下 述 结论 给 出 一 个 直接 的 证 明 : 存在 唯一 一 个 数 满足 这 个 方程 . 
首先 , z( 如 果 它 存 在 的 话 ) 必定 是 正 数 . 因为 2 = 《给 出 G3 一 3C 二 8 二 0, 这 
也 就 是 3 - 62 = 8/¢. 但 如 果 ¢ 是 正 数 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 那样 就 会 有 6? < 3, 易 
知 《<2 以 及 8/¢ > 4, 然 而 3 一 C2 < 3, 故 矛盾 . 


@ 这 个 假设 仅仅 是 一 个 被 采纳 的 前 提 条 件 (i) 因为 它 对 于 我 们 的 几何 的 目的 来 说 已 经 足够 了 ; (ii) 还 因 
为 它 为 我 们 提供 了 解析 过 程 的 一 个 方便 实用 的 几何 说 明 。 由 于 我 们 仅仅 为 了 绘图 为 例 这 一 目的 才 使 
用 几何 语言 的 , 研究 几何 基础 不 是 我 们 任务 的 一 部 分 . 
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其 次 , 不 可 能 有 两 个 不 同 的 数 z 和 zo 都 满足 这 个 方程 . 因为 如 果 这 是 可 能 的 ， 
假设 有 
z3 = 3z1+8, 允 =3zz+8. 
那么 am 和 zo 都 是 正 数 , 且 有 并 > 8, 好 > 8, 也 即 有 za > 2, z2 > 2， 而 这 是 不 可 能 
的 , 因为 将 这 两 式 相 减 并 除 以 2 一 zo, 就 得 到 


召 十 Z1z2 十 驶 二 时 


因此 , 至 多 有 一 个 > 使 za = 3z 十 8 成 立 , 而 且 它 不 可 能 是 有 理 数 . 因为 该 方程 的 任 
何 有 理 根 必定 是 整数 , 且 一 定 是 8 的 因子 [ 例 工 第 (3) 题 ], 然而 1, 2, 4, 8 中 没有 一 
个 数 是 它 的 根 . 

现在 我 们 可 以 将 正 有 理 数 zx 按照 za < 3z +8 还 是 z3 > 3z 十 8 分 成 两 个 类 工 
和 R. 如 果 z 属于 尽 , 且 y>z, 则 也 属于 RR, 这 是 因为 y>z>2 且 


-3y— (2 —37)=(y—7)(y+ry+r — 3)>0. 


类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 : 如 果 z 属于 工 且 y <z, 那 么 y 也 属于 工 . 

最 后 , 显而易见 , L 和 R 这 两 个 类 都 存在 , 且 它们 定义 了 满足 该 方程 的 正 有 理 
数 或 者 正 实数 z 的 一 个 分 割 . 

知道 如 何 用 Cardan 的 方法 来 求解 三 次 方程 的 读者 可 以 直接 从 该 方程 得 出 > 
的 显 式 表达 式 . 

(i) 上 面 用 于 方程 x3 = 3z + 8 的 直接 论证 的 方法 可 以 应 用 (尽管 这 一 应 用 可 
能 会 有 一 些 困 难 ) 到 方程 

2z5 一 7 十 16 


上 去 , 这 将 会 引导 我 们 得 出 这 样 的 结论 : 存在 唯一 一 个 满足 此 方程 的 正 实数 . 然而 ， 
在 这 种 情形 下 不 可 能 用 根 式 的 任何 组 合 对 z 得 到 一 个 简单 的 显 式 表达 式 . 确实 我 
们 已 经 知道 (尽管 其 证 明 很 困难 ): 一 般 说 来 不 可 能 对 于 高 于 4 次 的 方程 的 根 求 得 
这 样 的 表达 式 . 于 是 , 除了 可 以 用 纯 的 或 者 混合 的 二 次 根 式 、 或 者 用 其 他 的 根 式 以 
及 这 些 根 式 的 组 合 来 表示 的 无 理 数 以 外 , 还 存在 另外 一 些 无 理 数 , 它们 是 代数 方程 
的 根 , 但 却 不 能 用 这 样 的 方式 加 以 表示 . 仅仅 在 非常 特殊 的 情形 下 对 这 种 无 理 数 才 
可 能 找到 这 样 的 表达 式 . 

(ii) 但 是 , 即便 已 经 把 ( 像 zs = z+16 这 样 的 ) 方程 的 无 理 根 (这 种 根 不 可 能 有 
明显 的 根 式 表达 式 ) 添加 到 我 们 的 数 的 名 单 之 中 , 我 们 也 并 没有 将 连续 统 中 所 含有 
的 各 种 不 同 种 类 的 无 理 数 都 一 一 列 数 殖 尽 . 让 我 们 来 画 一 个 圆 , 其 直径 等 于 Ao4i， 
也 即 等 于 1， 自 然 会 假设 ”: 这 个 圆 的 圆周 有 可 以 用 数 来 度量 的 长 度 . 这 个 长 度 通 

轩 见 Hobson 的 Plane trigonometry 一 书 第 5 版 第 7 页 及 其 后 诸 页 . 
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常用 x 来 表示 ; 已 经 证 明了 9 (尽管 这 一 证 明 再 次 是 困难 的 ): 数 x 不 是 任何 形 如 比 
方 说 
T2 一 mi， ns = Nn, T5 一 开 十 了 


的 整 系数 代数 方程 的 根 , 其 中 n 是 一 个 整数 . 按照 这 种 方式 , 有 可 能 定义 一 个 不 是 
有 理 数 、 也 不 属于 到 目前 为 止 我 们 所 研究 过 的 任何 一 类 无 理 数 的 数 . 这 个 数 x 并 
不 是 一 个 孤立 的 或 者 例外 的 情形 .只 有 特殊 类 型 的 无 理 数 才 是 这 样 的 代数 方程 的 
根 ; 而 且 也 只 有 更 加 特殊 的 一 类 数 才能 用 根 式 表示 . 


16. 连续 的 实 变量 


可 以 从 两 个 观点 来 看 “实数 "我们 可 以 把 它们 看 成 一 个 总 体 , 此 即 在 上 一 节 中 
定义 的 “算术 连续 统 ", 或 者 把 实数 看 成 一 个 个 的 个 体 . 当 我 们 把 它们 当 作 单个 的 个 
体 看 待 时 , 既 可 以 考虑 一 个 特别 指定 的 数 ( 如 1, ,V5 或 者 x 那样 的 数 ) 也 可 
以 考虑 任意 一 个 数 , 一 个 未 曾 指定 的 数 , 也 即 数 > 当 我 们 作出 像 “z 是 一 个 数 " 
是 一 个 长 度 的 度量 " 、“z 可 以 是 有 理 数 或 者 无 理 数 * 这 样 的 论断 时 , 我 们 采用 的 就 
是 上 面 最 后 那 种 观点 . 在 这 样 的 一 些 命题 中 出 现 的 z 称 为 连续 的 实 变量 (continuous 
real variable): 而 每 个 单个 的 数 则 称 作 是 该 变量 的 值 (value). 
然而 , 一 个 “变量 " 不 必 一 定 是 连续 的 . 我 们 也 可 以 不 考虑 所 有 实数 作成 的 集 
合 , 而 代 之 以 考虑 包含 在 上 面 这 个 集合 中 的 某 个 部 分 集合 , 例如 有 理 数 的 集合 ， 
者 正 整 数 的 集合 . 我 们 来 考虑 后 面 这 种 情形 , 在 与 任何 一 个 正 整 数 或 者 说 与 一 个 未 
曾 指定 的 正 整 数 有 关 的 命题 中 , 例如 在 像 “n 或 者 是 奇数 , 或 者 是 偶数 这样 的 合 
题 中 , n 称 为 变量 , 一 个 正 整 数 变量 (positive integral variable), 而 每 个 单个 的 正 整 
数 则 是 它 的 值 . 

当然 , “zr 和 ww 仅仅 是 变量 的 例子 , 它们 的 “变化 范围 ”由 所 有 实数 以 及 由 
正 整 数 所 构成 .这些 是 最 重要 的 例子 , 不 过 我 们 常常 还 需要 考虑 其 他 的 情形 .比方 
说 在 十 进 制 小 数 的 理论 中 , 我 们 可 以 用 z 来 表示 一 个 数 的 十 进 制 小 数 表示 法 中 的 
任何 一 位 数字 . 此 时 z 是 一 个 变量 , 但 它 仅仅 有 10 个 不 同 的 值 , 也 即 取 0, 1, 2, 3， 
4, 5, 6, 7, 8, 9 这 十 个 数 . 我 们 可 以 简略 地 说 成 : 我 们 所 要 关心 的 变量 是 整数 类 的 以 
及 实数 类 的 变量 , 而 变量 的 值 则 是 这 些 数 类 中 的 元 素 . 


17. 实数 的 分 割 


在 第 4 节 到 第 7 节 中 我 们 研究 了 有 理 数 的 “分 割 ", 也 就 是 将 有 理 数 (或 者 只 
将 正 有 理 数 ) 分 成 两 个 类 工 和 R 的 一 种 模式 , 这 两 个 类 有 以 下 特征 : 
(GD 所 考虑 的 类 型 中 的 每 一 个 数 都 属于 且 仅 属于 这 两 个 类 中 的 一 个 类 ; 


名 见 Hobson 上 述 著作 第 305 页 及 其 后 诸 页 , 或 者 参见 同一 作者 的 Squaring the circle( 剑 桥 , 1913 
年 ) 一 书 . 
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(i) 这 两 个 类 都 存在 ; 

(ii) 类 工 中 的 每 个 元 素 都 小 于 类 R 中 的 任何 一 个 元 素 . 

显然 有 可 能 将 同样 的 思想 应 用 到 所 有 实数 组 成 的 集合 中 去 , 如 同 读者 在 以 后 诸 
章节 中 会 看 到 的 那样 , 这 个 方法 有 特别 的 重要 性 . 

接 下 来 我 们 假设 "” P 和 Q 是 两 个 相互 排斥 的 性 质 , 每 个 实数 都 应 具有 其 中 的 
一 个 性 质 . 此 外 我 们 还 假设 任何 一 个 具有 性 质 P 的 数 都 小 于 任何 一 个 具有 性 质 @ 
的 数 . 我 们 称 具有 性 质 P 的 数 作成 下 类 或 者 左 类 L, 而 称 具 有 性 质 @ 的 那些 数 作 
成 上 类 或 者 右 类 RR. 

例如 也 可 以 是 z < V3 而 Q 可 以 是 z > V5. 重要 的 是 要 注意 : 足以 定义 有 理 数 的 一 个 
分 割 的 一 对 性 质 不 一 定 能 定义 实数 的 一 个 分 割 . 例如 ，“z < V2 和 “z > V2 或 者 (如 果 我 
们 仅 限于 讨论 正 数 的 话 )“z? < 2” 和 “z? > 2” 就 都 是 这 样 一 对 性 质 的 例子 ， 每 个 有 理 数 都 具 
有 这 两 对 性 质 中 的 某 个 性 质 , 但 并 非 每 个 实数 也 都 能 这 样 , 例如 在 每 一 情形 V3 都 不 属于 任何 
一 个 分 类 . 

现在 有 两 种 可 能 性 .” 要么 L 有 一 个 最 大 的 元 素 ,要么 R 有 一 个 最 小 的 元 素 
7. 这 两 种 情形 不 可 能 同时 出 现 . 因为 如 果 二 有 一 个 最 大 的 元 素 /, 且 R 有 一 个 最 
小 的 元 素 7, 那么 数 a(! 二 7) 就 会 大 于 工 中 的 所 有 元 素 , 且 小 于 R 中 的 所 有 元 素 ， 
因而 它 不 属于 任何 一 个 类 . 但 是 另 一 方面 , 这 两 种 情形 中 必 有 一 种 情形 出 现 .” 

这 是 因为 , 假设 Ci 和 尼 表示 从 志和 RR 中 仅仅 取出 有 理 数 所 构成 的 类 , 那么 
类 Li 和 Ri 就 构成 有 理 数 的 一 个 分 割 . 现在 需要 区 分 两 种 情形 . 

有 可 能 出 现 L 有 最 大 元 a 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , a 必定 也 是 L 的 最 大 元 . 
因为 如 若 不 然 的 话 , 我 们 就 能 找到 一 个 更 大 的 数 , 比方 说 就 是 8. 在 a 与 8 之 间 有 
有 理 数 存在 , 且 那 些小 于 6 的 数 都 属于 L, 于 是 也 都 属于 Li, 这 显然 是 个 矛盾 . 所 
以 a 是 工 的 最 大 元 . 

另 一 方面 , 有 可 能 Li 没有 最 大 元 . 在 此 情形 , 由 Li 和 Ri 所 构成 的 有 理 数 的 
分 割 就 是 一 个 实数 a. 这 个 数 a 必定 属于 工 , 或 者 属于 R. 如 果 它 属于 工 , 我 们 就 
能 与 以 前 完全 一 样 证 明 它 就 是 工 的 最 大 元 ; 类 似 地 , 如 果 它 属于 R, 它 也 就 是 五 的 
最 小 元 . 

于 是 在 任何 情形 下 , 要 么 L 有 最 大 元 , 要 么 R 有 最 小 元 . 从 而 实数 的 任何 分 割 
都 在 如 下 的 意义 下 与 一 个 实数 相 “ 对 应 ”: 有 理 数 的 分 割 有 时 (但 并 不 总 是 ) 与 一 个 
有 理 数 相对 应 . 这 个 结论 是 非常 重要 的 , 因为 它 表 明了 : 考虑 所 有 实数 的 分 割 并 不 

外 接 下 来 的 讨论 在 许多 方面 都 与 第 6 节 中 的 相似 .我们 不 打算 回避 一 定 程度 的 重复 . “分割 ”的 思想 首 


先 在 Dedekind 的 著名 的 小 册子 Stetigkei 计 und irrationale Zahlen 中 出 现 , 这 是 本 书 的 每 一 位 读 
者 , 即便 是 倾向 于 略 去 第 6 节 到 第 12 节 中 所 包含 的 有 关 无 理 数 的 记号 的 讨论 的 读者 都 必须 掌握 的 


思想 . 
加 在 第 6 节 中 有 三 种 可 能 性 . 
图 这 与 第 6 节 中 的 情形 不 同 . 
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能 对 于 我 们 有 关 数 的 想法 产生 出 任何 进一步 的 推广 . 从 有 理 数 出 发 , 我 们 曾经 发 现 
有 理 数 的 分 割 将 我 们 引导 到 数 的 一 个 新 的 概念 一 一 比 有 理 数 的 概念 更 加 一 般 的 实 
数 的 概念 ， 人 们 或 许 会 期 待 实数 分 割 的 思想 会 将 我 们 引导 到 数 的 更 加 一 般 性 的 概 
念 . 上 面 的 讨论 表明 事实 并 非 如 此 . 实际 上 实数 的 集合 , 或 者 说 连续 统 有 一 种 有 理 
数 集 合 所 缺乏 的 完全 性 , 这 种 完全 性 可 以 用 数学 的 语言 表达 成 : 连续 统 是 封闭 的 . 

我 们 刚刚 证 明 的 结果 可 以 表述 如 下 . 

Dedekind 定理 ”如 果实 数 按照 下 属 方式 分 成 两 个 类 工 和 已: 

(i) 每 一 个 数 都 属于 这 两 个 类 中 的 某 一 个 类 ; 

(i) 每 个 类 都 至 少 含有 一 个 数 ; 

(这 ) 类 元 中 的 每 个 元 素 都 小 于 类 瓦 中 的 任何 一 个 元 素 ， 
那么 就 有 一 个 数 a 存在 , 它 具 有 如 下 性 质 : 所 有 小 于 它 的 数 都 属于 二 , 而 所 有 大 于 
它 的 数 都 属于 RR. 数 a 本 身 则 可 以 属于 其 中 任何 一 个 类 . 

在 应 用 中 我 们 经 常 要 考虑 的 并 非 是 对 所 有 的 数 作成 的 分 割 , 而 是 对 包含 在 某 个 区 间 (inter- 
val)(B,Y) 中 的 所 有 数 作成 的 分 割 , 也 就 是 对 满足 8 < z < ?7 的 所 有 的 数 z 作成 的 分 割 . 一 个 
由 这 样 的 数 作成 的 “分 割 ” 当 然 把 这 些 数 分 成 了 具有 性 质 (i), (i) 和 ( 霹 ) 的 两 个 类 . 这 样 一 个 
分 割 可 以 通过 将 所 有 小 于 6 的 数 添加 到 元 中 以 及 将 所 有 大 于 x 的 数 添加 到 R 中 来 作成 对 所 
有 的 数 的 一 个 分 割 . 显然 , 如 果 我 们 用 “区 和 间 (B,7) 中 的 实数 " 来 代替 “实数 ” 的话, Dedekind 
定理 中 所 陈述 的 结论 仍然 成 立 , 且 在 此 情形 下 数 a 满足 不 等 式 6 < a < 7. 

18. 极限 点 

一 组 实数 , 或 者 说 直线 上 与 这 组 实数 相对 应 的 一 组 点 , 无 论 是 以 何 种 方式 来 定 
义 的 , 都 称 为 一 个 集合 (aggregate), 或 者 称 为 数 集 (set) 或 点 集 . 例如 , 所 有 正 整 数 
的 集合 或 者 所 有 有 理 点 的 集合 . 

这 里 最 方便 的 是 使 用 几何 的 语言 .” 接 下 来 假设 给 定 一 组 点 , 我 们 记 之 为 5. 任 
取 一 个 点 &, 它 可 以 属于 5, 也 可 以 不 属于 5S. 这 样 就 有 两 种 可 能 性 . 或 者 (i) 有 可 
能 选取 到 一 个 正 数 5, 使 得 区 间 (5 一 6, +65) 中 不 包含 5 中 任何 异 于 € 的 点 。 或 
者 (it) 这 是 不 可 能 的 . 

例如 , 假设 5 由 与 正 整数 对 应 的 所 有 的 点 组 成 . 如 果 本 身 也 是 一 个 正 整 数 ， 
我 们 就 可 以 取 6 是 任何 一 个 小 于 1 的 数 , 此 时 (i) 为 真 ; 或 者 如 果 上 是 两 个 正 整数 
之 间 的 中 间 数 , 我 们 就 可 以 取 5 是 任何 一 个 小 于 的 数 . 另 一 方面 , 如 果 5 由 所 有 
的 有 理 点 组 成 , 那么 无 论 5 取 什 么 样 的 值 , 对 于 任何 一 个 只 要 是 包含 无 穷 多 个 有 理 
点 的 区 间 , 都 有 (ii) 成 立 . 

让 我 们 假设 (这 为 真 . 那么 任何 区 间 (上 - 5 二 5), 无 论 它 的 长 度 如 何 小 , 它 


外 几乎 不 需要 提醒 读者 的 是 : 这 种 方法 仅仅 是 为 了 语言 方便 这 一 目的 而 采用 的 . 
@ 当然 , 如 果 & 本 身 并 不 属于 5, 那么 这 人 句 话 就 是 不 必要 的 了 . 
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都 包含 属于 5 且 异 于 & 的 至 少 一 个 点 &; 且 无 论 是 否 是 8 的 元 素 , 此 结论 皆 成 
立 , 在 这 种 情形 下 , 我 们 就 称 上 是 5 的 一 个 极限 点 (point of accumulation)， 容易 
看 出 , 区 间 (€ - 5.6 + 6) 不 仅仅 含有 5 的 一 个 点 , 而 是 必定 包含 5 的 无 穷 多 个 点 . 
这 是 因为 , 当 我 们 确定 了 的 时 候 , 我 们 可 以 选取 一 个 环绕 且 不 包含 & 的 区 间 
(€ 一 61,€ 十 抽 ). 但 是 这 个 区 间 也 必定 包含 属于 5 且 异 于 & 的 一 个 点 , 比方 说 就 是 
&2. 显然 我 们 可 以 用 &2 来 替代 &1, 并 重复 这 一 方法 , 如 此 以 至 无 穷 . 用 这 样 的 方法 
我 们 就 可 以 得 到 我 们 想 要 的 任意 多 个 点 


El52,5a… 


它们 全 都 属于 5, 且 所 有 的 点 都 在 区 间 (& 一 6,& +6) 内 部 . 

5 的 一 个 极限 点 本 身 可 以 是 S 的 一 个 点 , 也 可 以 不 是 5 的 点 . 下 面 的 例子 描 
述 了 各 种 可 能 的 情形 . 

例 IX 

(1) 如 果 5 由 与 正 整 数 所 对 应 的 点 组 成 , 或 者 由 与 所 有 整数 所 对 应 的 点 组 成 ， 
则 它 没有 极限 点 . 

(2) 如 果 5 下 所 有 的 有 弄 襄 组 城 那么 直线 上 的 每 个 点 都 是 它 的 极限 点 . 

(3) 如 果 5 由 点 1， 全 了 . 组 成 , 那么 它 只 有 一 个 极限 点 , 也 就 是 原点 . 


(4) 如 果 5 由 所 有 的 正 有 理 点 组 成 , 那么 它 的 极限 点 就 是 原点 以 及 直线 上 所 有 
正 的 点 . 
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点 集 的 一 般 理论 在 分 析 的 较为 高 深 的 分 支 中 具有 特殊 的 意义 和 重要 性 , 但 是 它 
的 大 部 分 内 容 对 于 本 书 来 说 过 于 艰深 . 然而 通过 Dedekind 定理 容易 推出 一 个 定理 ， 
我 们 以 后 将 会 用 到 此 定理 . 
定理 ”如 果 集合 5 包含 无 穷 多 个 点 , 且 它 完 全 包含 在 某 个 区 间 (QB) 的 内 部 ， 
区 间 中 至 少 存在 一 个 点 是 3 的 极限 点 . 
我 们 把 直线 4 上 的 点 按照 下 述 方法 分 成 两 类 ， 如 果 在 某 个 点 P 的 右边 有 5 
中 的 无 穷 多 个 点 , 则 点 P 属于 二 ,而 在 相反 的 情形 已 属于 R?. 于 是 显然 可 见 ， 
Dedekind 定理 中 的 条 件 (i) 和 条 件 (iii) 是 满足 的 ; 又 因为 a 属于 L, 且 8 属于 RR， 
从 而 条 件 (ii) 也 满足 . 
因此 存在 这 样 一 个 点 &, 不 论 5 多 么 小 ,5 一 5 都 属于 工 , 且 5+5 属于 RR, 从 而 
区 间 (6 一 4 二 5) 中 包含 5 中 无 穷 多 个 点 . 于 是 就 是 5 的 一 个 极限 点 . 
这 个 点 当然 有 可 能 与 a 或 8 重合 , 例如 当 a = 0, 6 = 1, 且 5 由 1,5,5,… 组 成 时 . 在 
此 情形 下 , 0 是 仅 有 的 极限 点 . 在 第 71 节 中 给 出 了 另外 一 个 证 明 . 
@ 原 书 此 处 [参见 原 书 英文 版 第 32 页 第 8 行 ] 误 为 “在 相反 的 情形 P 属于 P”. 一 一 译 者 注 
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第 1 章 杂 例 


1. az 十 by 十 cz = 0(1) 对 所 有 的 z,y,z 的 值 ; (2) 对 满足 az 十 By+7z=0 的 
所 有 的 z,y,z 的 值 ; (3) 对 满足 az + By 二 yz 二 0 和 Az + By 二 Cz 二 0 这 两 者 的 
TY 的 所 有 的 值 , 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

2. 任何 正 有 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 


a2 a3 Qk 
和 


的 形式 , 其 中 a1,a2,… ,ak 是 整数 , 且 


0ga, 0gaz<2, 0gas<3, :.., 0<axr<k. 


3. 任何 正 有 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 简单 连 分 数 


Le 1 L 
aa2 十 a3 十 …: 十 on， 


Ql 十 
其 中 a1,a2,… ,ak 是 整数 , 且 
G1>0, a2>0, ::, an-1>0, an>1. 


[有 关连 分 数 的 理论 可 以 在 代数 教科 书 或 者 Hardy 与 Wright 合 著 的 An introduction 
to the theory of numbers 一 书 第 10 章 中 找到 . ] 

4. 求 gz3 一 6z? 十 15z 一 10=0 的 有 理 根 (如 果 存 在 的 话 ). 

5. 一 条 线段 AB 在 点 C 作 黄 金 分 割 (Euclid 的 《几何 原本 》 第 II 卷 第 11 节 )， 
也 即 有 4B. 4C = BC?. 证 明 比 值 4CV4 是 无 理 数 . 
[一 个 直接 的 几何 证 明 可 以 在 Bromwich 的 Infinite series 一 书 第 2 版 第 136 节 第 
400 页 中 找到 . ] 

6. 4 是 无 理 数 . 在 何 种 条 件 下 4 十 是 有 理 数 , 其 中 wb cd 是 有 理 数 ? 

7. 某 些 初等 不 等 式 . 接 下 来 我 们 用 a1,a2,… 表示 正 数 (包括 零 ), 用 p,q,.… 表 
示 正 整数 . 由 于 af -a8 和 a 一 a8 有 同样 的 符号 , 故而 我 们 有 (a? 一 a8)(a? 一 og) > 0， 
也 即 有 


a8+9 + agt? > aag 十 aga8， (1) 
这 个 不 等 式 可 以 表述 成 如 下 形式 


a8+9 十 a8+9 a +as\ fag + 地 
1 > (对 a (9 外. (2) 


2 
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重复 应 用 这 个 公式 我 们 得 到 


tetrt gtr a?+as\ /al+ad\ /alt+as 
> (3) 


2 2 2 2 
特别 地 , 有 


2 
在 (1) 中 当 p=q=1 时 , 或 者 在 (4) 中 当 p==2 时 , 所 得 到 的 不 等 式 只 不 过 是 不 等 
式 of +3 > 2a102 的 不 同 的 形式 , 这 个 不 等 式 表 明 : 两 个 正 数 的 算术 平均 不 小 于 
它们 的 几何 平均 . 
8. 对 个 数 的 推广 如 果 我 们 对 于 个 数 a1,02,… ,an 写 出 3n(n 一 1) 个 形 
如 (1) 的 不 等 式 , 并 将 所 得 结果 相 加 , 我 们 就 得 到 不 等 式 


p p 卫 
十 02 > (2 ee) 3 (4) 


nD ant > Doar Sas, (8) 
也 就 是 , ; 
:ev> (tT) (Te). (6) 
于 是 , 我 们 可 以 从 中 导出 (3) 的 一 个 显然 的 推广 , 读者 自己 可 以 对 此 予以 总 结 , 特别 
地 可 以 得 到 不 等 式 
:Ze> (tT). 0 
n n 


9. 关于 算术 平均 和 几何 平均 定理 的 一 般 形式 . 一 个 稍微 有 所 不 同 的 不 等 式 断 
言 : a1,02,… ,an 的 算术 平均 不 小 于 它们 的 几何 平均 . 假设 a. 和 os 是 诸 数 ai 中 
最 大 和 最 小 的 数 (如 果 其 中 有 若干 个 最 大 的 或 者 有 若干 个 最 小 的 数 , 我 们 可 以 随意 
任 取 其 中 之 一 ), 设 G 是 它们 的 几何 平均 . 我 们 可 以 假设 G > 0, 这 是 因为 当 G =0 
时 结论 的 正确 性 是 显然 的 . 现在 如 果 我 们 用 


1 


a =G, a = aras/G 
来 代替 or 和 a。, 则 几何 平均 的 数值 不 发 生 改变 ; 然而 由 于 
ota ar—as = (ar— Gas —G)/G<O0, 


从 而 我 们 可 以 肯定 诸 数 的 算术 平均 没有 增加 . 

显然 , 我 们 可 以 重复 这 个 推理 方法 , 直到 用 G 代替 了 a1,a2,… ,an 中 的 每 一 
个 数 为 止 ; 这 至 多 只 需 重复 n 次 . 由 于 算术 平均 的 最 终 值 是 G, 所 以 算术 平均 的 起 
始 值 不 可 能 比 G 小 . 
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10. Cauchy 不 等 式 .假设 a1,02,… ,an 和 记 ,5,:… ,bn 是 两 组 正 数 或 者 负 
数 . 容易 验证 恒等式 
(Dr) = TTR- Db -ab 
其 中 > 和 取 值 1,2,… ,n. 由 此 推出 
(Bet) < DED 
11. 如 果 a1,42,… ,an 都 是 正 数 , 则 有 
D2 


12. 如 果 a,b,c 是 正 数 , 且 a +5 十 c= 1, 那么 


1 1 1 
人 3 1) G 一 1) 人 1) >8. (Math.Trip.1932) 


13. 如 果 a 和 6b 是 正 数 , 且 a+b=1, 那么 


EN TN 
和 = i 
(«+2) + (+ > 到 (Math.Trip.1926) 
14. 如 果 a1,a2,… ,an 都 是 正 数 , 且 s, = al + az 十 … 十 an, 那么 
2 nn 
(Io) +o) (ltan) <1+ sn+ 串 十 … 十 加 (Math.Trip.1909) 


15. 如 果 a1,a2,… ,an 和 如,b2,… ,bn 是 两 组 正 数 , 按照 从 大 到 小 的 次 序 排列 ， 
那么 


(a1+az+ :+an)(bi + b+. + bn) 和 mn(aib + a2bz + + anbn). 


16. 如 果 a,b,c,… ,k 和 4, B,C,… ,K 是 两 组 数 , 且 第 一 组 全 是 正 数 , 那么 
aA+bB+..…+kK 
位 于 4,B,… ,KK 的 代数 最 小 值 和 代数 最 大 值 之 间 . 

[第 7 题 到 第 16 题 多 数 都 是 在 Hardy, Littlewood 以 及 P6lya 合 著 的 Inequali- 
ties(Cambridge, 1934) 一 书 中 系统 讨论 过 的 熟知 的 一 般 性 定理 的 很 特殊 的 情形 . 也 
见 本 书 第 4 章 第 74 节 以 及 附录 1. ] 

17. 如 果 v 和 Va 是 不 相似 的 根 式 ; 是 a + by5 +cYa+dVlpq) = 0, 其 中 
a,b,c,d 是 有 理 数 , 那么 a = 0,6b= 0,c=0,d= 0. 
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[将 \ 万 表示 成 M + NV 的 形式 , 其 中 M 和 N 是 有 理 数 , 再 应 用 第 14 节 中 
的 定理 . ] 

18. 证 明 , 如 果 aV3 十 bV3+cV5 = 0, 其 中 a,b,c 是 有 理 数 , 那么 a = 0,b = 
0,c=0. 

19. 任何 关于 V5 和 Va 的 有 理 系 数 的 多 项 式 (也 就 是 有 限 多 个 形 如 A( VP)™(V9)” 
的 项 的 和 , 其 中 m 入 n 是 整数 , 4 是 有 理 数 . ) 都 能 表示 成 


a+bVp+cvVa+dv (pq) 


的 形式 , 其 中 a,b,c,d 是 有 理 数 
20. 将 2 十 evE + cv (其 中 ut 等 均 为 有 理 数 ) 表示 成 


dt+eyp+fVi 
A+BYB+CVI+DV(pg) 
的 形式 , 其 中 4, B,C,D 均 为 有 理 数 . 
[显然 
atbYP+eVa _ (ot+bVB+evd) (d+evp—fVa) _ a+PYD+7Vat dV(pg) 
d+eyB+fVI (d+evp)” — f2g E+CVP , 


其 中 a,B 等 均 为 有 理 数 ， 它 们 很 容易 求 出 来 ， 现在 通过 对 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 
。 一 CV5 就 能 很 容易 地 完成 这 个 化 简 . 例如 , 证 明 


1 ne 1 
IRA + 2 
21. 如 果 a,b,z,y 是 满足 

(ay— br)*+4(a—z)(b—y)=0 


的 有 理 数 , 那么 , 要 么 (i)z = ay = b, 要 么 (ii)1 -ab 和 1 -- zy 都 是 有 理 数 的 平方 . 
(Math. Trip.1903) 
22. 如 果 由 


az2 十 2hzgy 十 bg2 一 1，a'z2 十 2hzy 十 by2 = 1 
给 出 的 zx 和 yy 的 所 有 的 值 (a,h,5,a',h,W 是 有 理 数 ) 都 是 有 理 数 , 那么 
全 一 有 2 一 (a 一 ao 他 一 交 ， (ob — a'b)?+4(ah’ — a'h)(bh’ — bh) 


两 者 都 是 有 理 数 的 平方 . (Math. Trip.1899) 
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23. 证 明 V2 和 V3 都 是 V3+ V3 的 带 有 有 理 系数 的 三 次 函数 , 且 V2 一 V6+3 
是 V3+ V3 的 两 个 线性 函数 的 比值 . (Math. Trip.1905) 
24. 证 明 : 当 2m? >a>m? 时 


{e+ 2mVem)} + V {oe -2mVa 5} 


等 于 2m, 而 当 a > 2m? 时 它 等 于 2V(a 一 m2). 
25. 证 明 : 任何 关于 W2 的 有 理 系 数 多 项 式 都 可 以 表示 成 


at+hYa+ceYd 


的 形式 , 其 中 a,b,c 是 有 理 数 . 
更 一 般 地 , 如 果 p 是 一 个 有 理 数 , 则 任何 关于 *y5 的 有 理 系数 多 项 式 都 可 以 表 
示 成 


ao 十 ala 十 aaa2 十.… 十 am_liam-1 
的 形式 , 其 中 ao,a1,… 是 有 理 数 , 且 a = yp. 因为 任何 这 样 的 多 项 式 都 有 
加 十 ia 十 ba2 十 … 十 了 Kak 


的 形式 , 其 中 诸 bi 均 为 有 理 数 . 如 果 大 < m 一 1, 这 就 已 经 是 所 要 求 的 形状 了 . 如 果 
> m 一 1, 设 a7 是 a 的 任何 一 个 高 于 m -1 次 的 备 . 那么 就 有 7 = Am + s, 其 中 
入 是 一 个 整数 , 而 0 < s < m 一 1; 从 而 or = axm+s = pAas， 因而 我 们 可 以 消除 掉 
a 的 所 有 高 于 m -1 次 的 宕 . 

26. 将 ( 没 一 1)5 和 ( 沪 一 1)/( 训 +1) 表示 成 


at+byY2+cYd 


的 形式 , 其 中 a,b,c 是 有 理 数 . [在 第 二 个 表达 式 中 , 用 4 一汽 十 1 乘 以 分 子 和 分 
母 . ] 
27. 如 果 
a+bY2+cYy4=0, 


其 中 a,b,c 是 有 理 数 , 那么 a = 0,5= 0c= 0. 
[ 令 y= 沾 , 则 只 = 2, 且 有 


cy +by+a=0. 
于 是 2cy? + 2by + ay3 = 0, 这 也 就 是 


ay? +2cy + 2b=0. 
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用 a 和 ce 乘 这 两 个 二 次 方程 并 相 减 , 我 们 得 到 (ab - 2ca)y + oz 一 2bc = 0, 也 即 
y = -(a2 - 2bcj/(ob - 2c?), 这 是 一 个 有 理 数 , 但 这 是 不 可 能 的 . 仅 有 的 选择 只 能 是 
ab — 2c2 = 0, a? — 2bc = 0. 

因此 有 ab = 2c?, ad = 4b?c?2. 如 果 a 和 b 都 不 是 零 , 我 们 可 以 用 第 一 式 来 除 第 
二 式 , 这 给 出 a? = 2b3, 但 这 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 V3 不 可 能 与 有 理 数 a/b 相等 . 
从 而 有 ab = 0, c = 0, 由 此 从 原来 的 方程 推出 a,b 和 < 都 是 零 . 

作为 一 个 推论 , 如 果 a 二 bYV2+cY4= d+e 浊 +f34, 那么 就 有 a=d,b=e， 
c=f. 
更 一 般 地 可 以 证 明 , 如 果 


ao + apl™ + + am-ip™ W/m =0, 


这 里 p 不 是 一 个 完全 mm 次 寡 , 那么 就 有 ao = al = … = am-1 = 0, 但 它 的 证 明 并 
不 简单 . ] 

28. 如 果 4 十 YB=C+VD, 那么 ,要么 有 4=C,B=D, 要 么 B 和 D 都 是 
有 理 数 的 立方 . 


29. 如 果 汉 十 汪 B+ CO =0, 那么 , 要 么 4, B,C 中 有 一 个 数 为 零 , 其 余 两 数 
大 小 相等 且 有 相反 的 符号 , 要 么 A, VB, VC 都 是 同一 个 根 式 WX 的 有 理 倍数 . 
30. 求 有 理 数 a, 8, 使 有 


VT+5V3) =a+pBV2. 


31. 如 果 (a 一 怒 )b > 0, 那么 
3 3 
9b3 十 一 中 953 十 一 妇 
df ( 气 )}: \{- 3 (号 )} 
是 有 理 数 . [三 次 根 式 中 的 每 一 个 数 都 有 
3 
{ere ( 竺 )} 


的 形式 , 其 中 a 和 8 是 有 理 数 . ] 
32. 证 明 


(6-4) =1 (+ V0- V5), 
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|/3+2%5 _ V5+1 
3-2V5/ -1 


33. 如 果 a = Wb, 那么 关于 a 的 任何 多 项 式 都 是 一 个 具有 有 理 系数 的 n 次 方 
程 的 根 . 
[我 们 可 以 将 该 多 项 式 (比方 说 是 zx) 表示 成 


T= 二 ma+t ra) 
的 形式 , 如 在 第 25 题 中 那样 , 其 中 的 11,m,… 是 有 理 数 . 
类 似 地 , 有 


7T2=12+m2a+ .+raa"D), 


T=hn+mna+ .+rna("-)). 
从 而 Liz + L2z? + :+ Lnr" = A, 
其 中 A 是 行列 式 
hl m Tl 
ly ma … rr 
lx" Yi 


Tn 
且 DZa，…' 是 ,12,… 的 代数 余子 式 ] 
34. 将 这 个 程序 用 到 z = 了 + Va 上 去 , 并 导出 第 14 节 中 的 定理 . 
35. 证 明 y = a 十 bp!/3 + cp2/3 满足 方程 
妇 一 3ay2 + 3y(a2 — bep) 一 a3 — bp— cp? + 3abcp = 0. 
36. 代数 数 . 我 们 已 经 看 到 , 某 些 无 理 数 (例如 V3) 是 形 如 
aozn" 十 alzn -1 十 .十 om =0 
的 方程 的 根 , 其 中 ao, a1,… ,an 是 整数 . 这 样 的 无 理 数 称 为 代数 数 (algebraic num- 
ber): 所 有 其 他 的 无 理 数 (例如 第 15 节 中 的 zt) 称 为 超越 数 (transcendental number). 
37. 如 果 z 和 y 是 代数 数 , 那么 = 十 zy 和 zy 以 及 zj/yly 关 0) 都 是 代数 
数 . 


[这 里 需要 一 点 代数 知识 . 我 们 必须 用 到 下 面 的 定理 : 方程 
0) 


ZIT pT™ lpr™m 2 — .+pm=0 
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的 根 的 初等 对 称 函数 并 rr, 并 rrzs,… 是 ph pa,…, 且 关于 zi,za,… 的 任何 整 系 
数 对 称 多 项 式 ( 见 第 23 节 和 第 31 节 ), 也 是 关于 p1,p2,… 的 整 系数 多 项 式 . 
我 们 可 以 把 z 和 y 所 满足 的 方程 记 为 (1) 以 及 
(2) gy 1+gy" 2—… 土 gn =0, 
其 中 pi,pz,… 和 q1,q2,… 是 有 理 数 .我 们 假设 (1) 和 (2) 的 根 是 z1,z2,… 和 
2 而 > 和 yy 则 是 z1 和 妇 , 并 构 作 乘积 


P(z)= I[ I (:- zw), 
h=1 k=1 

此 乘积 经 过 六 和 上 大 的 mn 对 数值 . 这 样 P(z) 就 是 关于 z 的 mn 次 多 项 式 , 而 它 的 
系数 则 是 关于 诸 zh 以 及 诸 yr 的 整 系数 对 称 多 项 式 . 由 此 推出 , P(z) 的 系数 是 关 
于 pi,p2,… ,gg 的 整 系数 多 项 式 . 而 P(z) = 0 是 一 个 有 有 理 系数 的 man 次 
方程 , 它 的 一 个 根 就 是 z +y. 

z -yy 和 zy 的 证 明 与 此 类 似 ， 如 果 y 关 0 且 此 时 我 们 可 以 假设 ww 关 0, 则 
z 二 1/y 满足 


nl 


zr 二 rz 一.… 土 rn = 0， 


其 中 mm = mm-i/on ra = gn-2/gqn,…. 从 而 z 是 代数 数 , 于 是 z/y = zz 是 代数 数 . 
特别 地 , 如 果 上 是 有 理 数 , 则 = 十 上 和 kz 都 是 代数 数 . ] 
38, 如 果 Zm 十 alzm-1 十 a2zm-2 十,… 十 am 一 0 

其 中 at,aa，… ,am 是 代数 数 , 那么 > 也 是 代数 数 . 
[这 个 结论 可 以 类 似 地 加 以 证 明 . 每 个 ar 满足 一 个 有 理 系数 的 方程 


amr 一 prlanr 十 … 士 prmv = 0. 
我 们 假设 这 个 方程 的 根 是 ar iarz,…… ,arnr(or 就 是 ar,1), 并 构造 乘积 
P(z)= II (zm 十 QLaT™ 十 aasaZm 2 十 ,十 tonin hs 


其 中 乘积 经 过 下 标 s1, s2,… ,sm 的 N = mn2…nm 个 组 合 , 这 样 就 得 到 一 个 关于 
z 的 mN 次 有 理 系数 多 项 式 . 

特别 地 , 如 果 z 是 代数 数 , m 和 n 是 整数 , 则 zm/" 是 代数 数 . ] 

39. 如 果 zZ2 一 2rzVI+V3= 0， 
那么 78 — 1676 十 58z4 一 48z2 +9=0. 

40. 求 


14 VE VS, ”5 {V3+ va} + {V3- va}, G+ 
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所 满足 的 有 理 系数 方程 . 
41. 如 果 z3 = xz 十 1, 那么 ran = anz 十 如 十 cnz-l 其 中 


an+1 三 an 十 bm， b+H1 一 an 十 加 十 cn， cn+l 一 an 十 cn 


42. 如 果 5 十 5 一 274 一 z3 十 2 十 1 二 0 且 y==z4 一 Zz2 十 Zz 一 1, 则 y 满足 一 
个 有 理 系数 的 二 次 方程 . (Math. Trip. 1903) 
[可 以 求 得 yy 十 1==0.] 
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20. 函数 的 概念 

假设 zx 和 y 是 两 个 连续 的 实 变 量 , 在 几何 上 我 们 可 以 假设 它们 可 以 用 从 固定 
点 4o, Bo 出 发 沿 着 直线 4, M 所 度量 的 距离 4oP = z, BoQ = yy 来 表示 . 让 我 们 假 
设 点 P 和 Q 的 位 置 不 是 相互 独立 的 , 而 是 通过 我 们 可 以 想象 到 的 z 和 yy 之 间 的 
一 个 关系 所 表示 的 某 种 关系 联系 在 一 起 . 于 是 , 当 已 和 z 已 知 时 , Q 和 y 也 就 已 
知 了 . 例如 , 我 们 可 以 假设 y =z, y = 2z, y = zi， 或 y=z?+1. 在 所 有 这 些 情形 ， 
z 的 值 就 决定 了 y 的 值 . 或 者 我 们 也 可 以 假设 x 和 ?% 之 间 的 关系 已 经 给 定 , 但 这 种 
关系 不 是 用 zx 的 显 式 公式 来 表示 y 的 , 而 是 用 一 种 几何 构造 给 出 的 , 这 种 几何 构造 
使 我 们 能 够 在 P 已 知 时 确定 Q. 

在 这 些 情形 下 , y 说 成 是 z 的 一 个 函数 . 在 整个 高 等 数学 的 范畴 内 , 一 个 变量 
对 另 一 个 变量 的 函数 依赖 性 这 个 概念 似乎 是 最 重要 的 一 个 概念 . 为 了 使 读者 能 够 
更 清楚 地 理解 这 个 概念 , 我 们 将 在 本 章 用 大 量 的 例子 来 加 以 说 明 ， 

但 在 此 之 前 , 我 们 必须 指出 : 上 面 提 及 的 函数 的 简单 例子 具有 三 个 特征 , 这 三 
个 特征 必定 是 包含 在 函数 的 一 般 性 的 思想 之 中 的 : 

(1) 对 zx 的 每 个 值 y 都 是 确定 的 ; 

(2) 对 x 的 每 个 值 , 有 且 只 有 唯一 一 个 y 的 值 与 之 对 应 ; 

(3) x 和 y 之 间 的 关系 是 用 一 个 解析 表达 式 给 出 的 , 根据 这 个 解析 公式 , 对 > 
的 一 个 给 定 的 值 , 可 以 通过 直接 代入 z 的 值 计 算出 对 应 的 y 值 . 

的 确 , 这 些 重要 的 特征 为 许多 极其 重要 的 函数 所 具有 . 但 是 考虑 到 下 面 的 例子 
将 会 明白 这 些 特征 无 论 如 何 都 不 是 函数 的 本 质 .函数 最 本 质 的 东西 是 : 在 z 和 y 
之 间 存 在 的 某 种 关系 , 使 得 对 于 z 的 某 个 值 总 会 有 y 的 值 与 之 对 应 . 

例 X 

(]) 设 y=z,y=2z,y= 了， 或 y= z2 +1. 目前 关于 像 这 样 的 情形 没有 什么 
东西 需要 进一步 加 以 说 明 . 

(2) 对 无 论 什 么 样 的 z 的 值 , 令 y = 0. 则 y 是 z 的 一 个 函数 , 因为 给 z 以 任 
何 值 , y 的 对 应 的 值 ( 即 为 0) 都 是 已 知 的 . 在 此 情形 下 , 函数 关系 使 得 y 的 同样 的 
值 对 应 于 z 的 所 有 的 值 . 用 1 或 者 -3 或 者 V2 取代 0 作为 y 的 值 , 则 有 同样 的 
情形 发 生 . 这 样 的 一 种 > 的 函数 称 为 一 个 常数 . 

(3) 设 妨 =z. 那么 当 z 为 正 数 时 , 对 于 z 的 每 个 值 这 个 方程 定义 了 y 的 两 个 
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值 , 也 即 土 Vz. 如 果 z = 0, 则 有 y = 0. 于 是 对 z 的 特殊 的 值 0, 对 应 有 y 的 一 个 
且 仅 有 一 个 值 . 但 是 如 果 z 是 负数 , 就 没有 y 的 值 能 满足 该 方程 . 这 就 是 说 , 函数 y 
对 于 z 的 负 的 值 没有 定义 . 于 是 这 个 函数 具有 特征 (3), 但 它 既 不 具有 特征 (1), 也 
不 具有 特征 (2). 
(4) 考虑 常温 下 被 一 个 滑动 活塞 封闭 在 一 个 圆柱 体 气缸 内 的 一 定 体积 的 气体 
设 4 是 活塞 截面 的 面积 , 而 W 是 它 的 重量 . 被 活塞 处 于 压缩 状态 下 的 气体 对 
于 活塞 每 单位 面积 释放 出 一 定 的 压力 po, 这 个 压力 与 重力 W 相 平衡 , 所 以 


W = Apo. 


设 vo 是 当 系 统 处 于 平衡 状态 时 气体 的 体积 . 如 果 有 附加 的 重力 作用 在 活塞 上 ， 
则 活塞 就 会 受 力 向 下 运动 . 气体 的 体积 (v) 就 会 减少 ; 作用 在 活塞 单位 面积 上 的 压 
力 (p) 就 会 增 大 . Boyle 的 实验 定律 断言 : p 和 w 的 乘积 非常 接近 于 一 个 常数 , 确切 
地 说 , 这 个 对 应 关系 可 以 用 一 个 形 如 


p=a 人 


的 方程 来 表示 , 其 中 a 是 一 个 可 以 用 实验 近似 地 加 以 确定 的 一 个 数 . 

然而 , Boyle 定律 仅仅 在 气体 不 被 过 度 压缩 的 情况 下 对 于 这 一 现象 给 出 了 一 个 
合理 的 近似 ， 当 v 的 减 小 和 p 的 增 大 超过 某 个 界限 后 , 它们 之 间 的 关系 再 用 方程 
(i) 来 表示 就 会 超出 我 们 所 能 接受 的 近似 程度 了 .已 经 知道 , 它们 之 间 的 真实 关系 
的 一 个 好 得 多 的 近似 可 以 由 熟知 的 van der Waals 定律 给 出 , 这 个 定律 可 以 表述 成 
方程 

(p+ 员 ) @ 一 及 = (说 

其 中 a, 8, 都 是 可 以 通过 实验 来 近似 地 加 以 确定 的 数 . 

当然 , 这 两 个 方程 即便 是 放 在 一 起 , 也 没有 对 p 和 wv 之 间 的 关系 给 出 任何 一 个 
类 似 完全 的 说 明 , 毫 无 疑问 , 这 个 关系 实际 上 要 远 为 复杂 得 多 . 当 v 变化 时 , 这 个 
关系 的 形式 也 在 变化 , 它 从 近似 等 同 于 (i) 的 一 种 形式 变化 到 近似 等 同 于 (ii) 的 一 
种 形式 . 不 过 , 从 数学 的 观点 来 看 , 没有 任何 东西 可 以 阻挡 我 们 处 理 一 种 理想 的 状 
态 , 在 这 种 理想 状态 下 对 于 v 的 不 小 于 某 一 定 值 V 的 所 有 的 值 , Gi) 寿 是 精确 成 立 
的 , 而 (i) 则 是 对 于 v 的 所 有 小 于 V 的 值 精确 成 立 的 . 这 样 我 们 就 可 以 把 这 两 个 
方程 合 在 一 起 , 将 p 定义 为 w 的 一 个 函数 . 这 就 是 对 v 的 某 些 值 用 一 个 公式 来 定 
义 , 而 对 v 的 另外 的 值 用 另 一 个 公式 来 定义 的 函数 的 一 个 例子 . 

此 函数 具有 特征 (2): 对 于 vw 的 任何 值 仅 有 p 的 一 个 值 与 之 对 应 , 但 它 不 具有 
特征 (1). 因为 对 于 v 的 负 的 值 , p 作为 v 的 函数 没有 给 出 定义 .“ 负 的 体积 ”没有 
意义 , 因而 v 的 负 的 值 是 不 可 取 的 . 


@ 我 从 H. S. Carslaw 教授 的 Introduction to the calculus 一 书 中 借用 了 这 个 富有 教 益 的 例子 . 
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(5) 假设 一 个 具有 理想 弹性 的 球 从 3 的 高 度 落 到 (不 带 旋 转 ) 一 个 固定 的 
水 平面 上 , 并 连续 反弹 . 
初等 动力 学 中 常用 的 公式 (读者 可 能 熟悉 这 些 公式 ) 指出 : 如 果 0<t< r, 则 


有 一 gt? 如果 7<4< 3r, 则 有 用 = 3g(27 一 人 一般 来 说 , 如 果 (2n 一 1)7 < 
t< (20+1l)r, 则 有 


大 三 3 (Cnr —t)?, 


其 中 , h 是 在 时 刻 t 时 在 起 始 位 置 下 方 的 球 离开 它 的 起 始 位 置 的 高 度 . 这 里 h 也 是 
t 的 函数 , 它 只 对 正 的 t 值 有 定义 . 

(6) 假设 y 定义 为 z 的 最 大 素 因 子 (largest prime factor). 这 是 一 个 仅仅 对 z 的 
特殊 的 一 类 值 ( 即 整数 值 ) 有 定义 的 函数 的 例子 . 号 或 者 V3 或 者 r 的 最 大 素 因 
子 ” 毫 无 意义 , 所 以 我 们 所 定义 的 关系 对 于 这 样 的 > 的 值 未 能 像 对 整数 值 那样 给 出 
定义 . 故而 这 个 函数 不 具有 特征 (1). 它 具有 特征 (2), 但 不 具有 特征 (3), 这 是 因为 
没有 简单 的 公式 可 以 用 zx 来 表示 出 y. 

(7) 设 y 定义 为 当 z 表示 成 既 约 分 数 时 z 的 分 母 . 这 是 当 且 仅 当 z 是 有 理 数 
时 有 定义 的 函数 的 一 个 例子 . 例如 当 z = -11/7 时 有 = 7, 但 对 > = V2,y 没有 
定义 . 

21. 函数 的 图 形 表 示 

假设 变量 y 是 变量 z 的 一 个 函数 . 鉴于 在 z 和 y 之 间 存 在 函数 关系 , 所 以 一 
般 来 说 能 否 也 把 z 看 成 是 y 的 一 个 函数 就 是 一 个 未 解决 的 问题 . 不 过 目前 我 们 只 
用 第 一 种 观点 来 看 待 这 个 关系 . 我 们 将 把 z 称 为 独立 变量 (independent variable)， 
而 把 y 称 为 因 变量 (dependent variable), 且 当 没有 指定 特殊 形式 的 函数 关系 时 , 我 
们 总 是 用 

y= f(z) 
(或 者 根据 情况 用 F(z),b(z),(z),… ) 来 表示 它 . Y 

在 相当 多 的 情形 中 , 特殊 函数 的 特征 可 以 如 下 用 图 6 
来 加 以 描述 , 从 而 使 它 易于 理解 . 画 出 两 条 交 成 直角 的 直 
线 OX, OY, 并 让 这 两 条 直线 在 两 个 方向 无 限 延 伸 . 我 们 
可 以 分 别 用 直线 OX, OY 上 0 与 z,y 的 距离 来 表示 z 和 
4 的 值 . 当然 , 要 注意 符号 , 距离 度量 的 正方 向 由 图 6 中 的 
箭头 标 出 . 

设 a 是 zx 的 任何 一 个 使 得 y 有 定义 的 值 , 且 (假设 ) 当 
z= 二 a 时 y 有 单独 一 个 值 5. 取 04 = a, OB =b, 并 作出 
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矩形 OAPB. 设想 点 已 标 注 在 图 中 . 点 P 的 刻度 可 以 视 为 指出 了 当 z =a 时 y 的 
值 是 六 

如 果 对 于 z 的 值 a。 有 vy 的 若干 个 值 (比方 说 久久 , 太 ) 与 之 对 应 , 我 们 就 用 若干 
个 点 PP', P",… 来 代替 单个 的 点 P. 

我 们 将 称 P 是 点 (a,b); 称 a 和 是 已 关于 轴 OX,OY 的 坐标 ; 称 a 是 PP 的 
横 坐 标 (abscissa), 称 是 P 的 纵 坐 标 (ordinatej; 称 OX,OY 是 zx 轴 和 7 轴 , 或 者 
合 起 来 称 其 为 坐标 轴 (axes of coordinates); 称 O 是 坐标 原点 (origin of coordinates)， 
或 者 简称 为 原点 

现在 让 我 们 假设 对 r 的 使 得 y 有 定义 的 所 有 的 值 a, y 的 值 (或 者 值 5,5'， 
4b",…) 以 及 对 应 的 点 P( 或 者 点 P,P', P",…) 都 已 经 被 确定 了 . 我 们 把 所 有 这 些 
点 的 集合 称 为 函数 y 的 图 . 

为 了 举 一 个 非常 简单 的 例子 , 假设 y 是 由 方程 


Ar+By+C=0 (1) 


所 定义 的 z 的 函数 , 其 中 4, B,C 是 任意 固定 的 数 .了 那么 y 就 是 第 20 节 中 具有 
所 有 特征 (1), (2), (3) 的 一 个 函数 .容易 证 明 : y 的 图 是 一 条 直线 . 读者 极 有 可 能 
熟悉 在 解析 几何 教材 中 关于 此 命题 所 给 出 的 各 种 证 明 中 的 某 个 证 明 . 我 们 也 说 ; 点 
(Xz,y) 的 轨迹 是 一 条 直线 , (1) 是 轨迹 的 方程 , 或 者 说 此 方程 表示 这 个 轨迹 . 

方程 hz + By+C =0 是 关于 z 和 y 这 两 个 变量 的 最 一 般 的 一 次 方程 . 从 而 
一 般 的 一 次 方程 代表 一 条 直线 . 证 明 相反 的 命题 “任何 直线 的 方程 都 是 一 次 方程 ” 
同样 是 很 容易 的 . 

我 们 可 以 提 及 几 个 进一步 的 由 方程 所 定义 的 有 趣 的 几何 轨迹 的 例子 ， 一 个 形 
如 

(z-a)+(y-B) =p? 
或 者 
TH+2GIT+2FYy+OC=0 
的 方程 表示 一 个 圆 , 其 中 G? + F? 一 C > 0. 方程 
4z2 +2Hzry+ By +2Gr+2Fy+C=0 


(一 般 的 二 次 方程 ) 代表 一 条 圆锥 曲线 (假设 其 系数 满足 某 些 不 等 式 ), 也 即 椭圆 、 抛 
物 线 或 者 双 曲 线 . 关于 这 些 轨迹 的 进一步 的 讨论 务 请 读者 参看 有 关 解 析 几 何 的 书 
籍 . 


外 如果 B= 0,y 并 不 在 方程 中 出 现 . 此 时 我 们 必须 把 y 看 成 是 仅仅 对 z 的 一 个 值 (也 即 = = -C/A) 
有 定义 的 函数 , 而 此 时 y 则 可 以 取 所 有 的 值 . 
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22. 极 坐 标 

接 下 来 我 们 用 点 P 的 坐标 的 长 度 OM = z,MP = y 确定 P 的 位 置 . 如 果 
OP=7, 且 MOP =0,0 是 介 于 0 和 2x 之 间 的 一 个 角度 ( 沿 正 的 方向 度量 ), 则 显 
然 有 


I=rc0s0, y=7sing, 


r= V(z2 十 号)， cosb :sing:1:27:837 

而 点 P 的 位 置 也 同样 可 以 通过 已 知 > 和 9 来 加 以 确定 . 我 
们 把 r 和 0 称 为 已 的 极 坐标 (polar coordinates). 应 当 注意 信 时 
的 是 , r 实质 上 是 正 的 .? 

如 果 P 在 轨迹 上 移动 , 则 在 + 和 0 之 间 就 存在 某 种 关 
系 , 比方 说 是 = f(9) 或 者 9 = F(7). 我 们 称 它 是 轨迹 的 极 ”0 TM 
坐标 方程 ， 极 坐标 方程 也 可 以 通过 上 面 的 公式 从 它 的 (zx,y) 图 7 
方程 推导 出 来 (反之 亦 然 ). 

故而 一 条 直线 的 极 坐标 方程 为 


rcos(9 一 a) =P 


的 形式 , 其 中 p 和 a 是 常数 . 方程 r = 2a cos9 表示 经 过 原点 的 一 个 圆 ; 而 圆 的 
般 方 程 为 


r2 十 cz 一 2rccos(g 一 a) = A? 
的 形式 , 其 中 4,c 和 a 是 常数 . 
23. 函数 和 它们 的 图 的 表示 的 进一步 的 例子 


接 下 来 的 例子 将 会 使 读者 对 于 无 穷 多 种 可 能 类 型 的 函数 有 更 好 的 了 解 . 
A. 多 项 式 . 一 个 关于 z 的 多 项 式 是 一 个 形 如 


mm 一 1 


aozZm 十 alz| 十 … 十 am 


的 函数 , 其 中 ouo,al,…… ,am 是 常数 ， 最 简单 的 多 项 式 是 徊 函数 y = z,z2, za ……， 
zm,.…. 根据 m 是 偶数 还 是 奇数 , 函数 zm 的 图 有 两 种 不 同 的 类 型 . 
首先 设 m = 2. 则 (0,0), (1,1), (1,1) 三 点 在 这 个 图 上 . 该 图 中 任何 其 他 的 点 
都 可 以 通过 指定 z 的 特定 的 值 来 得 到 . 例如 由 
@ 有 时 极 坐标 也 常 定义 为 使 得 > 可 以 取 正 值 也 可 以 取 负 值 . 在 这 种 情形 下 , 两 对 坐标 一 一 例如 (1, 0) 
和 (一 1,x) 一 一 对 应 同一 个 点 . 这 两 种 坐标 系 之 间 的 区 别 可 以 用 方程 1/r = 1 一 ecos9 来 描述 , 其 
中 1 > 0,e > 1 根据 我 们 的 定义 , r 必须 是 正 的 , 于 是 有 cos 9 < 1/e: 这 个 方程 仅仅 表示 了 双 曲 线 
的 一 支 , 另 一 支 满足 方程 -l/r = 1 -ecosg. 利用 允许 > 取 负 值 的 坐标 系 , 该 方程 就 表示 出 了 整个 
的 双 曲 线 . 
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di y= 4， 9， 于 4, 9. 
如 果 读者 画 出 图 中 相当 数量 的 点 , 就 会 产生 这 样 的 猜想 : 这 个 函数 的 图 的 形状 有 些 
像 图 8 中 所 绘 出 的 图 形 . 如 果 读者 通过 已 经 证 明 是 在 此 图 形 上 的 一 些 特殊 点 画 一 
条 曲线 , 然后 通过 给 出 z 的 新 的 值 并 计算 出 对 应 的 y 
的 值 来 检验 它 的 精确 性 ， 就 会 发 现 这 些 点 正如 合理 期 
望 的 那样 处 在 很 接近 曲线 的 位 置 上 , 这 里 要 考虑 到 绘 
制图 形 时 不 可 避免 的 误差 . 此 曲线 自然 是 一 条 抛物 线 . 
然而 ， 有 一 个 基本 的 问题 我 们 现在 还 不 能 给 以 恰 
(©) 当 的 回答 . 读者 无 疑 对 于 一 条 没有 间断 以 及 跳跃 的 连 
图 8 续 的 (continuous) 曲线 所 表达 的 概念 有 某 些 了 解 ; 事实 
上 , 图 8 中 大 致 表示 的 就 是 这 样 一 条 曲线 . 问题 是 函数 y = z? 的 图 形 是 否 实际 上 
就 是 这 样 的 一 条 曲线 . 这 不 可 能 通过 仅仅 在 此 曲线 上 作出 任何 数量 的 孤立 的 点 来 加 
以 证 明 , 尽管 我 们 构造 的 点 越 多 , 看 起 来 就 越 是 有 这 种 可 能 . 

这 个 问题 一 直 要 到 第 5 章 才 能 加 以 讨论 . 在 那 一 章 里 我 们 要 详细 研究 在 通常 
意义 下 连续 性 所 蕴含 的 思想 , 还 要 研究 如 何 来 证 明 我 们 现在 所 考虑 的 这 样 一 个 函数 
以 及 在 本 章 的 后 面 要 研究 的 其 他 函数 的 图 形 是 真正 连续 的 曲线 . 眼下 读者 可 以 只 满 
足 于 按照 常规 的 方式 画 出 曲线 来 . 

容易 看 出 : 曲线 y = z? 关于 轴 处 处 是 凸 的 . 设 两, (图 8) 分 别 为 点 (zo,z8) , (zi 2?). 
那么 弦 PoPl 上 点 的 坐标 是 = = 和 zo 十 jr1,y = AT8 十 jz3?, 其 中 入 和 jy 是 和 为 1 的 正 数 . 且 

y— z= (Ath) (MB + pur?) — (Mro+ pr1)* = Mz1 — zo)* > 0, 
所 以 这 条 弦 完 全 在 曲线 上 方 . 

曲线 y = z4 总 的 来 说 与 y = z? 类 似 , 但 在 接近 O 处 更 平缓 一 些 , 而 在 超出 
点 4,4' 之 外 则 更 加 陡峭 一 些 (图 9), y = z™( 其 中 m 是 偶数 且 大 于 4) 则 更 是 如 
此 . 当 mm 越 来 越 大 时 , 图 形 中 的 平缓 与 陡峭 之 处 均 变 得 愈加 显著 , 直到 曲线 实际 上 
与 图 9 中 的 粗 线 无 法 区 分 为 止 . 

接 下 来 读者 应 该 研究 当 m 为 奇数 时 y = zm 所 给 出 的 曲线 . 这 两 种 情形 的 基 
本 区 别 在 于 , 当 m 为 偶数 时 有 (一 z)”= zm, 所 以 曲线 关于 OF 为 对 称 , 而 当 1m 为 
奇数 时 则 有 (-z)” = -zm, 所 以 当 z 取 负 的 值 时 y = zm 也 是 负 的 . 图 10 画 出 了 
曲线 y = z,y = za 以 及 对 于 m 的 更 大 的 奇数 值 y = zm 的 近似 的 图 形 . 

现在 容易 看 出 怎样 (无 论 如 何在 理论 上 说 ) 来 作出 任何 一 个 多 项 式 的 图 形 . 首 
先 , 根据 y = zm 的 图 形 , 用 C 来 乘 以 这 条 曲线 上 每 个 点 的 坐标 , 则 可 立即 得 出 Cz™ 
的 图 形 , 这 里 C 是 一 个 常数 . 如 果 我 们 已 经 知道 了 f(z) 和 F(z) 的 图 形 ; 我 们 就 可 
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以 取 原 来 这 两 条 曲线 上 对 应 点 的 坐标 之 和 作为 每 个 点 的 坐标 , 从 而 得 到 f(z) 十 F(z) 
的 曲线 . 


图 10 


不 过 多 项 式 的 作 图 可 以 用 后 面 要 说 明 的 更 先进 的 方法 来 进一步 改进 , 所 以 此 处 
我 们 将 不 再 讨论 了 . 

例 XI 

(1) 画 出 曲线 y = 7z4,y = 3z5,y = zl0 的 图 形 . 

[读者 要 仔细 画 出 这 些 曲 线 的 图 形 , 所 有 这 三 条 曲线 应 当 画 在 一 张 图 上 . ”这 样 
他 就 会 意识 到 , 当 z 变 得 越 来 越 大 时 , z 的 高 次 坚 将 会 怎样 快 地 增 大 . 同时 也 能 看 
到 , 当 z 相当 大 时 , 在 像 


Z10 十 3z5 +774 


(或 者 甚至 像 zx10+30z5+700z4) 这 样 一 个 多 项 式 中 , 起 决定 性 作用 的 是 它 的 第 一 项 . 
例如 , 甚至 在 > = 4 时 就 有 zl0 > 1 000 000, 然而 30z5 < 35 000, 且 700z4 < 180 000; 
而 当 zx = 10 时 , 第 一 项 的 优势 就 更 加 明显 了 . ] 

(2) 当 z = 1,10,100 等 时 , 比较 


Z12， 1 000 000z5， 1 000 000 000 000z 


的 相对 大 小 . 

[读者 应 该 多 看 几 个 这 种 类 型 的 例子 . z 的 不 同 的 函数 之 间 的 相对 增长 率 (relative 
rate of growth) 这 一 思想 是 我 们 在 以 下 诸 章 中 常常 要 考虑 的 . ] 

(3) 画 出 az? + 2bz +e 的 图 形 . 


[这 里 
ac-b ( 44 
ya =e(lz+a)- 


外 我 们 会 发 现 , 为 了 防止 图 形 的 大 小 变 得 不 合适 , 沿 着 y 轴 取 一 个 比 沿 着 z 轴 更 加 小 的 度量 单位 要 更 
加 方便 . 
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如 果 我 们 取 与 老 的 坐标 轴 平 行 且 经 过 点 z = -Way = (ac 一 避 ) /a 的 新 坐标 轴 , 则 
它 的 新 方程 是 y = az?. 该 曲线 是 抛物 线 . ] 

(4) 画 出 曲线 y=23—3r+l y=7(7-1),y=r(2—1) 的 图 形 . 
24. B. 有 理 函 数 


在 简单 性 和 重要 性 方面 仅 次 于 多 项 式 的 函数 类 是 有 理 函 数 类 ， 有 理 函数 是 一 
个 多 项 式 被 另 一 个 多 项 式 除 所 得 的 商 . 例如 , 设 P(z),Q(z) 是 多 项 式 , 则 我 们 可 以 
用 

Ro) = Ge 

来 表示 一 般 的 有 理 函 数 . 

在 Q(z) 是 常数 这 一 特殊 情形 , R(z) 变 成 了 一 个 多 项 式 . 从 而 有 理 函 数 类 包含 
多 项 式 函数 类 作为 其 子 类 . 关于 此 定义 有 下 面 几 点 值得 注意 . 

(1) 通常 我 们 假设 P(z) 和 Q(z) 没有 公 因 子 z + a 或 者 zp + azp-1 十 brp-2 
十 … 十 所 有 这 样 的 因子 都 已 经 用 除法 约 去 了 . 

(2) 然而 应 该 注意 到 : 约 掉 公 因子 通常 的 确 改 变 了 函数 . 例如 , 考虑 函数 x/z， 
它 是 一 个 有 理 函 数 . 而 约 掉 公 因子 z 之 后 , 我 们 得 到 1/1=1. 但 是 原来 的 函数 并 不 
永远 等 于 1: 它 仅 当 z 0 时 等 于 1. 如 果 z = 0, 它 取 形式 0/0, 而 这 是 没有 意义 
的 . 从 而 函数 z/z 当 z 关 0 时 等 于 1, 当 zx = 0 时 没有 定义 . 于 是 它 有 别 于 函数 1， 


函数 1 永远 取 值 为 1 
CA 


(3) 像 

这 样 一 个 函数 可 以 用 通常 的 代数 法 则 化 简 成 形式 
z2(z 一 2) 
(z—1) (z+1)" 

这 是 一 个 标准 形式 的 有 理 函 数 . 但 是 这 里 必须 再 次 注意 : 化 简 并 不 永远 是 合理 的 . 
为 了 对 给 定 的 x 的 值 计算 函数 的 值 , 我 们 必须 将 zx 的 值 按照 函数 的 给 定 的 形式 代 
入 其 中 . 在 此 情形 下 , 公式 对 于 x = -1,1,0,2 没有 意义 , 所 以 函数 对 于 这 些 值 也 就 
没有 定义 . 当 我 们 考虑 值 -1 和 1 时 , 同样 的 结论 对 于 它 的 化 简 的 形式 也 为 真 ; 但 
是 当 xw=0 以 及 z=2 时 , 它 的 化 简 分 式 取 值 0 从 而 这 两 个 函数 ?也 是 不 同 的 函 
数 . 

(4) 如 同 在 (3) 中 考虑 过 的 特殊 例子 所 显现 的 那样 , 即便 当 所 给 的 函数 已 经 被 
化 简 成 标准 形式 的 有 理 函 数 了 , 一 般 来 说 也 会 有 某 些 x 的 值 使 得 函数 没有 定义 . 使 
得 分 母 取 值 为 零 的 = 的 值 (如 果 存在 的 话 ) 就 使 得 函数 没有 定义 . 


名 指 上 面 所 给 的 同一 个 有 理 函数 的 原始 形式 以 及 后 面 经 过 化 简 后 得 到 的 形式 ， 一 一 译 者 注 
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(5) 在 处 理 像 (2) 和 (3) 这 样 的 表达 式 的 时 候 , 一 般 来 说 我 们 同意 忽视 z 的 那 
些 例外 的 值 (对 于 这 样 的 z 的 值 , 我 们 所 用 到 的 化 简 过 程 是 不 合理 的 ), 并 将 函数 化 
简 成 标准 形式 的 有 理 函 数 . 读者 容易 验证 (根据 这 种 理解 ), 两 个 有 理 函 数 的 和 、 积 
或 者 商 本 身 都 可 以 化 简 成 标准 形式 的 有 理 函 数 . 一 般 来 说 , 一 个 有 理 函 数 的 有 理 函 
数 本 身 还 是 一 个 有 理 函 教 . 也 就 是 说 , 如 果 在 z = P(y)/Q8(y) 中 (其 中 已 和 QQ 都 
是 多 项 式 ) 用 y = Pi(z)/Q1(z) 代入 , 经 化 简 我 们 就 得 到 一 个 形 如 z = PB(z)/Q2(z) 
的 方程 . 

(6) 在 有 理 函 数 的 定义 中 不 需要 事先 假设 作为 系数 出 现 的 常数 是 有 理 数 .“ 有 
理 的 ” 这 个 词 仅 仅 用 来 表示 变量 z 在 函数 中 出 现 的 方式 . 从 而 

T2 十 Z 十 VS 
TY 
是 一 个 有 理 函数 . 

“有 理 的 ”这 个 词 的 使 用 起 源 如 下 .有理 函数 P(z)/Q(z) 可 以 从 z 出 发 , 并 通 
过 对 x 作 有 限 多 次 运算 , 且 这 些 运 算 只 包含 用 z 或 者 用 一 个 常数 来 乘 自己 , 将 这 
样 得 到 的 项 相 加 , 以 及 用 这 样 的 乘法 和 加 法 得 到 的 一 个 函数 被 另 一 个 函数 相 除 而 生 
成 . 就 变量 x 而 言 , 构造 有 理 函 数 的 这 个 过 程 与 从 数 1 出 发 构造 有 理 数 非常 相似 . 
5_1+1+1+1+1 
3 1+1 十 1 
给 出 了 说 明 这 一 过 程 的 例子 . 

此 外 , 可 以 从 z 出 发 用 上 面 提 到 的 初等 运算 得 出 的 任何 函数 (在 此 过 程 的 每 个 
阶段 都 使 用 从 z 出 发 用 同样 方法 得 到 的 函数 ) 都 可 以 化 简 成 标准 类 型 的 有 理 函 数 . 


例如 
(a)/( 


2 
T+ gti 


可 以 化 简 成 标准 形式 的 有 理 函 数 . 
25. 有 理 函数 ( 续 ) 

对 有 理 函 数 图 形 的 研究 比 对 多 项 式 图 形 的 研究 更 加 依赖 于 微分 学 的 方法 ， 因 
此 眼下 我 们 只 满足 于 给 出 很 少 的 几 个 例子 . 

例 XII 

(0) 画 出 y = 1/z,y = 1/z?,y = 1/z3,… 的 图 形 . 

[图 中 给 出 了 前 两 个 函数 的 图 形 . 应 当 注 意 的 是 , 这 些 函数 对 于 z = 0 没有 定 
义 .] 
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(2) 画 出 以 下 函数 的 图 形 


图 11 图 12 


了 = 了 + 二， 字 二 让， 于 一 访 ，uz+ 二 (对 和 4 取 各 种 正 的 和 负 的 什 )， 
I 人 T 了 


(3) 画 出 以 下 函数 的 图 形 


_ 2 十 1 z+1N? Z2 十 1 
2-1' \z-l (2-1) 22—1. 


(4) 面 出 y=1/(z 一 @)(z 一 外 ,1/ (z 一 a)(z 一 6b) (x 一 c) 的 图 形 ,其 中 a<b<ce. 
(5) 当 m 变 得 越 来 越 大 时 , 概略 描绘 出 曲线 y = 1/zm 的 一 般 形式 (分 别 考虑 
m 是 奇数 和 偶数 的 情形 ). 


26. C. 显 式 代数 函数 


下 一 个 重要 的 函数 类 是 显 式 代 数 函 数 (explicit algebraical function) 类 . 显 式 
代数 函数 是 这 样 的 函数 : 它们 可 以 从 z 出 发 , 通过 有 限 次 地 使 用 构造 有 理 函 数 时 所 
用 到 的 那些 运算 , 再 加 上 有 限 多 个 根 式 运算 而 得 到 . 例如 


VU+z)- YI-7) T+7+V3) 
VE VI) T+Ve+v), ( 训 计 | 
就 是 显 式 代数 函数 , zm/"( 即 Ym) 亦 然 ,其 中 m 入 是 任何 整数 
应 该 注意 的 是 在 像 y = Vz 的 这 样 一 个 方程 中 含有 一 个 概念 上 的 不 明晰 之 处 . 
例如 到 目前 为 止 我 们 都 是 把 V3 看 成 是 2 的 正 的 平方 根 , 因而 自然 也 用 V5( 其 中 
z 是 任何 正 数 ) 来 表示 z 的 正 的 平方 根 , 在 此 情形 y = VE 是 = 的 单 值 函数 . 然而 
更 为 方便 的 是 把 V5 看 成 双 值 函数 , 它 的 两 个 值 是 z 的 正 的 和 负 的 平方 根 . 
读者 将 会 注意 到 , 采用 这 本 教程 ,函数 Vz 基本 上 在 两 个 方面 与 有 理 函数 不 同 . 
首先 , 有 理 函 数 总 是 对 z 的 除了 菜 些 孤 立 的 例外 信之 外 的 所 有 的 值 有 定义 . 但 是 
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Vz 确 是 对 整个 一 个 范围 内 的 z 的 值 没 有 定义 (也 即 对 所 有 负 的 值 ). 第 二 , 这 种 函 
数 在 当 z 取 使 在 它 有 定义 的 值 时 , 通常 有 符号 相反 的 两 个 值 . 

另 一 方面 , 函数 yz 是 单 值 的 , 且 对 z 的 所 有 的 值 都 有 定义 . 

例 XIII 

(1) V{z 一 a)@ 一 z)}( 其 中 a<b) 仅 对 a<z<b 有 定义 .如 果 a<z<b, 它 
有 两 个 值 ; 如 果 z = a 或 者 z = b, 它 仅 取 一 个 值 , 也 即 取 值 为 0. 

(2) 类 似 地 考虑 


VC 二 ao (a<b<o, 
VE 本 -0 ia-a (a<b), 
VU+7)— VvV(1— 7) V(1—z) f(z + V3). 
(1 十 Z) 十 Vifz+VG 5 +e) 
(3) 画 出 曲线 六 = z,y3 = zx,y? = z3 的 图 . 
i zr2 
的 面 出 本 数 y= VI 一 35),y=b/ (人 - 到) 的 图 
27. D. 隐 式 代数 函数 


容易 验证 , 如 果 
V+7)- VOU- 2) (1+72)— Y( sa) 
(1+7)+ V1—z) 
则 有 
( 迎 ) = 时 
1-y/ (2) 
又 如 果 
y= Vi+Y (z+ Vz), 
则 有 


yo— (y+dy+1)zr=0. 
这 些 方程 中 的 每 一 个 都 可 以 表示 成 下 述 形式 
y+ Ry™ lt+..+ Rm = 0, (1) 


其 中 , Ri, Ra,… ,Rm 是 z 的 有 理 函 数 . 读者 容易 验证 : 如 果 y 是 上 面 最 后 这 组 例 
子 中 考虑 过 的 函数 之 一 , 那么 y 就 满足 一 个 这 种 类 型 的 方程 . 这 自然 提示 我 们 : 同 
样 的 结论 对 于 任何 显 式 代数 函数 也 为 真 . 事实 上 这 也 是 正确 的 , 且 的 确 不 难 加 以 证 
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明 , 而 且 我 们 能 够 毫 不 拖延 地 在 此 给 出 一 个 正规 的 证 明 . 下 面 一 个 例子 将 会 使 读者 
明白 这 一 证 明 所 采取 的 路 线 . 设 

一 沁 二 WE 十 V(T+ VT)+ Yl+Z) 

~ z—VitVe+vo)— V+r) 


则 有 


了 十 4 十 也 十 也 
YT rut aw 


au2 = 7, v2 一 工 十 了 3 二 1+zi 


为 了 得 到 一 个 所 需要 的 形式 的 方程 , 我 们 只 需 在 这 些 方程 之 间 消去 www 即 可 . 

这 样 一 来 , 就 引出 了 下 面 的 定义 : y 是 z 的 一 个 m 次 的 代数 函数 , 如 果 它 是 一 
个 关于 y 的 m 次 方程 的 根 , 且 此 方程 的 系数 是 x 的 有 理 函 数 . 与 在 方程 (1) 中 一 
样 , 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 其 首 项 系数 为 1. 

这 类 函数 包括 第 26 节 中 考虑 过 的 所 有 的 显 式 代数 函数 . 但 也 包括 其 他 的 不 能 
表示 成 显 式 代数 函数 的 函数 .因为 已 知 : 尽管 当 m = 1,2,3,4, 以 及 取 大 于 4 的 特 
殊 值 时 , 从 像 (1) 这 样 的 一 个 方程 中 有 可 能 解 出 y 用 zx 表示 的 显 式 表达 式 , 然而 一 
般 来 说 , 当 m 大 于 4 时 , 从 (1) 这 样 一 个 方程 中 不 可 能 解 出 y 用 z 表示 的 显 式 表 
达 式 . 

应 当 将 代数 函数 的 定义 与 第 1 章 给 出 的 代数 数 的 定义 加 以 比较 (第 1 章 杂 例 
第 36 题 ). 

例 XIV 

(1) 如 果 m = 1, 则 y 是 一 个 有 理 函 数 . 

(2) 如 果 m = 2, 则 方程 是 刀 + Riy + Rz = 0, 所 以 


这 个 函数 对 于 满足 R? > 4Rz 的 所 有 z 的 值 都 有 定义 . 如 果 R? > 4Ra, 则 它 有 两 个 
值 , 而 当 R? = 4R2 时 , 它 有 一 个 值 . 

如 果 m = 3 或 4, 则 我 们 可 以 利用 代数 专著 中 说 明 的 求解 三 次 以 及 四 次 方程 
的 方法 . 但 是 通常 这 一 求解 过 程 很 复杂 , 且 其 结果 在 形式 上 不 便于 使 用 .我们 可 以 
利用 原始 方程 更 好 地 研究 该 函数 的 性 质 . 

(3) 考虑 由 方程 


-2y—z=0, -2y+r=0, y -2p+22=0 


所 定义 的 函数 . 在 每 一 种 情形 下 , 将 y 表示 成 z 的 显 式 函数 , 并 说 明 它 对 什么 样 的 
z 值 有 定义 . 
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(4) 求 关 于 z 的 系数 为 有 理 数 的 代数 方程 , 它 被 函数 


VE+ VWs), Yi+ Vz), V(r+vz), {e+Verv3} 


中 的 每 一 个 所 满足 . 
(5) 研究 方程 
y=22. 
[这 里 有 y= 士 x. 如 果 z 是 正 数 , 则 y = Vz; 如 果 z 是 负数 , 则 y = V(x). 
从 而 这 个 函数 对 于 除了 z = 0 之 外 的 所 有 z 的 值 都 有 两 个 值 . ] 
(6) z 的 代数 函数 的 代数 函数 本 身 就 是 z 的 一 个 代数 函数 . 
[这 可 以 按照 第 1 章 杂 例 中 第 37, 38 题 的 一 般 性 的 思路 加 以 证 明 . 从 方程 


y+Ri(z)y™ 1+.+ Rn(z) = 0,，z"+ S(T)z2™ 1 十 … 十 Sn(z)=0 
开始 , 作 乘 积 
II {y+ Ri(zh)y™ + + Rn(zh)}, 
该 乘积 取 遍 第 二 个 方程 的 个 根 zh. ] 
(7) 似乎 应 该 给 出 一 个 不 能 表示 成 显 式 代数 形式 的 代数 函数 的 例子 . 由 方程 
多 -yy 一 z=0 

定义 的 函数 y 就 是 这 样 一 个 例子 . 但 是 证 明 不 能 用 x 的 显 式 公式 来 表示 y 是 很 困 
难 的 , 因而 不 可 能 在 这 里 试图 给 出 证 明 . 

28. 超越 函数 


z 的 所 有 非 代数 函数 的 函数 称 为 超越 (transcendental) 函数 .此 定义 是 否定 式 
的 . 我 们 不 打算 给 出 超越 函数 的 系统 分 类 , 但 可 以 挑 出 一 两 个 有 特殊 重要 性 的 子 类 
来 加 以 讨论 . 

EE. 正 反 三 角 函 数 或 者 圆 函 数 . 这 些 函数 是 初等 三 角 中 的 正弦 函数 和 余弦 函数 ， 
它们 的 反 函 数 , 以 及 从 它们 导出 的 函数 . 我 们 暂且 假设 读者 熟悉 它们 的 最 重要 的 性 


(1) 画 出 


CosT, sinZ， acosT+bsinz 


的 图 形 . 


针 初等 三 角 中 给 出 的 加 函数 的 定义 预先 假设 : 圆 的 任何 扇形 都 带 有 一 个 确定 的 数 , 称 为 它 的 面积 (area). 
如 何 说 明 这 一 假设 的 合理 性 将 在 第 7 章 和 第 9 章 中 给 出 . 
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[由 于 acosz +bsinz = Bcos(z A), 其 中 6 = Vlaz+ 本 ), 而 a 是 一 个 角 , 它 
的 余弦 和 正弦 分 别 是 a/ Va 十 配 ) 以 及 bf V(a? 十 刀 )， 故 这 三 个 函数 的 图 形 有 类 
似 的 特征 . ] 

(2) 画 出 cos? z,sin? z,acos?z 十 bsin?z 的 图 形 . 

(3) 假设 f(z) 和 F(z) 的 图 形 已 经 画 出 . 则 

f(z)cos? r+ F(z)sin?z 

的 曲线 是 一 条 在 y = f(z) 与 y = F(z) 之 间 振 动 的 波形 曲线 . 当 f(z) =z 且 
F(z) = z2 时 画 出 它 的 图 形 . 

(4) 证 明 : cos pz 十 cos gz 的 图 形 介 于 2cos3 (p 一 9)z 和 2c0s3 (p+ 的 图 
形 之 间 , 并 依次 与 这 每 个 图 形 相 切 . 当 (p 9) / p + 9) 很 小 时 粗略 绘 出 这 个 函数 的 
图 形 . (Math. Trip. 1908) 

(5) 画 出 z+sinz，(1/z) 十 sinz，zsinz， (sinz) /z 的 图 形 . 

(6) 画 出 sin (1/z) 的 图 形 . 

[如 果 y = sin (1/z), 那么 当 z = 1/mr 时 有 y = 0, 其 中 m 是 一 个 整数 . 类 似 
地 ， 当 s=1/ (2m+3 时 有 y= 而 当 #=1/ (2m 一 当 ) x 时 有 y= 一 lL 该 曲 
线 完全 包含 在 y = -1 与 y= 1 之 间 (图 13). 它 上 下 振荡 , 当 zx 接近 0 时 , 它 振荡 
得 越 来 越 快 . 对 z = 0, 函数 没有 定义 . 当 z 很 大 时 , y 很 小 .? 该 曲线 的 负 的 一 半 与 
正 的 一 半 有 相似 的 特征 . ] 

(7) 画 出 zsin (1/z) 的 图 形 . 

[ 恰 如 第 6 题 中 的 曲线 包含 在 y = -1 和 y = 1 之 间 一 样 , 这 条 曲线 包含 在 
y=-z 和 =z 之 间 ( 图 14).] 


图 13 图 14 


@ 有 关 这 一 段 的 更 精确 的 说 明 请 见 第 4 章 和 第 5 章 - 
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2z2sin 工 Ee (en 3) ， 直击 二 | ra 
I I I I I 
的 图 形 . 

(9) 画 出 cos z2,sin z?,acosz? 十 bsinz2 的 图 形 . 

(10) 画 出 arccosz 和 arcsinz 的 图 形 ( 反 余 弦 和 反正 弦 , 有 时 也 记 为 cos-:z 和 
sin 1z). 

[如 果 y = arccosz, 则 z = cosy. 这 使 我 们 能 画 出 x 的 图 (将 它 视 为 y 的 函数 )， 
同样 的 曲线 表明 y 是 z 的 函数 . 显然 y 仅 对 -1 < z < 1 有 定义 , 且 对 这 样 的 zx 的 
值 , 是 无 穷 多 值 的 . 读者 无 疑 能 记得 , 当 -1 < z < 1 时 , y 有 一 个 值 在 0 和 r 之 间 ， 
比方 说 就 是 则 y 的 其 他 的 值 可 由 公式 2nr 士 a 给 出 , 其 中 n 是 任何 整数 . ] 

(11) 画 出 


tanz, cotT， secz, Cosecz, tan2 x, cot? zx, sec27， cos ec27 


的 图 形 . 

(12) 画 出 arctan z, arccot z,arcsecz,arccosecz 的 图 形 . 给 出 公式 (如 在 第 10 
题 中 那样 ), 且 这 些 公 式 可 以 用 任何 特殊 的 值 表 示 出 这 些 函 数 中 每 个 函数 的 所 有 的 
值 . 

(13) 画 出 tan (1/z) ,cot (1/z) ,sec (1/z) ,cosec (1/z) 的 图 形 . 

(14) 证 明 cosz 和 sinz 不 是 z 的 有 理 函 数 . 

[一 个 函数 说 成 是 周期 的 (periodic)( 以 a 为 周期 ), 如 果 对 使 得 f(z) 有 定义 的 z 
的 所 有 的 值 都 有 f(z) = f(z 十 a). 从 而 cosz 和 sinz 都 有 周期 2r. 人 时 没有 
任何 周期 函数 能 够 是 一 个 有 理 函 数 , 除非 它 是 常数 . 因为 车 假设 有 

J(z) = P(z)/Q(z)， 
其 中 , P 和 Q 是 多 项 式 , 且 有 f(z) = f(z + a), 这 些 方程 中 每 一 个 都 对 z 的 所 
有 的 值 成 立 ， 令 f(0) = &, 则 方程 P(z) - kQ(z) = 0 被 无 穷 多 个 z 的 值 , 也 即 
z = 0,a,2a,… 所 满足 , 这 样 一 来 , 它 就 对 所 有 z 的 值 成 立 . 从 而 对 z 的 所 有 的 值 
就 有 f(z) = 上, 也 即 f(z) 是 一 个 常数 . ] 
(15) 更 一 般 地 , 证 明 任何 周期 函数 都 不 可 能 是 z 的 代数 函数 . 
[ 设 定义 该 代数 函数 的 方程 是 


+Ry™ + + Rmn=0, (1) 
其 中 已 ，… ,Rm 是 z 的 有 理 函数 . 它 可 以 被 写成 下 列 形式 
Py™ +Piy™ +.+Pn=0, 
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其 中 瓦 ,已 ,…. , Pn 是 z 的 多 项 式 . 如 上 加 以 讨论 , 我 们 看 出 , 对 z 的 所 有 的 值 都 


央 Pk™ + Pk™!+..+ Pn =0. 
因此 , 对 z 的 所 有 的 值 , y = 都 满足 方程 (1), 于 是 我 们 的 代数 函数 的 一 组 值 就 转 
化 为 了 一 个 常数 . 
现在 , 用 wy 一 上 来 除 (1), 并 且 重 复 这 种 方法 . 我 们 最 后 的 结论 是 : 对 z 的 任意 
的 值 , 我 们 的 代数 函数 都 取 同样 的 一 组 值 k,k',…; 也 即 它 由 一 定数 量 的 常数 组 成 .] 
(16) 反正 弦 和 反 余弦 既 不 是 有 理 函 数 , 也 不 是 代数 函数 . [这 可 以 由 如 下 事实 推 
出 : 对 z 的 介 于 -1 和 1 之 间 的 任意 的 值 , arcsin z 和 arccosz 都 有 无 穷 多 个 值 . ] 


29. F. 其 他 的 超越 函数 类 


在 重要 性 方面 仅 次 于 三 角 函 数 的 下 一 个 函数 类 是 指数 函数 和 对 数 函 数 , 它们 将 
在 第 9 章 和 第 10 章 中 加 以 讨论 . 但 这 些 函数 超出 了 我 们 现在 的 范围 . 而 大 多 数 性 质 
已 被 研究 过 的 其 他 的 超越 函数 类 (如 椭圆 函数 、Bessel 函数 、Legendre 函数 、 gamma 
函数 等 等 ) 也 都 超出 了 本 书 的 范围 . 不 过 有 一 些 初等 类 型 的 函数 , 尽管 它们 在 理论 
上 的 重要 性 远 不 如 有 理 函 数 、 代 数 函 数 或 者 三 角 函 数 , 但 是 它们 作为 函数 关系 的 可 
能 种 类 的 例证 却 有 特别 的 指导 意义 . 

例 XVI 

(1) 设 y = [z], 这 里 [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 它 的 图 画 在 图 15a 中 . 粗 
线 的 左 端点 都 属于 该 函数 的 图 , 而 右 端点 均 不 属于 图 . 

(2)y =z 一 [2] (图 15b). (3) y= V{z = 四 (图 15c). 

(gg= 四 +V 丰 = 加 (图 15d). (5) y=(z— [2)?, [z+ (z— [a))”. 

(60) y= [V9, 29], VE- VE] [9 ,A]. 

(7) 设 y 定义 为 z 的 最 大 素 因子 (largest prime factor)( 参 见 例 X 第 6 题 ). 则 y 
仅 对 z 的 整数 值 有 定义 . 如 果 


z=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,..., 


那么 
y= 1,2,3,2,5,3,7;,2,3,5,11,3,13,..-. 
它 的 图 形 由 若干 孤立 点 组 成 . 

(8) 设 y 是 zx 的 分 母 (donominator)( 例 X 第 7 题 ). 在 此 情形 下 y 仅 对 z 的 有 理 
值 有 定义 . 我 们 可 以 在 图 上 随意 标注 出 我 们 需要 的 任意 多 个 点 , 但 是 其 结果 并 不 是 
在 任何 通常 意义 下 的 曲线 , 且 不 存在 与 z 的 任何 无 理 数值 相对 应 的 点 ， 

画 出 连接 点 (N 一 1,N), (N,N) 的 直线 段 , 其 中 NN 是 一 个 正 整 数 . 证 明 : 曲线 
轨迹 位 于 该 线段 上 的 点 数 等 于 小 于 N 且 与 N 互 素 的 正 整数 的 个 数 . 
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一 一 A A 
: Sd da 


图 15 


(9) 设 当 x 为 整数 时 y = 0, 而 当 z 不 是 整数 时 y = z, 它 的 图 可 以 这 样 来 得 

出 : 从 直线 y = z 的 图 中 取出 点 
-1,—1), (0,0), (1,1), (2,2), 
并 将 z 轴 上 的 点 
(~—1,0), (0,0),(1,0),.… 

添加 进 其 中 . 

(10) 当 z 是 有 理 数 时 令 y = 1, 当 z 是 无 理 数 时 令 y = 0. 它 的 图 由 两 列 点 组 
成 , 它们 位 于 y= 1 和 wy = 0 这 两 条 线 上 . 我 们 单 从 视觉 上 是 无 法 将 它 的 图 和 两 条 
连续 的 直线 区 分 开 来 的 , 但 事实 上 它 的 图 比 每 条 直线 少 了 无 穷 多 个 点 . 

(11) 当 z 是 无 理 数 时 令 y = z, 而 当 z 是 有 理 分 数 p/q 时 令 


y= V{(l+P?)/ (1+92)}. 


z 的 无 理 数值 实际 上 对 于 函数 的 图 给 出 一 条 不 连续 的 曲线 , 但 是 表面 上 与 直线 
y = z 区别 不 出 来 . 

现在 考虑 z 的 有 理 值 . 首先 设 z 为 正 数 . 那么 , 除非 p = q, 也 即 x = 1, 否则 
VIT+TP)7(I+)j 不 可 能 等 于 p/gq. 故而 与 > 的 有 理 值 对 应 的 所 有 的 点 (除去 一 
个 点 (1,1) 之 外 ) 都 在 该 直线 之 外 . 再 次 , 如 果 p < 9 则 有 VT TF)7 (0g5)] > 
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p/g; 如 果 > gq, 则 有 VTI+P3)/(I+E)} <p/q. 从 而 , 当 0<z<1 时 它 的 点 
位 于 直线 y = z 的 上 方 , 而 当 z > 1 时 则 位 于 此 直线 下 方 . 如 果 p 和 4 很 大 , 则 
VTGT 古 7GETPJy 接近 于 p/q. 在 z 的 任何 值 附近 , 我 们 都 能 找到 任意 多 个 有 
很 大 分 子 和 分 母 的 有 理 分 数 . 所 以 它 的 图 中 包含 有 大 量 的 点 聚集 在 直线 y = z 周 
围 . 它 的 一 般 的 形状 (对 于 正 的 x 值 ) 是 被 一 群 孤 立 点 包围 着 的 一 条 直线 , 这 些 孤 
立 点 越 接近 直线 时 将 变 得 越 来 越 稠密 

图 形 的 与 负 的 z 值 对 应 的 部 分 由 这 条 不 连续 直线 的 剩 下 的 部 分 以 及 所 有 这 些 
孤立 点 关于 y 轴 的 对 称 点 合 起 来 组 成 ， 从 而 在 y 轴 的 左边 的 那 一 群 点 不 是 围绕 
y = z, 而 是 围绕 y = -z, 而 y = -z 本 身 并 不 属于 这 个 图 形 . 


30. 一 元 方程 的 图 形 解 
许多 方程 可 以 表示 成 


f(z) = ¢(7) (1) 
的 形式 , 其 中 f(z) 和 p(z) 是 容易 画 出 其 图 形 的 函数 . 又 如 果 曲 线 


y= f(z), y= 9(7) 


在 横 坐 标 为 & 的 点 P 处 相交 , 那么 & 就 是 方程 (1) 的 一 个 根 . 
例 XVII 
(1) 二 次 方程 4z? + 2bz + c 二 0. 这 个 方程 可 以 通过 多 种 方法 用 图 形 来 求解. 例 
如 , 我 们 可 以 画 出 
y=ar+2b, y= —c/z 
的 图 , 它们 的 交点 (如 果 有 的 话 ) 就 给 出 方程 的 根 . 或 者 也 可 以 取 
y=7, y=— (2br+c)/a. 


也 见 例 VI 第 2 题 . 
(2) 用 这 些 方法 中 的 任 一 方法 求解 方程 


22+27—3=0, Zz2—7r+4=0,，3z2+2z—2=0. 
(3) 方程 zm + ar +b = 0. 它 可 以 通过 构造 曲线 y = zm,y = -az 一 b 来 求解 . 
关于 
rT™"+ar+b=0 
的 根 的 个 数 , 验证 下 面 的 表 


65 为 正 数 时 ， 有 2 个 根 或 者 没有 根 ， 


im 全 下 6 为 负数 时 ， 有 2 个 根 . 
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a 为 正 数 时 ， 有 1 个 根 ， 
a 为 负数 时 ， 有 3 个 根 或 者 1 个 根 . 
请 构造 出 具体 的 数值 例子 以 说 明 所 有 可 能 的 情形 . 

(4) 证 明 方程 tan z = az +b 和 恒 有 无 穷 多 个 根 . 

(5) 确定 方程 


(b) mm 二 下 


1 < 1 1 
sinz = 7, Sng = 3 ins 三 sing = 790* 


的 根 的 个 数 . 
(6) 证 明 : 如 果 a 是 一 个 小 的 正 数 (例如 a = 0.01), 则 方程 


bg 
TT-a= snsin 7 
2 


有 三 个 根 . 同样 考虑 a 是 一 个 小 的 负数 的 情形 . 说 明 其 根 的 个 数 是 如 何 随 着 a 的 变 
化 而 变化 的 
31. 二 元 函数 及 其 图 形 表示 


在 第 20 节 中 我 们 考虑 了 由 一 个 关系 联系 的 两 个 变量 . 可 以 类 似 地 考虑 由 一 个 
关系 联系 的 三 个 变量 (z,y 和 z), 使 得 当 zx,y 这 两 者 的 值 给 出 时 , z 的 值 就 已 被 确 
定 了 . 在 此 情形 , 我 们 称 z 是 两 个 变量 > 和 y 的 函数 ; 称 z 和 y 是 独立 变量 , 而 称 
z 是 因 变 量 ; 且 我 们 把 > 对 z 和 y 的 这 一 依赖 关系 记 为 


z= f(z,y). 


对 这 一 更 加 复杂 的 情形 , 第 20 节 的 所 有 注解 只 需 作 适 当 的 修改 就 对 它 依然 有 效 . 

用 图 来 表示 这 样 的 两 个 变量 的 函数 的 方法 原则 上 与 对 于 单 变量 的 函数 采用 的 
方法 相同 . 我 们 在 三 维 空间 中 取 三 个 轴 OX, OY, 02, 且 每 个 轴 都 与 其 他 两 个 轴 相 
互 垂直 . 点 (a,b,c) 是 与 平面 YOZ, ZOX, XOY 的 距离 (按照 与 OX, OY, 02 平行 
的 方向 来 度量 此 距离 ) 为 a,5,c 的 点 . 当然 必须 注意 符号 , 沿 着 与 OX, OY, OZ 相 
同 的 方向 度量 的 长 度 视 为 正 的 . 坐标 、 轴 和 原点 的 定义 如 前 所 述 . 

现在 令 

z= f(z,y). 
当 z 和 ? 变化 时 , 点 (z,y% z) 将 在 空间 中 移动 . 它 所 取 的 所 有 的 位 置 构成 的 集合 称 
为 点 (z,y,z) 的 轨迹 (locus) 或 称 为 函数 > = f(z,y) 的 图 . 当 zx,y 和 > 之 间 用 来 
定义 z 的 这 个 关系 能 用 一 个 解析 公式 表示 时 , 这 个 公式 就 称 为 它 的 轨迹 的 方程 . 例 
如 , 容易 证 明 : 方程 
Ar+By+Cz+D=0 
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(一 般 的 一 次 方程 ) 代表 一 个 平面 (plane), 且 任 何平 面 的 方程 都 有 这 种 形式 . 方程 
(z—a)+(y-PB) +(z—7)* =p?, 


或 者 

T+ +2+2Fr+2Gy+2Hz+C=0 
表示 一 个 球面 (sphere), 其 中 F? 十 G? 十 H? 一 C > 0, 诸如 此 类 , 等 等 有 关 这 些 命 
题 的 证 明 , 我 们 必须 再 次 建议 读者 参看 相关 的 解析 几何 的 教科 书 . 


32. 平面 曲线 


迄今 为 止 我 们 都 是 用 记号 
y= /(7) (1) 

来 表示 y 对 z 的 函数 依赖 性 . 显然 , 当 y 是 由 z 的 显 式 公式 来 表示 的 时 候 , 这 个 记 
号 是 最 为 合适 的 . 

然而 , 我 们 经 常 要 处 理 不 可 能 或 者 不 方便 用 这 种 形式 来 表示 的 函数 关系 . 例如 ， 
如 果 中 -yw-z=0 或 者 z5 二 ys 一 ay = 0, 易 知 不 可 能 用 z 的 显 式 代数 函 数 表 示 
出 y. 如 果 

T+ +2Gr+2FYy+C =0, 


那么 就 有 
y=-F+V(F -2 —2Gr—0), 
但 是 y 对 于 > 的 函数 依赖 性 用 原来 的 方程 表示 更 为 简单 . 
在 所 有 这 些 情形 中 , 函数 关系 都 是 通过 将 两 个 变量 x 和 的 一 个 函数 与 0 等 
同 起 来 表示 , 也 就 是 用 方程 
f(z,y) =0 (2) 
来 予以 表示 的 ， 我们 将 采用 这 个 方程 作为 表示 函数 关系 的 标准 方法 ， 它 包含 方程 
(1) 作为 一 个 特例 , 这 是 因为 y - f(z) 是 z 和 3 的 函数 的 一 种 特殊 形式 . 此 时 我 们 
就 可 以 谈论 满足 f(z,y) = 0 的 点 (z,y) 的 轨迹 , 由 f(z,y) = 0 所 定义 的 函数 y 的 
图 , 曲线 或 者 轨迹 f(z,y) = 0, 以 及 这 条 曲线 或 者 轨迹 的 方程 了 . 
有 另外 一 个 经 常 使 用 的 表示 曲线 的 方法 . 假设 z 和 y 两 者 都 是 第 三 个 变量 t 
的 函数 , 这 两 个 函数 可 能 有 也 可 能 没有 某 种 特殊 的 几何 意义 . 我 们 可 以 记 为 


z= f(t), y= F(t). (3) 


如 果 对 上 指定 了 一 个 特殊 的 值 , x 和 y 的 对 应 的 值 就 已 知 了 . 每 一 对 这 样 的 值 就 定 
义 了 一 个 点 (z,y). 如 果 按 照 这 种 方法 作出 与 不 同 的 t 的 值 对 应 的 所 有 的 点 , 我 们 
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就 得 到 了 由 方程 (3) 所 定义 的 轨迹 的 图 . 例如 , 假设 
T=acost, y=asint. 


设 t 从 0 变 到 2x. 那么 容易 看 出 , 点 (z,y) 描绘 出 一 个 圆 , 其 圆心 在 原点 , 且 半 径 
为 a. 如 果 t 的 变化 超出 了 这 个 范围 , 则 (z,y) 就 一 再 重复 地 描绘 出 这 个 圆 . 

消去 上 得 到 z? +y? = a?, 这 是 通常 的 圆 的 方程 . 

例 XVIII 

(1) 方程 为 f(z,y) = 0,9(z,y) = 0 的 两 条 曲线 的 交点 (其 中 f 和 由 是 多 项 式 ) 
可 以 被 确定 , 如 果 这 些 方程 作为 x 和 y 的 一 对 联 立方 程 可 以 求解 的 话 . 其 解 一 般 
说 来 由 有 限 多 对 z 和 vw 的 值 组 成 . 于 是 这 两 个 方程 一 般 来 说 表示 有 限 多 个 孤立 点 . 

(2) 画 出 曲线 


(z+ =1, zy=1, zr-y=1 


的 图 . 
(3) 曲线 f(z,y) + MXg (z,y) = 0 表示 一 条 经 过 f =0 和 w=0 的 交点 的 曲线 . 
(4) 当 t 取 遍 所 有 实数 值 时 ， 
二 
(a) z=at+b, y=ct+d; (B) 三 = Ts = 上 
表示 何 种 轨迹 ? 
33. 空间 中 的 轨迹 


在 三 维 空间 中 有 两 种 基本 不 同 种 类 的 轨迹 , 其 中 最 简单 的 例子 是 平面 和 直线 . 

一 个 沿 着 一 条 直线 运动 的 粒子 只 有 一 个 自由 度 (one degree of freedom). 它 的 运 
动 方向 是 固定 的 ; 它 的 位 置 可 以 通过 位 置 的 一 个 度量 (例如 通过 度量 它 与 直线 上 一 
个 固定 点 的 距离 ) 而 完全 确定 . 如 果 我 们 取 该 直线 作为 我 们 在 第 1 章 中 的 基本 直线 
4, 那么 它 的 任何 一 个 点 的 位 置 只 要 用 单独 一 个 坐标 z 就 可 以 确定 . 另 一 方面 , 一 
个 在 平面 上 移动 的 粒子 有 两 个 自由 度 , 为 了 固定 它 的 位 置 需 要 确定 两 个 坐标 . 

由 单个 的 方程 


z= f(z,y) 
表示 的 轨迹 显然 属于 这 两 类 轨迹 中 的 第 二 类 , 称 之 为 一 个 曲面 (surface). 它 可 能 满 
足 也 可 能 不 满足 我 们 通常 意义 上 的 曲面 的 概念 . 
第 31 节 的 研究 显然 可 以 加 以 推广 , 从 而 给 出 三 个 变量 (或 者 任意 多 个 变量 ) 的 
函数 / (z,y z) 的 定义 . 与 在 第 32 节 中 相同 , 我 们 同意 采用 f (>,y) = 0 作为 平面 曲 
线 的 标准 形式 , 现在 我 们 也 赞同 采用 


f(z,y,z)=0 
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来 作为 曲面 方程 的 标准 形式 . 

由 形 如 z = f(z,y) 或 者 f(z,y,z) = 0 的 两 个 方程 所 表示 的 轨迹 属于 第 一 类 
轨迹 , 称 之 为 一 条 曲线 (curve). 例如 直线 可 以 用 两 个 形 如 Az + By+Cz+D=0 的 
方程 来 表示 . 空间 中 的 一 个 圆 可 以 表示 成 为 一 个 球面 和 一 个 平面 的 交 线 . 于 是 它 可 
以 用 两 个 形 如 

(zs—-a)?+(y—pB)*+(z—7)* =p, Ar+By+Cz+D=0 


的 方程 来 表示 . 

例 XIX 

(1) 三 个 形 如 f(z,y,z) = 0 的 方程 表示 什么 ? 

(2) 三 个 线性 方程 一 般 来 说 表示 一 个 单独 的 点 . 在 例外 情形 表示 什么 呢 ? 

(3) 平面 XOY 上 的 一 条 平面 曲线 f(z,y) = 0, 当 它 被 看 成 为 空间 中 的 轨迹 时 ， 
其 方程 是 什么 ? [f (x,y) = 0, z= 0] 

(4) 圆柱 面 . 单个 的 方程 f(z,y) = 0 视 为 三 维 空间 中 的 轨迹 时 , 其 意义 是 什么 
了 呢 ? 

[满足 f(z,y) = 0 的 曲面 上 的 所 有 的 点 与 z 取 什么 样 的 值 无 关 . 曲线 f(x,y) = 
0, z = 0 是 该 轨迹 与 平面 XOY 相交 所 得 的 曲线 . 该 轨迹 是 通过 此 曲线 的 所 有 点 画 
出 平行 于 02 的 直线 所 得 到 的 曲面 . 这 样 一 个 曲面 称 为 圆柱 面 (cylinder). ] 

(5) 在 平面 上 用 图 表示 曲面 . 或 许 不 可 能 通过 将 曲面 适当 地 画 在 平面 上 来 表示 
曲面 , 但 是 常常 可 以 如 下 来 得 到 曲面 的 特征 的 一 个 很 清晰 的 概念 设 曲面 方程 为 
2 一 (2 

如 果 我 们 给 z 一 个 特定 的 值 a, 我 们 就 得 到 一 个 方程 1 (z,y) = a, 我 们 可 以 将 
此 方程 视 为 确定 了 平面 上 的 一 条 曲线 . 画 出 这 条 曲线 , 并 将 它 记 为 (a). 实际 上 曲线 
(a) 就 是 该 曲面 与 平面 > = a 的 交 线 在 平面 XOY 上 的 投影 . 对 a 的 所 有 的 值 ( 当 
然 , 实际 上 是 对 a 的 有 选择 的 值 ) 作出 这 样 的 投影 曲线 . 我 们 就 得 到 如 图 16 所 示 的 
这 样 一 种 图 形 . 它 立即 就 使 我 们 联想 到 了 等 高 地 形 测绘 图 : 事实 上 它 就 是 这 种 图 的 
构造 原理 . 等 高 线 1 000 是 地 表 曲 面 被 海平 面 之 上 1 000 英尺 处 与 海平 面 平行 的 平 
面 所 截 得 的 截 线 在 海平 面 上 的 投影 .? 

(6) 画 出 描绘 曲面 2z = 3zy 的 形状 的 一 列 等 高 线 . 

(7) 正 圆锥 面 . 将 坐标 原点 取 在 锥 的 项 点, 取 沿 着 锥 的 轴 作 为 > 轴 , 并 令 a 为 
锥 的 半 项 角 . 则 锥 的 方程 ( 它 必 须 看 成 是 从 顶点 向 两 个 方向 延伸 ) 是 


2zZ2 十 只 一 ztan2a=0. 


(8) 一 般 的 旋转 曲面 . 第 (7) 题 中 的 锥 与 ZOX 交 于 两 条 线 , 这 两 条 直线 的 方 


中 我 们 假设 地 球 的 曲率 的 影响 可 以 忽略 不 计 . 
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程 可 以 包容 在 方程 z? = z?tan? a 之 中 . 也 就 是 说 , 由 曲线 y = 0,z2 = z2tan2 a 绕 
z 轴 旋 转 所 产生 的 曲面 的 方程 可 以 从 上 面 的 第 二 个 方程 将 z? 改 成 z? + 刀 而 得 到 . 
一 般 地 证 明 : 由 曲线 y = 0,z = f(z) 绕 z 轴 旋 转 所 产生 的 曲面 的 方程 是 


V (2 十 她) = (2). 


(9) 一 般 的 锥 面 . 由 经 过 一 个 固定 点 的 直线 所 形成 的 曲面 称 为 一 个 锥 (cone): 该 
固定 点 称 为 锥 的 顶点 (vertex). 第 (7) 题 中 的 正 圆锥 是 它 的 一 个 特例 . 证 明 : 项 点 在 
原点 O 的 锥 的 方程 形 如 f(z/z,z/y) = 0, 且 任何 一 个 这 种 形式 的 方程 又 都 表示 一 
个 锥 . [如 果 (z,y z) 在 锥 上 , 则 对 任意 的 和 的 值 , (Xz, Xy, Xz) 必定 也 在 锥 上 . ] 

(10) 直 纹 曲面 . 圆柱 面 和 锥 面 是 由 直线 组 成 的 曲面 的 特殊 情况 . 这 样 的 曲面 称 
为 直 纹 曲面 (ruled surface). 

两 个 方程 


r=az+b, y=cz+d (1) 


表示 两 个 平面 的 交 , 也 即 是 一 条 直线 . 现在 假设 a,b, c,d 不 是 常数 , 而 是 一 个 辅助 变 
量 t 的 函数 ,对 t 的 任何 特殊 的 值 , 方程 (1) 定义 了 一 条 直线 . 当 上 变化 时 , 这 条 
直线 移动 并 生成 一 个 曲面 , 此 曲面 的 方程 可 以 通过 在 (1) 的 两 个 方程 之 间 消去 t 得 
到 . 例如 在 第 (7) 题 中 , 生成 该 锥 面 的 直线 方程 是 


Z=ztanacost y= ztanasint, 


其 中 上 是 平面 XO2 与 经 过 该 直线 以 及 z 轴 的 平面 之 间 的 交角 . 

直 纹 曲面 的 另 一 个 简单 的 例子 可 以 构造 如 下 ， 取 一 个 正 圆柱 面 的 两 个 与 轴 垂 
直 且 相距 1 的 截面 (图 17a), 我 们 可 以 想象 圆柱 的 曲面 是 由 一 组 像 PQ 那样 长 度 为 
人 纤细 而 有 刚性 的 杆 所 作成 的 , 杆 的 端点 固定 在 半径 为 a 的 两 个 圆 形 杆 上 . 

现在 让 我 们 再 取 第 三 个 有 同样 半径 的 圆 形 杆 , 并 将 它 绕 着 圆柱 面 放置 在 离 前 两 
个 圆 形 杆 中 的 一 根 杆 距 离 为 h 的 位 置 上 ( 见 图 17a, 其 中 Pa = h). 松 开 杆 PQ 的 
端点 Q, 并 让 PQ 绕 P 点 旋转 , 直到 Q 可 以 固定 在 第 三 个 圆 形 杆 上 的 位 置 8' 时 
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为 止 . 图 中 的 角 90Q' = a 由 
2 
Ph=gQ?= (zasin $e) 


给 出 . 对 构成 该 圆柱 面 的 所 有 其 他 的 杆 用 同样 的 方法 加 以 处 理 . 我 们 得 到 一 个 直 纹 
曲面 , 它 的 形状 如 图 17b. 它 全 部 由 直线 所 构成 , 但 是 该 曲面 却 是 处 处 弯曲 的 , 且 一 
般 来 说 , 它 的 形状 与 某 种 形式 的 餐巾 环 相像 (图 17c). 
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1. 证 明 : 如 果 y = f(z) = (az 十 b)/(cr 一 a), 则 有 z= f(y). 
2. 如 果 对 所 有 z 的 值 都 有 / (z) = f(z), 则 称 7 (z) 是 一 个 偶 (even) 函数 . 如 
果 1s) = -7 (zj 则 称 它 为 一 个 奇 (odd) 函数 . 证 明 : 对 所 有 x 的 值 定义 的 任何 
函数 都 是 一 个 偶 函数 和 一 个 奇 函 数 之 和 . 
[利用 恒等式 1(z) = 了 {f(z) + 了 (=)}+3{f (9) 一 了 (2)}.] 
3. 画 出 函数 
3sinz 二 4cosz， sin ( 读 sin z) 


的 图 . (Math. Trip. 1896) 
4. 画 出 函数 

sinz (acos2z 十 bsin27)， (acos2z 十 bsin2z) ， ( 尘 ) 

I 


的 图 . 


画 出 函数 z[1/2], [z] /z 的 图 . 
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6. 画 出 函数 


(i) arccos (2z2 — 1) 一 2arccos Ti 


Q 十 了 
一 arctana — arctanz 
1 一 az 


的 图 , 对 任何 a 的 值 , 其 中 的 符号 arccos a, arctan a 表示 其 余弦 或 者 正切 值 恰好 等 
于 a 的 最 小 的 正 (或 0) 角 . 

7. 验证 下 面 的 利用 直线 y = z 以 及 f(z) 和 4 (z) 的 图 来 作 f {9 (z)} 的 图 的 
方法 : 沿 OX 轴 取 04 = z, 与 OY 平行 画 出 4B, 且 与 y= $(z) 相交 于 B; 与 OX 
平行 画 出 BC, 且 与 y = z 相交 于 C; 与 OY 平行 画 出 CD, 且 与 y = f(z) 相交 于 
DD; 与 OX 平行 画 出 DP, 且 与 4 有 相交 于 P, 那么 点 P 就 是 所 求 的 图 上 的 一 个 点 . 

8. 证 明 : z3 十 pz 十 g 二 0 的 根 是 抛物 线 y = z? 和 贺 


(ii) arctan 


ZT2++p-1)y+gr=0 


的 ( 异 于 原点 的 ) 交点 的 横 坐 标 . 
9. 2 十 nz3 十 pz? 十 qz 十 r= 二 0 的 根 是 抛物 线 = Sne 与 贺 


1 1 1 1 
2 2 二 112 一 ~ 人 二 首 二 二 二 
2 十 1 + (bn jt nta) z+ (p 1 je) y+ 0 


的 交点 的 横 坐 标 . 
10. 讨论 用 曲线 y = zm,y = -az2 -bz 一 c 来 图 解 方程 


Zm 十 az2 二 bz+c= 0. 


画 一 张 表 给 出 各 种 可 能 的 根 的 个 数 . 
11. 解 方程 secb 上 +cosecb = 2V2, 并 证 明 : 如 果 cz < 8, 则 方程 sec9+cosecb =c 
在 0 和 2r 之 间 有 2 个 根 , 而 当 c > 8 时 , 它 有 4 个 根 . 
12, 证 明 : 方程 
27 = (2n+1)x(l— cosz) 
有 2n + 3 个 根 , 且 没 有 再 多 的 根 了 , 并 粗略 指出 根 的 位 置 , 其 中 ”是 一 个 正 整数 . 
13. 证 明 : 方程 3zsinz = 1 在 -x 与 之 间 有 4 个 根 . 


14. 讨论 方程 
(1) cotz 十 7 一 5 一 (2) z2 +sin2z = 1; (3) (1 + 2?) tanz = 2z2; 
(4) i (5) (1—cosz)tana— z+sinz=0 


的 根 的 个 数 及 其 数值 . 
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15. 当 z= a,b,c 时 取 值 为 a, 8,7 的 二 次 多 项 式 是 
(z-jz-ej , AT-oO(r-o) Ca 一 昌 
aD) tt Go 0 +(e-a) (co) 
对 当 z = a1,a2,… ,an 时 取 值 为 qi,az,… ,an 的 n 一 1 次 多 项 式 给 出 一 个 类 似 的 
公式 . 
16. 求 一 个 关于 z 的 二 次 多 项 式 , 它 对 z 的 值 0, 1, 2 取 值 为 1/c,1/ (c+1),1/ 
(e+2); 并 证 明 它 当 zx = c+ 2 时 取 值 为 1/ (c 二 1). (Math. Trip. 1911) 
17. 证 明 : 如 果 z 是 y 的 一 个 有 理 函数 , 且 y 是 z 的 一 个 有 理 函 数 , 那么 就 有 
Ary+ Br+Cy+D=0. 


18. 如 果 y 是 z 的 一 个 代数 函数 , 那么 > 是 y 的 一 个 代数 函数 . 
19. 验证 : 对 于 0 和 1 之 间 的 所 有 zx 的 值 , 方程 


2 


almz= 放 


Z 二 (1 一 Z) (与 5) 


近似 地 成 立 . 


z=[z]+[ly], z=z+y-[z]—[M 

有 何 种 形式 的 图 ? 

21. 函数 

z=8inz+siny, z=sinzsiny, z= sinry, z= sin (x? 牛 y) 

有 何 种 形式 的 图 ? 

22. 无 理 数 的 几何 构造 . 在 第 1 章 中 , 从 给 定 的 单位 长 度 出 发 , 我们 对 于 等 于 
V2 的 长 度 给 出 了 一 两 个 简单 的 几何 构造 法 . 我 们 还 指出 了 怎样 来 构造 任何 二 次 方 
程 zz+2bz+c= 0 的 根 , 这 里 假设 我 们 可 以 构 作 长 度 等 于 系数 a,b,c 的 任何 比值 
的 线段 , 例如 当 a,b,c 是 有 理 数 时 的 情形 正 是 这 样 . 所 有 这 些 作 图 法 都 可 以 称 之 为 
Euclid 作 图 法 , 即 这 种 作 图 法 只 用 到 直 尺 和 圆规 . 

很 清楚 , 不 论 它 如 何 复杂 , 我 们 都 可 以 用 这 种 方法 来 构造 用 平方 根 的 任意 组 合 
所 定义 的 无 理 数 所 度量 的 长 度 . 例如 


17+3VIL 17—3V1l 
17—3Vii/ N\17+3ViT 
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就 是 适用 于 此 的 一 例 . 这 个 表达 式 包含 一 个 四 次 根 , 不 过 它 自然 是 二 次 根 的 二 次 根 . 
例如 , 作为 1 和 11 的 几何 平均 我 们 首先 作出 ViIL, 然后 作出 17+3VIL 和 17-3Vil， 
等 等 . 或 者 这 两 个 混合 型 的 根 式 也 可 以 作为 z? 一 34z + 190 = 0 的 根 而 直接 构造 出 
来 . 

反之 , 只 有 这 种 类 型 的 无 理 数 才 可 以 用 Euclid 作 图 法 构造 出 来 . 从 单位 长 度 出 
发 , 可 以 作出 任何 有 理 的 长 度 . 从 而 可 以 作出 直线 Az + By + C = 0, 只 要 4, B,C 
的 比值 是 有 理 数 即 可 , 我 们 还 可 以 作出 圆周 


(z—a) +(y-8) =p 


(或 者 2 十 好 十 29z 二 2fy 十 c= 0), 只 要 a,B,p 是 有 理 数 , 且 这 个 条 件 比 含 g, jc 
是 有 理 数 . 

现在 在 任何 Euclid 作 图 法 中 , 向 图 中 添加 的 每 一 个 新 的 点 都 是 由 两 条 直线 或 
者 两 个 圆 或 者 一 条 直线 和 一 个 圆 的 交点 而 确定 的 . 但 是 , 如 果 系 数 是 有 理 数 , 像 


Ar+By+C=0, T+y+2gr+2fy+c=0 


这 样 的 一 对 方程 在 求解 时 可 给 出 z 和 vy 的 形 如 m + nv5 的 值 , 其 中 m,n,p 是 有 
理 数 : 这 是 因为 , 如 果 在 第 二 个 方程 中 用 y 的 表达 式 来 替代 zx 的 话 , 我 们 就 得 到 关 
于 y 的 一 个 有 有 理 系数 的 二 次 方程 . 故 由 具有 有 理 系数 的 直线 和 圆 而 得 到 的 所 有 
的 点 的 坐标 可 以 用 有 理 数 以 及 二 次 根 式 加 以 表示 .这 个 结论 对 于 用 这 样 的 方法 得 
到 的 任意 两 点 之 间 的 距离 V{(zi + za) 2 + (yi 十 y2)?} 也 同样 成 立 , 

有 了 这 样 作出 来 的 无 理 的 距离 , 我 们 就 可 以 着 手 来 构造 若干 条 直线 和 圆 , 它们 
的 系数 本 身 现在 可 以 包含 二 次 根 式 . 然而 , 显然 , 我 们 用 这 样 的 直线 和 圆 所 能 构造 
出 来 的 所 有 的 长 度 仍然 只 能 用 平方 根来 加 以 表示 , 尽管 现在 我 们 得 到 的 根 式 表达 式 
可 以 有 更 为 复杂 的 形式 . 不 论 怎样 反复 地 重复 我 们 的 作 图 方法 , 这 一 结果 依然 成 立 . 
从 而 Euclid 作 图 法 只 能 作出 包含 平方 根 的 任何 二 次 根 式 , 仅 此 而 已 . 

古代 一 个 著名 的 问题 是 立方 倍 积 问题 ( 即 倍 立方 问题 , duplication of the cube), 也 就 是 说 
用 Euclid 作 图 法 作 一 个 2 的 长 度 . 可 以 证 明 : 2 不 可 能 用 有 理 数 与 平方 根 的 任何 有 限 组 
合 来 表示 , 所 以 立方 倍 积 问题 不 可 能 有 解 . 见 Hobson 的 Sguaring the circle 一 书 第 47 页 以 
及 其 后 内 容 . 证 明 的 第 一 步 就 是 证 明 2 不 可 能 是 具有 有 理 系 数 的 二 次 方程 ar? 十 2bz 十 c= 0 
的 根 , 此 证 明 已 在 第 1 章 中 给 出 (第 1 章 杂 例 第 27 题 ). 

23. 证 明 : 从 给 定 的 单位 长 度 出 发 , 仅 能 用 直 尺 所 构造 出 来 的 长 度 是 有 理 的 长 
me 


的 近似 玉 积 设 O 是 一 下 和 全 和 RR 的 圆 的 圆心 . 在 4 点 的 切线 上 取 
AP= Ne 并 沿 同样 的 方向 取 4Q = BR. 在 40 上 取 4N = OP, 并 与 OQ 平行 
地 作出 NM, 交 4P 于 M. 证 明 
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AM/R= VI 6. 


并 证 明 : 取 4M 作为 这 个 圆 的 周 长 就 会 得 到 x 的 精确 到 小 数 点 后 五 位 的 值 . 如 果 
RR 是 地 球 的 半径 , 则 假设 AM 为 其 周 长 所 产生 的 误差 小 于 11 码 ”. 

[在 第 15 节 中 我 们 说 过 , x 是 一 个 超越 数 , 但 是 本 书 我 们 甚至 不 可 能 证 明 它 是 
无 理 数 . 这 个 结论 首先 是 由 Lambert 在 1761 年 用 连 分 数 予以 证 明 的 . 

® 

对 x 的 最 熟知 的 近似 值 是 至 和 3 , 后 者 准确 到 6 位 小 数 . 印度 人 用 到 过 近 
似 值 VI0( 小 数 第 二 位 不 正确 ). 大 量 奇妙 的 近似 值 可 以 在 Ramanujan 的 Collected 
papers 第 23~39 页 中 找到 . 其 中 最 简单 的 几 个 近似 值 是 


19 5 GE (w+ 时) (Ee): 


6 二 六 5 22 25 \ 7+15V5 


这 些 值 分 别 正确 到 小 数 点 后 第 3, 3, 8 位 和 第 9 位 . ] 

25， 六 23 的 构造 . O 是 抛物 线 y? = 4z 的 顶点 , 而 5 是 它 的 焦点 , 已 是 它 与 抛物 
线 z2 = 2y 的 一 个 交点 . 证 明 : OP 与 第 一 条 抛物 线 的 正 焦 弦 (latus rectum) 交 于 一 
点 Q, 其 中 SQ = 2. 

26. 取 一 个 直径 为 单位 长 的 圆 , 取 其 一 条 直径 O4 以 及 过 点 4 的 切线 . 作 一 条 
弦 OBC 与 圆 交 于 B, 与 切线 交 于 C. 在 这 条 直线 上 取 OM = BC. 取 O 作为 原点 ， 
并 取 O4 作为 z 轴 , 证 明 : M 的 轨迹 是 曲线 


(z2+3)z 一 内 =0 


[ 尖 点 蔓 叶 线 (Cissoid of Diocles)]. 概略 描绘 出 该 曲线 . 沿 y 轴 取 一 个 长 度 OD = 2. 
设 AD 与 该 曲线 交 于 P, 而 OP 与 圆 在 点 4 的 切线 交 于 Q. 证 明 4Q = 2. 


四 码 是 英美 制 的 长 度 单位 , 1 码 =3 英尺 , 约 等 于 0.914 4 米 . 一 一 译 者 注 
加 中 国 古代 数学 家 把 时 称 为 琉 率 , 而 把 355 称 为 密 率 . 包括 中 国 在 内 的 许多 国家 的 古代 数学 家 都 用 


113 
过 民 作为 x 的 一 个 有 理 近似 值 . 而 首创 用 密 率 2 来 作为 工 的 一 个 非常 实用 且 又 便于 记忆 的 有 


理 近似 值 的 是 生活 在 公元 500 年 左右 的 中 国 数学 家 祖冲之 , 直到 差不多 1 千年 之 后 , 外 国 数学 家 才 
达到 并 超过 祖冲之 的 这 一 成 就 . 这 个 问题 与 数论 中 的 连 分 数理 论 以 及 用 有 理 数 逼 近 实数 等 问题 有 重 
要 的 联系 . 一 一 译 者 注 
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34. 沿 直线 和 在 平面 上 的 位 移 

我 们 在 前 面 两 章 中 所 关注 的 “实数 "z 可 以 从 多 个 不 同 的 观点 加 以 研究 . 它 可 
以 视 为 一 个 纯粹 的 数 , 毫 无 几何 意义 , 也 可 以 用 至 少 三 种 不 同 的 方式 赋予 它 以 几何 
意义 ; 它 可 以 视 为 一 个 长 度 的 度量 , 也 即 第 1 章 中 沿 着 直线 4 所 取 的 长 度 4oP; 它 
可 以 被 看 成 是 一 个 点 的 标记 , 也 即 离开 4o 的 距离 是 z 的 点 P; 它 还 可 以 被 看 成 为 
在 直线 4 上 位 置 的 移动 或 者 位 置 的 改变 的 度量 . 正 是 最 后 这 种 观点 是 我 们 现在 要 
关注 的 焦点 . 

想象 在 直线 4 上 的 已 点 放置 一 个 小 的 质点 , 然后 将 它 移动 到 点 Q. 我 们 就 把 
将 质点 从 P 迁移 到 Q 所 需要 的 位 置 的 移动 或 者 改变 称 为 位 移 (displacement)PQ. 
要 完全 确定 一 个 位 移 需 要 三 样 东西 : 大 小 (magnitude), 指向 (sense)( 即 沿 直线 向 前 
还 是 向 后 ), 以 及 所 谓 的 作用 点 (point of application), 也 即 该 粒子 的 原始 位 置 P. 但 
是 , 当 我 们 仅仅 考虑 由 于 位 移 所 产生 的 位 置 的 改变 时 , 自然 可 以 忽视 作用 点 , 而 把 
长 度 和 方向 相同 的 所 有 位 移 视 为 等 价 的 . 这 样 一 来 , 位 移 就 由 长 度 PQ = z 以 及 由 
z 的 符号 所 确定 的 唯一 的 方向 所 指定 . 于 是 , 我 们 可 以 毫 不 含糊 地 说 成 位 移 [z]", 可 
记 PQ = [zl]. 

我 们 用 方 括号 将 位 移 和 长 度 或 者 数 ze 区 别 开 来 . 如 果 PP 的 坐标 是 a, 则 8 的 
坐标 就 是 a + z; 这 样 一 来 , 位 移 [z] 就 将 一 个 质点 从 点 a 移动 到 点 十 z. 

我 们 现在 转向 研究 平面 上 的 位 移 . 我 们 可 以 如 前 一 样 定义 位 移 PQ. 但 是 为 了 
完全 确定 它 , 需要 更 多 的 信息 . 我 们 需要 知道 : (i) 位 移 的 大 小 , 也 即 直线 段 PQ 的 
长 度 ; (i) 位 移 的 方向 , 它 是 由 PQ 与 平面 上 某 条 固定 的 直线 作成 的 角度 所 确定 的 ; 
(ii) 位 移 的 指向 ; 以 及 (iv) 它 的 作用 点 . 在 所 有 这 些 要 求 中 , 我 们 可 以 忽略 第 4 个 
要 求 , 也 即 如 果 两 个 位 移 有 相同 的 大 小 、 方 向 和 指向 , 我 们 就 把 他 们 视 为 等 价 的 . 换 
言 之 , 如 果 PQ 和 RS 是 相等 且 平 行 的 , 且 从 P 到 @ 的 运动 指向 与 从 玉 到 3 的 
运动 指向 也 相同 , 我 们 就 把 位 移 PQ 与 RS 视 为 等 价 的 , 并 记 


P60 = 715. 


GD 几乎 不 需要 提醒 读者 注意 : 不 要 把 这 里 使 用 的 符号 fz] 与 在 第 2 章 中 ( 例 XVI 以 及 杂 例 第 20 题 ) 
使 用 的 符号 混淆 . 

加 严格 地 说 , 根据 记号 之 间 某 些 类 似 的 区 别 , 我 们 应 该 把 实际 的 长 度 > 和 度量 这 个 长 度 的 数 zx 区 别 开 
来 . 读者 可 能 倾向 于 认为 这 样 的 区 分 是 迁 腐 的 但 是 日 益 增长 的 数学 经 验 将 会 向 他 揭示 : 清楚 地 区 
分 那些 尽管 有 紧密 联系 然而 却 是 不 同 的 事物 有 极 大 的 重要 性 . 


现在 取 平面 上 任意 一 对 坐标 轴 (如 图 18 中 的 OX,OT 
那样 ). 画 一 条 与 PQ 相等 且 平 行 的 直线 段 04, 从 O 到 4 
的 运动 指向 与 从 P 到 @ 的 运动 指向 相同 . 那么 位 移 P@ 
与 O04 是 等 价 的 位 移 . 设 z 和 y 是 4 的 坐标 . 那么 显然 ， 
当 z 和 3? 给 定时 , O4 即 已 完全 被 指定 . 我 们 称 04 是 位 
移 [z, 引 , 并 记 


O04= PO= RS= |[z,y. 
35. 位 移 的 等 价 与 位 移 的 数 乘 
如 果 & 和 是 PP 的 华 标 ,而 &? 入 是 @ 的 坐标 , 显然 有 


T= -6€, y=7—n. 
于 是 从 (&,n) 到 (8',7) 的 位 移 就 是 
[fe AE 


显然 , 两 个 位 移 [z,y], [z',y1] 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 z = z',y = y. 从 而 [x,y] = 
[z',y 当 且 仅 当 


1/ 


T=7, y=. (1) 
首位 移 QP 就 是 [E 一 &,n 一 ,自然 我 们 认同 有 
[€-€,9—]=-[—é6,7—, 
QP = -PQ, 

这 些 等 式 实际 上 就 是 符号 一 [5 一 ,7 一 ,一 PG 的 意义 的 定义 . 从 而 我 们 约定 有 

—[z,y) = [zr,—y, 
进一步 约定 有 

alz,y = [az, oy], (2) 


其 中 a 是 任何 正 的 或 者 负 的 实数 , 于 是 (图 18), 如 果 0B = -304, 那么 
于 i 1 2 
=-5304= -a = [- 关 -到 : 


等 式 (1) 和 等 式 (2) 定义 了 前 两 个 与 位 移 有 关联 的 重要 的 概念 , 也 就 是 位 移 的 
等 价 (equivalence) 以 及 位 移 的 数 乘 (multiplication of displacement by numbers). 


OF 
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36. 位 移 的 加 法 

我 们 还 没有 给 出 任何 定义 , 它 使 我 们 能 对 于 表达 式 

PO+ PO, [z,y+[z,Y) 

赋予 某 种 意义 . 常识 立即 提示 我 们 : 应 该 把 两 个 位 移 的 和 定义 成 为 一 个 位 移 , 这 个 
位 移 是 连续 作 这 两 个 给 定 的 位 移 所 得 到 的 . 换 句 话说 , 这 告诉 我 们 : 如果 画 出 与 
P'Q@' 相等 且 平 行 的 QQ1, 使 得 对 于 位 于 PP 的 粒子 连续 作 位 移 PO, PC 的 结果 就 
是 先 将 它 移动 到 Q, 然后 再 移动 到 Qi, 我 们 应 该 将 PG 和 PE 的 和 定义 为 FG1. 
如 果 此 时 我 们 画 出 等 于 且 平 行 于 PQ 的 04, 再 画 出 等 于 且 平行 于 P'Q' 的 OB, 并 
作出 平行 四 边 形 O4CB( 如 图 19), 则 有 


PQ+P'WQ = PQ1= 0A+0O0B= 0C. 


图 19 


让 我 们 来 研究 采用 这 一 定义 所 得 到 的 推论 . 如 果 B 的 坐标 是 (z',y), 则 4B 的 

中 点 的 坐标 是 G (ete) ,d+ 四 )， 且 C 的 坐标 是 (2 十 zy 十 四). 故而 
[2 要 十 [25 帮 == 区 +z2Y 十 员 ， (3) 
它 可 以 视 为 位 移 加 法 的 符号 定义 . 注意 到 
区 ,加 十 区 可 = 区 二 mm 如 
=[z+2,y+Y)= [y+ [re,y)]. 

换 句 话说 , 位 移 的 加 法 服从 交换 律 , 在 通常 的 代数 中 交换 律 是 用 方程 a+5 = b+a 来 
表示 的 . 这 个 定律 表示 了 显然 的 几何 事实 : 如 果 我 们 从 P 点 首先 移动 一 个 与 PQ 
相等 且 平 行 的 距离 PQ2, 然后 再 移动 一 个 与 PQ 相等 且 平行 的 距离 我们 将 会 与 前 
面相 同 到 达 同 一 个 点 Qi 
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特别 地 , 有 
[z,y] = [2,0] +[0,Y. (4) 
这 里 [z,0] 表示 沿 着 平行 于 OX 的 方向 所 作 的 距离 为 z 的 位 移 . 事实 上 这 正 是 我 
们 在 前 面 用 [z] 所 表示 的 东西 , 在 那里 我 们 只 考虑 沿 直线 的 位 移 . 我 们 把 [z,0| 和 
[0,4] 称 为 [z,y] 的 分 量 (component), 而 称 [zx,y] 是 它们 的 合成 (resultant). 
一 旦 定义 了 两 个 位 移 的 加 法 , 在 定义 任意 多 个 位 移 的 加 法 时 , 就 不 会 有 更 多 的 
困难 . 例如 , 根据 加 法 , 有 


[ey + ey) + [ey = (ly + [ey)) + [ey] 
=[z+z,y+y + [y= [+r +e ,y+y + 


我 们 用 等 式 
lz, — [zy = [y+ (- [2,9)) (5) 
来 定义 位 移 的 减法 , 这 与 [z,y] 十 [--z', 一 或 者 [z 一 zx/,y -yy 有 同样 的 意义 . 特别 
地 ， 
[z,y] — [x,y) = [0, 0]. 

位 移 [0,0] 保留 粒子 在 原 地 不 动 , 它 就 是 零 位 移 (zero displacement), 我 们 约定 
记 成 [0,0] = 0. 

例 XX 

(1) 证 明 

QD alBz, Py] = Plaz, oy] = [abz, oy]; 

© ([z,y + [z+ zy) = [z+ (zy) + 2, ); 

®@ [zy + [zy = [zy + [zy); 

@ (a+p) [zy = alz,y +B [zr,Yy; 

© af{lz, y+ [2,9)} = fz, y+ olz’, YN). 

[我 们 已 经 证 明了 @. 剩余 的 等 式 可 以 很 容易 地 从 定义 得 出 . 对 每 一 种 情形 , 读 
者 都 应 该 考虑 该 等 式 的 几何 意义 , 如 同 我 们 在 证 明 @ 中 所 做 过 的 那样 .] 

(2) 如 果 M 是 PQ 的 中 点 , 那么 DT = 了 (OP+ DG). 更 一 般 地 , 如 果 M 把 
PQ 分 成 比例 为 4: 和 的 两 部 分 , 则 有 


(3) 如 果 G 是 位 于 忆 , 户 ,… ,已 处 的 一 大 批 相 同 粒子 的 中 心 , 那么 


06= (0F +0B+...+0F). 
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(4) 如 果 PQ, R 是 平面 上 共 线 的 点 , 那么 就 能 找到 不 全 为 零 的 实数 a, 8,, 使 
得 
a-:OFP+8.00+7Y:0R=0, 
且 反 之 亦 然 . [实际 上 这 仅仅 是 第 (2) 题 的 另 一 种 表达 方式 .] 
(5) 如 果 AB 和 AC 是 不 在 同一 直线 上 的 两 个 位 移 , 且 


a.AB+B:AC =7Y:AB+6: AC, 


那么 就 有 a=7Y 且 f=5. 2 £ 
[ 取 AB1 = a. 4AB, 40 = B.AC. 作 平 行 四 边 形 
AB1iPiC1. 则 有 AB =a.AB+B.AC. 显然 , 4B 仅 
能 以 唯一 一 种 方式 表示 成 这 种 形式 , 从 而 得 出 定理 .] 
(6) 4BCD 是 一 个 平行 四 边 形 . 经 过 平行 四 边 形 ”4 了 B 
内 的 一 点 Q 画 出 与 边 平行 的 RQS 和 TQU( 如 图 20). 图 20 
证 明 : RU,TS 在 4C 上 相交 . 
[ 设 比值 4T : 4B, 4R: 4D 记 为 a, 8, 那么 


AU =a.AB+AD. 
AS = AB+B.: AD. 
设 RU 与 4C 相交 于 已. 那么 , 由 于 R,U,P 共 线 , 所 以 有 


其 中 jy/ 和 A 是 忆 将 RU 分 成 的 比例 . 也 就 是 说 


= A + 
入 十 用 入 十 及 


但 是 由 于 PP 在 AC 上, 故而 4P 是 4C 的 一 个 倍数 ; 也 即 


AP=k:AC=k.AB+Ek:AD. 


从 而 (第 (5) 题 )ay = BA 十 4 = (入 十 各 大 由 此 推出 


-0 
~ a+pB-1 
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这 个 结果 的 对 称 性 表明 , 类 似 的 讨论 也 可 以 得 出 


这 里 P' 是 Ts 与 4C 的 交点 . 于 是 已 和 P' 是 同一 个 点 . ] 

(7) 4BCD 是 一 个 平行 四 边 形 , M 是 4B 的 中 点 . 证 明 : DM 三 等 分 4C, 且 
也 被 4C 三 等 分 . 了 
37. 位 移 的 乘法 

到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 打算 对 于 两 个 位 移 的 乘积 这 一 概念 给 以 任何 意义 . 这 
方面 唯一 考虑 过 的 一 类 乘法 是 用 一 个 数 来 乘 一 个 位 移 . 迄今 为 止 , 表达 式 


[z,y] lz’, 


还 毫 无 意义 , 现在 我 们 可 以 毫 无 拘束 地 按照 我 们 的 意愿 来 给 出 它 的 定义 . 

我 们 对 于 定义 的 选择 基于 如 下 的 原则 . 显然 (1) 两 个 位 移 的 乘积 应 该 还 是 一 个 
位 移 . 其 次 , 我 们 已 经 定义 了 a [z,y] 等 于 [az, ay], 其 中 a 是 一 个 实数 ; 而 a 也 可 
以 被 看 成 是 一 个 位 移 , 即 视 为 [a, 0]. 因此 , 改变 我 们 的 记号 , 我 们 就 看 到 (2) 定义 
应 该 使 得 有 

[z, 0] [zy] = (zz, xy]. 
最 后 (3) 定义 应 该 服从 通常 乘法 的 交换 律 、 分 配 律 以 及 结合 律 , 所 以 有 
[zy [zy = zy) [z,Yy), 


Ca Wo 


(lz,y] + [ze',9)) 2", y= [zy lr”, + 2, 2 
[z,y] (lz + 2",)) = [zy [zy + (zy) (2”,y] 
以 及 
[z,y (lz [zy)) = (lz,y) [zy)) (zy . 
从 而 

[z,y [zy = [zz', vy] 
并 不 是 一 个 合适 的 定义 , 这 是 因为 它 会 给 出 

lz, 0 [z’,y] = [zz 0], 
这 与 (2) 相 了 矛盾 . 
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38. 位 移 的 乘法 ( 续 ) 
对 于 位 移 的 乘法 要 采用 的 正确 的 定义 有 如 下 建议 . 
我 们 知道 , 如 果 O4B 和 OCD 是 两 个 相似 三 角形 , 对 应 的 角 按 照 它们 书写 的 
次 序 标 出 , 则 有 
OB/0A = OD/OC, 
也 即 0B .OC = 04 .OD. 这 提示 我 们 应 该 尝试 以 这 样 一 种 方式 来 定义 位 移 的 乘 
法 和 除法 , 使 得 


OB/0A=05/00, 0B:0C=04:.05. 
现在 设 


OB=[z,y, OC0=[z,y), OD= [X,Y], 
并 假设 4 是 点 (1,0), 所 以 04 = [1,0]. 此 时 
0A.0D= [1,0 [X,Y] = [X,Y], 
故而 
{z,y [z’,y] = [X,Y]. 
这 样 一 来 , 乘积 05 .OC 就 被 定义 成 了 OD, D 是 通过 在 OC 上 构 作 一 个 与 0AB 
相似 的 三 角形 而 得 到 的 . 为 了 使 得 这 一 定义 没有 歧义 , 应 该 注意 到 在 OC 上 可 以 作 
出 两 个 这 样 的 三 角形 OCD 和 OCD'. 我 们 选取 其 中 使 得 角 COD 与 角 40B 不 但 
在 符号 上 而 且 在 大 小 上 都 相等 的 那个 三 角形 .我们 说 这 两 个 三 角形 是 在 同样 的 指 
向 下 相似 的 (similar in the same sense). 


如 果 B 和 C 的 极 坐标 是 (p,6) 和 (o,9), 则 


z=pcos0, Y=psing, 7'=ocos$, y =0sing, 
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此 时 D 的 极 坐标 是 (po,9 + 9). 从 而 
X=pocos(0+9) = zr — yy, 
Y=posin(0+9) = 7y + yr 
于 是 所 要 求 的 定义 就 是 
[z,y lz',y] = zr’ 一 07 十 22] (6) 
我 们 注意 到 (1) 如 果 y = 0, 则 有 X = zz'/,Y = zy, 这 正 是 我 们 所 希望 的 ; 
(2) 如 果 交 换 z 和 z', 并 交换 y 和 yy, 则 该 等 式 的 右边 并 不 改变 , 所 以 有 
lz,y [ey] = [zy fz, ; 
以 及 (3) 


{zy + ey} ,y= + y+ ey 
= [z+2)2 (y+ ,T+r)y + (y+y) 
= [227 yy + ye + ee yr + y 2] 
= [zy [2,9 + [zy] [ry 
类 似 地 可 以 验证 : 第 37 节 末 尾 的 所 有 等 式 都 是 满足 的 从 而 定义 (6) 满足 我 
们 在 第 37 节 中 给 出 的 所 有 要 求 . 
例 
利用 上 面 给 出 的 几何 定义 直接 证 明 : 位 移 的 乘法 满足 交换 律 和 分 配 律 ，[ 以 交 
换 律 为 例 . 乘积 OB .OC 就 是 OD( 图 21), 且 COD 与 40B 相似 . 为 构造 出 乘积 
0C .075, 我 们 应 该 在 OB 上 作出 一 个 与 40C 相似 的 三 角形 BODi; 所 以 我 们 要 
证 明 的 就 是 : D 和 Di 重合 , 或 者 就 是 证 明 BOD 与 40C 相似 . 而 这 是 初等 几何 
的 牛刀 小 试 . ] 
39. 复数 
恰 如 一 个 沿 着 OX 的 位 移 [z] 与 一 个 点 (z) 以 及 一 个 实数 > 相对 应 一 样 , 平 
面 上 的 一 个 位 移 [x,y] 与 一 个 点 (z,y) 以 及 一 对 实数 z,y 相对 应 . 
我 们 将 会 发 现 , 用 符号 
并 十 于 
来 记 这 对 实数 z,y 是 很 方便 的 . 采用 这 一 记号 的 理由 稍 后 将 会 给 出 . 目前 读者 必须 
把 z+vi 看 成 为 仅仅 是 [z,y] 的 另 一 种 书写 方式 . 符号 z+yi 称 为 一 个 复数 (complex 
number). 
下 面 我 们 着 手 来 定义 复数 的 等 价 、 加 法 以 及 乘法 . 对 每 个 复数 都 有 一 个 位 移 与 
之 对 应 . 两 个 复数 是 等 价 的 , 如 果 它 们 对 应 的 位 移 是 等 价 的 . 两 个 复数 的 和 或 者 乘 
积 是 一 个 复数 , 这 个 复数 与 这 两 个 复数 对 应 的 位 移 之 和 或 者 乘积 相对 应 . 从 而 
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Zz 十 久 二 Tz 十 (1) 

当 且 仅 当 z =z y=; 
(+)+ (z+)= (+r) + (y+) (2) 
(z+ (z+) = zr — yy + (zy + yr )i (3) 


特别 地 , 作为 (2) 和 (3) 的 特例 我 们 有 
z+i=(r+0i)+(0+), 
(z+0) (z+yi) = zz + zy; 
这 些 方程 提示 我 们 , 如 果 在 我 们 处 理 复数 时 把 x 写成 x+ 0i, 而 把 yi 写成 0+i( 正 


如 我 们 从 现在 起 这 样 做 的 那样 ), 则 不 会 有 产生 混淆 的 危险 . 
读者 很 容易 自己 验证 : 复数 的 加 法 和 乘法 服从 由 等 式 


(r+)+ (z+yi)= (z+) + (z+), 
{(z +w)+ (z+yD)}+ (r+) = z+) + {rz +) + (2 + yD)}, 
(z+Wi)(z +) = (7 +i) (r+), 
(w+){(z +) + (s+)}= (s+) (2 +) + T+) (2 +y), 
{(z + + (z+)} (2+) = T+) (2+)+ (s+) (+), 
(z+yi){(z +o) (r+)} = {(z +9) (z+)} (2" + 
所 表示 的 代数 定律 , 这 些 等 式 的 证 明 实际 上 与 对 应 的 位 移 的 相应 等 式 的 证 明 是 相同 
= 复数 的 减法 和 除法 如 同 在 通常 的 代数 中 那样 定义 . 于 是 我 们 可 以 将 (z 十 yi) 一 
(z' 十 Wi) 定义 为 
(s+)+{- (z+)}=7+h+(-r -Y= -7)+(y -yi 
:或 者 同样 地 , 将 (z +Wi) - (z' 十 yi) 定义 为 上 十 而 它 满足 
(Zz 二 VV) 十 (€ 二 贡 = 二 =z 十 人 角 . 

而 (z 十 太 )/ (z' 十 Yi) 则 定义 为 复数 + mi 它 满足 


(z+yi)(€+m)=7+, 


也 就 是 
TE—YN+(TN+YE) I= +, 
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此 即 
TE—YN=T TN+YE=Y. (49 
关于 上 和 7 解 这 些 方程 , 我 们 得 到 
_ Zr +yy _ yr—xy 
f= 到 +y2， 2+32 


如 果 z 和 y 两 者 均 为 0, 也 即 z' + Wi = 0, 则 这 个 解 失效 . 故而 减法 总 是 行 得 通 
的 ; 除法 也 总 是 行 得 通 的 , 除非 除数 是 0. 

我 们 现在 可 以 如 在 通常 的 代数 中 那样 来 定义 = 二 于 的 正 整 数 次 寡 、 关 于 z 十 于 
的 多 项 式 以 及 关于 z + yi 的 有 理 函 数 . 

例 

(1) 从 几何 观点 来 看 , 位 移 OD 被 OC 来 作 除法 的 问题 , 就 是 寻求 B, 使 得 三 
角形 COD 与 40B 相似 的 问题 , 这 显然 是 可 能 的 ( 且 其 解 也 是 唯一 的 ), 除非 C 与 
O 重合 , 也 即 OC = 0. 

(2) 数 z+ 攻 与 zx 一 太 称 为 是 共 辆 的 (conjugate). 验证 

(z+%) (2—) = 0+ 


所 以 两 个 共 办 复 数 的 乘积 是 实数 , 且 


z+ (+) yi) rr +yy + (ry — ry)i 
vtyi (w+yi(r yi) 2ZQ2 十 12 
40. 复数 ( 续 ) 


实数 的 一 个 最 重要 的 性 质 通常 称 为 因子 定理 (the factor theorem), 它 断 言 : 两 
个 数 的 乘积 不 可 能 为 零 , 除非 这 两 个 数 中 有 一 个 是 零 . 

为 证 明 这 个 结论 对 于 复数 仍然 成 立 ,我 们 在 上 一 节 的 方程 (4) 中 取 z = 0,y = 0. 
这 样 就 有 

TE—YN=0, zn+yé=0. 
这 些 方程 给 出 《= 0,7 = 0, 也 即 
《十 看 一 

除非 w = 0,y = 0, 也 即 z' 十 Wi= 0. 故而 x 二 wi 不 可 能 等 于 零 , 除非 xz' + yi, 或 
《十 而 等于零. 
41. 方程 这 一 一 1 

我 们 同意 用 zx 代替 z + 0i、 用 vi 代替 0 十 坟 , 以 此 来 简化 我 们 的 记号 . 对 于 特 
殊 的 复数 1i, 我 们 直接 用 i 来 表示 . 它 是 与 沿 OY 作 单 位 位 移 所 对 应 的 数 . 我 们 还 
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=i=(0+1)(0+1)=(0:0—1:1)+(0:1+1:0)i= -1. 


类 似 地 有 (-i)? = -1. 从 而 复数 i 与 -i 满足 方程 2? = 一 1 
现在 读者 应 该 容易 满足 于 对 复数 的 加 法 和 乘法 的 法 则 有 这 样 的 结果 ; 我 们 用 
对 实数 同样 的 方式 对 复数 进行 运算 , 把 符号 i 本 身 当 作 一 个 数 来 处 理 , 不 过 每 当 它 
出 现 之 时 , 就 用 -1 来 代替 乘积 让 = 记 . 例如 , 这 样 就 有 
(z+) (z+YY) =27 + yi+ y+ yy 
=(zz' — yy) + (zy + yz)i. 


42. 用 i 作 乘法 的 几何 解释 


由 于 
(rz +i)i= 一 /十 Zi 


故 由 此 推出 : 如 果 zx 十 Wi 对 应 于 DOP, 画 出 与 OP 等 长 的 OQ, 使 得 POQ 是 一 个 
正 的 直角 , 那么 (z + 史 i 与 OG 对 应 . 换 句 话说 , 用 i 乘 一 个 复数 等 同 于 将 对 应 的 
位 移 转动 一 个 直角 . 

从 这 个 观点 出 发 , 我 们 或 许 能 将 复数 的 整个 理论 建立 起 来 . 将 z 视 为 沿 OX 的 
一 个 位 移 , 将 i 视 为 等 同 于 将 z 旋转 一 个 直角 的 运算 . 从 这 样 的 思想 出 发 , 我 们 就 
会 将 太 视 为 沿 OY 所 作 的 、 大 小 为 y 的 位 移 . 这 样 我 们 就 很 自然 地 将 z 十 yi 如 在 
第 36 节 以 及 第 39 节 中 那样 定义 , 而 (z+ ti)i 就 将 表示 将 z + yi 旋转 一 个 直角 所 
得 到 的 位 移 , 也 即 -y + zi. 最 后 , 我 们 自然 应 该 将 (z + Wi) z' 定义 成 为 zz' + yz 
将 (z 十 多) 风 定 义 成 为 -yy 十 zyi, 再 将 (z 十 而) (> 十 Wi) 定义 成 为 这 些 位 移 的 和 ， 
也 即 表 示 成 

ZT — YY + (Ty + Yr)i. 

43. 方程 z22 十 1 二 0, az2 十 2bz 十 c 一 0 


不 存在 实数 > 使 得 z? 十 1 = 0, 也 即 为 : 该 方程 没有 实 根 . 但 是 , 如 同 我 们 已 经 
看 到 的 那样 , 两 个 复数 i 和 -i 满足 这 个 方程 . 我 们 把 这 说 成 : 该 方程 有 两 个 复 根 i 
和 -i. 由 于 i 满足 z? = -1, 有 时 也 把 它 写成 V(-1] 的 形式 . 

复数 有 时 称 为 虚数 (imaginary number).” 这 种 表示 方法 令 人 有 些 不 快 , 但 是 它 
已 经 深入 人 心 , 我 们 只 能 接受 它 . 不 过 , 按照 任何 通常 意义 的 语汇 来 说 “虚数 ”与 
“实数 ”或 者 任何 其 他 的 数学 对 象 一 样 , 都 不 是 “凭空 想象 的 ”. 

实数 与 有 理 数 并 不 是 有 同样 意义 的 数 , 且 复 数 与 实数 也 不 是 有 同样 意义 的 数 . 
根据 上 面 的 讨论 应 该 明了 : 为 了 技术 上 方便 的 目的 , 我 们 用 符号 将 数 偶 (a pair of 
numbers)(z,y) 连接 成 形式 xz 十 六 . 从 而 


@@ 通用 的 术语 “实数 ”是 作为 与 “虚数 ”相对 立 的 词语 引进 的 . 
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i=0+li 
代替 了 数 偶 (0,1), 而 它 在 几何 上 可 以 用 一 个 点 或 者 用 位 移 [0,1] 来 表示 . 当 说 i 是 
方程 2 +1=0 的 一 个 根 时 , 我 们 所 指 的 就 是 定义 了 一 个 方法 , 此 方法 把 我 们 称 之 
为 “乘法 " 的 数 偶 (或 者 位 移 ) 组 合 起 来 , 而 且 当 我 们 用 此 方法 把 (0, 1) 与 它 自己 组 
合 起 来 时 , 就 给 出 结果 (一 1, 0). 
现在 让 我 们 来 研究 更 一 般 的 方程 
az2 十 20z 十 c=0， 


其 中 a,b,c 是 实数 . 如 果 如 > ac, 通常 的 解法 给 出 两 个 实 根 { -1 十 VW 一 a6)》/a. 
如 果 忆 < ac, 则 该 方程 没有 实 根 . 该 方程 可 以 写成 形式 


DAN2 ac 一 好 
轩 
如 果 z + (b/a) 是 复数 +iV(ac 二 殉 )/az 中 的 某 一 个 , 则 此 等 式 为 真 . 我 们 将 此 表述 
成 该 方程 有 两 个 复 根 
5 iV 本 


a a 

如 果 我 们 依照 惯例 , 约定 在 刀 = ac 时 (在 此 情形 该 方程 仅 被 z 的 一 个 值 , 也 
即 -ya 所 满足 ) 说 成 该 方程 有 两 个 相等 的 根 , 那么 , 一 个 实 系 数 的 二 次 方程 在 所 有 
情形 都 有 两 个 根 , 要 么 是 两 个 不 同 的 实 根 , 要 么 是 两 个 相等 的 实 根 , 要 么 是 两 个 不 
同 的 复 根 . 

此 问题 自然 使 我 们 联想 到 , 一 旦 复 根 得 到 承认 , 是 否 一 个 二 次 方程 可 能 会 有 多 
于 两 个 根 .2” 容易 看 出 , 这 是 不 可 能 的 . 事实 上 它 的 不 可 能 性 可 以 用 与 在 初等 代数 中 
证 明 一 个 n 次 方程 不 可 能 有 多 于 n 个 根 完全 相同 的 一 串 推理 来 加 以 证 明 . 我 们 用 
单个 的 字母 > 来 记 复数 z+yi, 用 记号 > = z 十 黄 来 表示 复数 是 一 个 约定 俗 成 的 表 
示 法 . 设 f(z) 表示 任何 一 个 关于 z 的 实 系数 或 者 复 系数 的 多 项 式 . 接 下 来 我 们 要 
依次 证 明 : 

(1) f(z) 被 z - a 除 所 得 的 余 式 是 f(a), 这 里 a 是 一 个 实数 或 者 复数 ; 

(2) 如 果 a 是 方程 f(z) = 0 的 一 个 根 , 那么 1 (z) 能 被 z - a 整除 ; 

(3) 如 果 f(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 且 f(z) =0 有 nn 个 根 a1,a2,… ,an, 那么 

f(z2)=A(z—a1)(z— 02).…(z— an), 

其 中 4 是 一 个 实 的 或 者 复 的 常数 , 实际 上 也 就 是 f(z) 中 z 的 系数 . 由 最 后 这 个 
结果 以 及 第 40 节 中 的 定理 可 以 推出 : f(z) 不 可 能 有 多 于 n 个 的 根 . 


加 为 了 印刷 方便 起 见 , 有 时 我 们 用 z 十 iy 来 代替 zz 十 i. 
@ 此 处 原文 是 “. .. whether a quadratic equation may not, ..., have more than two roots, ...”, 
显然 原文 的 上 下 文中 有 明显 的 错误 . 一 一 译 者 注 


第 3 章 复 数 75 


我 们 的 结论 是 , 实 系数 的 二 次 方程 恰好 有 两 个 根 . 以 后 我 们 将 会 看 到 , 对 于 任 
意 一 个 实 系数 或 者 复 系数 的 方程 有 一 个 类 似 的 定理 成 立 : n 次 方程 恰好 有 n 个 根 . 
证 明 中 有 困难 出 现 的 唯一 所 在 是 其 中 第 一 个 结论 ， 也 即 任何 方程 必定 有 至 少 一 个 
根 . 目前 我 们 必须 推迟 给 出 它 的 证 明 .? 然而 , 我 们 可 以 马上 将 注意 力 转向 此 定理 的 
一 个 很 有 趣 的 结果 . 在 数论 中 我 们 的 出 发 点 是 正 整数 、 加 法 和 乘法 的 思想 以 及 减法 
和 除法 的 逆 运 算 . 我 们 发 现 , 这 些 运算 并 不 总 是 可 行 的 , 除非 我 们 接受 新 型 的 数 类 . 
仅 当 我 们 接受 负 的 (negative) 数 时 , 我 们 才能 赋予 3-7 以 意义 ; 如 果 我 们 接受 有 理 
分 数 (rational fraction), 我 们 才 可 以 赋予 3 以 意义 . 当 我 们 将 算术 运算 表 扩充 到 包 
含 根 式 以 及 解 方 程 时 , 我 们 发 现 其 中 有 一 些 , 比如 一 个 ( 像 2 那样 的 ) 非 完 全 平方 
数 的 平方 根 的 计算 是 不 可 能 的 , 除非 我 们 扩大 数 的 概念 并 接受 第 1 章 中 无 理 数 . 

其 他 的 , 例如 -1 的 平方 根 的 计算 也 是 不 可 能 的 , 除非 我 们 走 得 再 远 一 些 , 接受 
本 章 里 的 复数 . 这样 的 猜想 不 会 是 不 自然 的 : 当 我 们 着 手 研究 更 高 次 数 的 方程 时 ， 
即使 我 们 借助 于 复数 , 仍 会 有 一 些 方程 被 证 明 是 不 可 解 的 , 这 样 一 来 , 或 许 我 们 就 
会 被 引导 到 考虑 更 多 类 型 的 数 . 而 如 下 的 事实 表明 事实 并 非 如 此 : 无 论 什么 样 的 代 
数 方程 的 根 都 是 通常 的 复数 . 

初等 代数 中 所 有 的 仅仅 用 加 法 以 及 乘法 的 法 则 所 证 明 的 定理 , 不 论 其 中 出 现 的 
数 是 实数 还 是 复数 , 都 是 成 立 的 , 这 是 因为 这 些 法 则 既 适 用 于 复数 , 也 适用 于 实数 . 
例如 , 我 们 知道 : 如 果 a 和 6 是 


az2+2bz+c=0 


的 根 , 那么 就 有 
a+B=—(2b/a), aB = (c/a). 


类 似 地 , 如 果 a, 8,7 是 
az3 十 3bz2 十 3cz 十 d=0 


的 根 , 则 有 
a+B+7=—(%/a), By+7a+aB= (3c/a), aBy = —(d/a). 
所 有 像 这 些 结论 一 样 的 这 种 定理 不 论 a,b,… ,a,B,… 是 实数 还 是 复数 都 是 成 立 
的 . 
44. Argand 图 
设 P( 图 22) 是 点 (z,y)," 是 长 度 OP, 而 9 是 角 XOP, 所 以 


r=rcosb, y=rsing, r= V(r7?+y), 


cos0 :sinO:1:7z:Yy:r. 
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如 同 在 第 43 节 中 那样 , 我 们 用 z 来 记 复数 z + 

忽 ， 并 称 z 是 复 变量 (complex variable)。， 我 们 称 书 

Pp 是 点 z, 或 者 称 为 与 z 对 应 的 点 ; 而 称 z2 是 PP 的 

宗 量 (argument), 称 z 是 实 部 (real part), 称 y 是 虚 

» y 部 (imaginary part), 称 > 是 模 (modulus), 而 称 0 是 > 
的 辐 角 (amplitude); 且 我 们 记 


zZ 二 也 (对 ，V=I(z 


7 三 |z|，0=amz. 


当 y = 0 时 , 我 们 就 说 z 是 实 的 , 当 z = 0 时 , 我 们 就 说 > 是 纯 虚 的 (purely 
imaginary). 我 们 把 两 个 仅仅 虚 部 符号 不 同 的 两 个 数 z + Wiz -vi 称 为 是 共 生 的 . 
应 该 注意 到 , 两 个 共 斩 的 数 的 和 2z 以 及 这 两 个 共 斩 的 数 的 乘积 z? + y? 都 是 实 的 ， 
共 思 的 数 有 相同 的 模 V(z? + 好 ), 且 它 们 的 乘积 等 于 其 中 每 个 数 的 模 的 平方 . 例如 ， 
当 一 个 实 系数 二 次 方程 的 根 不 是 实数 时 , 就 是 共 思 的 复数 . 

必须 注意 , 0( 也 即 amz) 是 zx 和 ! 的 多 值 函数 , 它 有 无 穷 多 个 值 , 这 些 值 是 相 
差 2r 的 倍数 的 角度 .” 一 条 原来 沿 着 OX 放置 的 线段 , 如 果 转 动 这 些 角度 中 的 任意 
一 个 角度 , 就 会 变 成 沿 着 OP 放置 . 我 们 将 把 介 于 -x 与 x 之 间 的 这 些 角度 中 的 一 
个 说 成 是 > 的 辐 角 的 主 值 (principal value). 这 一 定义 除了 当 该 辐 角 的 这 些 值 中 有 
一 个 值 是 之 外 (此 时 -x 也 是 它 的 一 个 值 ), 不 会 产生 混淆 . 对 其 辐 角 中 有 一 个 值 
是 x 的 情形 , 我 们 必须 作出 某 种 特殊 的 规定 以 确定 其 中 的 哪 一 个 值 作为 该 辐 角 的 
主 值 . 当 我 们 说 到 > 的 辐 角 时 , 除非 指 的 是 相反 的 情形 , 一 般 来 说 总 是 指 它 的 主 值 . 

图 22 通常 称 为 Argand 图 . 

45. De Moivre 定理 


由 加 法 和 乘法 的 定义 立即 推出 以 下 的 性 质 : 

(1) 两 个 复数 的 和 的 实 ( 虚 ) 部 等 于 它们 的 实 ( 虚 ) 部 的 和 ; 

(2) 两 个 复数 的 乘积 的 模 等 于 它们 的 模 的 乘积 ; 

(3) 两 个 复数 的 乘积 的 辐 角 或 者 等 于 它们 的 辐 角 的 和 , 或 者 与 之 相差 2x. 

应 该 注意 ,am (zz') 的 主 值 等 于 amz 和 amz/ 的 万 值 之 和 这 一 结论 并 不 总 是 正确 的 . 例 
如 , 如 果 = = z = -1+i 则 = 和 z 中 每 一 个 数 的 辐 角 的 主 值 均 为 3x. 但 是 zz' = -2i, 故 
而 am (zz') 的 主 值 等 于 -3 而 不 是 3 

后 面 两 个 定理 可 以 表示 成 等 式 


@@ 显然 , |z| 与 P 的 极 坐标 r 相等 , 且 另 一 个 极 坐 标 8 是 am z 的 一 个 值 . 这 个 值 不 一 定 是 正文 后 面 
所 定义 的 主 值 , 因为 对 第 22 节 中 的 极 坐标 而 言 , 9 的 取 值 介 于 0 与 2x 之 间 , 而 主 值 则 介 于 一 xt 与 
工 之 间 、 
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r(cosg+ising) xp(cos 和 十 ising) 
=rp {cos (0+9) +isin(0+9)}, 
它 可 以 通过 乘法 并 利用 cos (9 + 9) 以 及 sin (9 + 9) 的 通常 的 三 角 公 式 予 以 证 明 . 更 
一 般 地 有 
r1 (cosO01 +isinO1) x rz2 (cosO2 +isinO2) x +: x rn (cosOn + isin On) 
一 rir2….7n {fcos(b 十 92 十 … 十 bn)+isin(O 十 02 十 :… 十 gr)}. 


一 个 特别 有 趣 的 情形 是 其 中 有 
T=72=:*=m=1, f=0 =:…=0,=0. 
这 样 我 们 就 得 到 方程 


(cos0 +ising)™ = conng + isinng, 


其 中 n 是 任意 一 个 正 整 数 . 这 个 结果 称 为 de Moivre 定理 .” 
又 , 如 果 
z=r(cos0 +ising), 
则 有 
1/z= (cos0 — ising) /r. 
从 而 z 的 倒数 之 模 就 是 > 的 模 之 倒数 , 而 > 的 倒数 之 辐 角 是 z 的 辐 角 之 负数 . 我 
们 现在 可 以 陈述 与 (2) 和 (3) 所 对 应 的 商 的 定理 了 . 
(4) 两 个 复数 的 商 的 模 等 于 它们 的 模 的 商 ; 
(5) 两 个 复数 的 商 的 辐 角 或 者 等 于 它们 的 辐 角 之 差 , 或 者 与 之 相差 2x. 
又 有 
(cos0 +ising) “一 (cosg 一 isinbg)” 
={cos(-0) +isin(—0)}" 
=cos(—ng) 十 isin (一 ng) . 


于 是 de Moivre 定理 对 "的 所 有 的 正 的 或 者 负 的 整数 值 都 成 立 . 

我 们 可 以 向 定理 (1)~(5) 中 添加 下 面 的 定理 , 这 个 定理 也 是 极其 重要 的 . 

(6) 任意 多 个 复数 的 和 之 模 不 大 于 它们 的 模 之 和 . 

设 OP,OFP',.…. 是 与 诸 个 复数 所 对 应 的 位 移 . 画 出 与 OP' 相等 且 平行 的 PQ， 
画 出 与 OP” 相等 且 平行 的 QR, 如 此 等 等 . 最 后 我 们 得 到 点 U, 使 得 有 


OU =O0P+0O0P’+OP"+... 


外 为 了 简略 起 见 , 有 时 用 Cisg 来 表示 cos9 + isin8 是 很 方便 的 : 根据 Harkness 和 Morley 教授 推 
着 使 用 的 这 个 记号 , de Moivre 定理 可 以 用 等 式 (Cisg)” = Cisnb 来 表示 . 
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长 度 OU 就 是 诸 复数 的 和 之 模 , 而 它们 的 模 之 和 则 是 折线 OPQR…U 的 总 长 度 ， 
显然 , 它 不 小 于 OU. 


图 23 


这 个 定理 的 一 个 纯粹 的 算术 证 明 概述 于 例 XXI 的 第 1 题 中 . 
46, 几 个 关于 复数 的 有 理 函 数 的 定理 


复 变 量 z 的 有 理 函数 与 一 个 实 变量 的 有 理 函 数 定义 相同 , 也 即 定义 为 两 个 关 
于 z 的 多 项 式 之 商 . 

定理 1 任何 有 理 函 数 尺 (z) 都 可 以 化 成 形式 义 十 Yi, 其 中 义 和 Y 是 关于 工 
和 Y 的 实 系数 的 有 理 函 数 . 

首先 , 显然 的 是 , 根据 加 法 和 乘法 的 定义 , 任何 多 项 式 P(z + Wi) 都 可 以 化 成 形 
式 4+ Bi 其 中 4 和 B 是 关于 z 和 ?的 实 系数 的 多 项 式 . 类 似 地 , Q (zx 二 i) 也 可 
以 化 成 形式 C + Di. 从 而 

R(z+yi)= P(z+%i)/Q (z+) 
可 以 表示 成 形式 
(A+Bi)/(C+Di)=(A+Bi)(C— Di)/(C+Di)(C— Di) 
_AC+BD BC- AD. 


一 到 +D * G+D ， 


定理 得 证 . 
定理 2 ”如果 民 (T 十 太 )) = 和 +Yi, RR 如 前 记 一 个 有 理 函 数 , 但 是 有 实 系数 , 那 
么 就 有 R(z 一 yi) = 一 Yi. 
首先 通过 实际 作 展 开 容 易 验 证 结论 对 寡 (z 十 好)” 成立. 根据 加 法 推 知 , 结论 
对 任意 的 实 系数 多 项 式 为 真 . 于 是 , 按照 上 面 所 用 的 记号 就 有 
A-Bi 4C+BD BC-AD. 


RE-W= oD Crp CHD 
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这 里 除了 i 的 符号 自始至终 有 改变 之 外 , 化 简 的 过 程 与 以 前 完全 相同 . 显然 , 对 于 
任意 多 个 复 变 量 的 函数 , 与 定理 1 以 及 定理 2 类 似 的 结果 依然 成 立 . 
定理 3 实 系 数 方程 


dgz" 二 Qa12"!1 十 … 十 an = 二 0 


的 根 , 如 果 本 身 不 是 实数 的 话 , 则 可 以 归结 为 具有 两 两 成 对 共 罗 的 形式 . 

因为 根据 定理 2 可 以 推出 : 如 果 z +i 是 其 一 个 根 , 那么 = 一 页 亦 然 . 这 个 定 
理 的 一 个 特例 是 如 下 的 结果 (第 43 节 ): 一 个 实 系数 的 二 次 方程 的 根 要 么 是 实数 ， 
要 么 是 共 轿 复数 . 

此 定理 有 时 陈述 如 下 : 实 系 数 方程 的 复 根 成 对 共 示 出 现 ， 应 该 将 此 结论 与 例 
VIII 的 第 (7) 题 加 以 比较 : 在 一 个 有 理 系数 的 方程 中 , 无 理 根 成 对 共 思 出 现 .” 

例 XXI 

(1) 直接 从 定义 且 不 借助 于 几何 思想 证 明 第 45 节 定 理 (6). 

[首先 , 为 证 明 |z + z'| < |z| 十 |z', 即 须 证 明 

{(z+ 2)? + (y+y) 对 有 (z2 十 92) + V(z2 十 92)， 

这 样 一 来 该 定理 就 很 容易 推广 到 一 般 的 情形 . 此 定理 是 “Minkowski 不 等 式 ”的 一 
个 特例 , 见 Hardy, Littlewood 以 及 Pdlya 所 著 Inequalities 一 书 第 30~39 页 .] 

(2) 使 得 

lz 二 |z 十 …= 二 |z 十 加 十 …| 

成 立 的 仅 有 的 情形 是 诸 数 z, z',… 有 相同 的 幅 角 . 用 几何 方法 与 解析 方法 来 证 明 
它 . 

(3) 证 明 

lz—2z| > 1]lz| 12. 

(4) 如 果 两 个 复数 的 和 与 乘积 均 为 实数 , 那么 这 两 个 数 要 么 都 是 实数 , 要 么 是 
一 对 共 配 复数 . 

(5) 如 果 

a+bV2+ (c+av5)i= 4+BV5+ (C+Dv5ji 
其 中 a,b,c,d, 4,B,C,D 是 实 的 有 理 数 , 那么 
a=Ah, b=B, c=C, d=D. 
(0) 将 下 面 诸 数 表示 成 4 + Bi 的 形式 , 其 中 4, B 是 实数 : 


@ 数 a+Vba- V5 有 时 也 称 为 是 哄 亏 的 ", 其 中 a,b 是 有 理 数 . 
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1+iN2 171-iN? A+rp AT+HN2 /AM 
op, (二 ,和 和 和 -全 多 ， 
其 中 入 和 上 是 实数 . 
(7) 将 下 面 的 关于 z = z+ 六 的 函数 表示 成 六 十 Yi 的 形式 , 其 中 和 和 工 是 了 
和 ?的 实 函数 : z2, za, zn, 1/z,z 十 (1/2), (a 十 Bz)/ (y+6z2), 其 中 apB,y,6 是 实数 . 
(8) 求 上 面 两 个 例子 中 的 数 以 及 函数 的 模 . 
(9) 两 条 在 点 z = a,z = 以 及 z= cz = d 相交 的 直线 将 是 垂直 的 , 如 果 


也 就 是 说 , 如 果 (a 一 5) / (c 一 d) 是 纯 虚 数 . 这 两 条 直线 平行 的 条 件 是 什么 ? 

(10) 一 个 三 角形 的 三 个 角 点 由 z =a,z = 6,z=7 给 出 , 其 中 a, 8, 是 复数 . 
证 明 下 述 命题 : 

Q@ 重心 (centre of gravity) 由 z= 3 (a+B+7) 给 出 ; 

@@ 外 心 (circum-centre) 由 |z 一 a| =|z 一 8|=|z 一 4| 给 出 ; 

@ 由 三 个 角 点 向 三 条 对 边 所 作 的 三 条 垂 线 的 交点 由 


x 
给 出 ; 


@ 三 角形 内 部 有 一 个 点 P 使 得 
CBP=ACP=BAP=w 


以 及 
cotw = cot A+cot B+ceotC. 

为 证 明 @) 我 们 注意 : 如 果 4, B,C 是 顶点 , 且 已 是 任意 一 点 z, 则 4P 与 BC 

垂直 的 条 件 是 (第 (9) 题 )(z - a) / (8 一) 应 为 纯 虚 数 , 也 就 是 
R(z-a)R(B—7)+I(z— oI(8—7)=0. 

这 个 方程 以 及 将 a,6,7 作 循 环 置换 排列 所 得 到 的 另外 两 个 类 似 的 方程 被 > 的 同样 
的 值 满足 , 这 可 以 从 下 述 事 实 看 出 : 这 三 个 方程 的 左边 之 和 为 零 . 

为 证 明 @, 取 BC 与 = 轴 的 正方 向 平行 . 那么 就 有 2 


7—-B=a, a—-7=—bCis(-C), B—a=—cCisB. 


@@ 假设 , 当 我 们 按照 4BC 这 一 方向 沿 该 三 角形 绕 行 时 , 该 三 角形 在 我 们 的 左边 . 
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我 们 要 从 方程 
ea- (2B Po) _ CE-mo- 刘 _ 
(wo) (Bo) ™ (mB)(y 6) (wm) (oy 


中 确定 出 z 和 w, 其 中 zo, ao, Bo, mo 表示 z,a,B,7 的 共 轮 复数 . 
将 这 三 个 相等 的 分 式 的 三 个 分 子 和 分 母 相 加 , 并 利用 等 式 


icotw = (1+ Cis2w) / (1 — Cis2w), 


， 


我 们 求 得 
(B—N (Bo— 7)+(7 -0)(% -00)+(o -Bb) (a0— Po) 
Pr 一色 Y+7Tao 一 ?oa 十 ago 一 aop : 

由 此 容易 推出 cot w 的 值 是 (a? + 刀 + cz) /4A, 其 中 A 是 该 三 角形 的 面积 , 而 这 与 
所 给 的 结果 是 等 价 的 . 

为 了 确定 z， 我 们 把 这 些 相等 的 分 数 的 分 子 和 分 母 乘 以 (yo B0) / (8 - oa， 
(ao 一 %0)/(Y 一 BB), (Bo -ao)/(a 一), 并 将 它们 相 加 给 出 一 个 新 的 分 数 ， 这 就 得 
到 


icotw = 


_ aaCisA + bBCisB + cyCisC 
aGsA + bOIsB + oCisG | 
(11) 顶点 分 别 是 点 a,b,c 与 z,y,z 的 两 个 三 角形 是 相似 的 , 如 果 


=0. 


生出 
be 
yz 


S 8 上 


[所 要 求 的 条 件 是 4B/AC = XY/XZ( 大 写字 母 表示 与 宗 量 为 小 写字 母 所 对 应 
的 点 ), 也 就 是 (5 一 a) / (c 一 a) = (y 一 z)/(z 一 z), 这 与 所 给 的 条 件 是 相同 的 . ] 

(12) 从 上 一 个 例子 推导 出 : 如 果 诸 点 z,y,z 共 线 , 那么 我 们 可 以 求 得 实数 
QB,7, 使 得 有 w+B6+TY= 0 以 及 az 十 By 十 yz = 0, 且 反 之 亦 然 (参见 例 XX 
的 第 (4) 题 ). 利用 如 下 事实 : 在 此 情形 , 由 z,y,z 所 构成 的 三 角形 与 在 OX 轴 上 
的 某 个 直线 三 角形 相似 , 并 利用 上 一 例子 中 的 结果 . ] 

(13) 一 般 的 复 系数 线性 方程 . 方程 wz+B = 0 有 一 个 解 > = -B/a, 除非 “ = 0. 
如 果 我 们 令 

a=at+Ai B=b+Bi, 2 一 2 十 多 


并 使 实 部 与 虚 部 分 别 相等 , 我 们 就 得 到 确定 实数 > 和 y 的 两 个 方程 . 如 果 y = 0， 
该 方程 有 一 个 实 根 , 这 给 出 oz + 5b = 0, Az 二 B = 0, 而 这 两 个 方程 相 容 的 条 件 是 
aB-bA=0. 
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(14) 一 般 的 复 系数 二 次 方程 . 
此 方程 是 
(a+ Ai)z2+2(6+ Bi)z 十 (c+Ci =0. 

只 要 a 和 4 并 非 同时 为 零 , 我 们 就 可 以 在 两 边 用 e+ i4 来 除 . 这 样 我 们 可 以 

把 
z2+2(b+Bi)z+(c+Ci)=0 (1) 
作为 方程 的 标准 形式 来 加 以 考虑 . 置 2 = z + yi, 并 令 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 我 们 就 
得 到 一 对 关于 > 和 y 的 联 立 方程 , 也 即 
ZT2 -y+2(br— By)+c=0, 2ry+2(by+ Br)+C=0. 


如 果 我 们 令 


z+b=é, y+B=n, bP—B-c=h, 2bB-C=k, 
这 些 方程 就 变 成 &2 一 7 = h， 2&n = 大 
平方 并 相 加 , 得 到 


eVOT 厅 Et (VE 而 + 可 | 


5 芝 量 [Vs 而 -可 | 


我 们 必须 选取 符号 以 使 &n 与 上 有 相同 的 符号 : 也 就 是 说 , 如 果 大 是 正 的 , 我 们 必 
须 取 相同 的 符号 , 如 果 k 是 负 的, 则 应 取 相 反 的 符号 . 

有 等 根 的 条 件 . 仅 当 上 面 两 个 平方 根 都 为 零 , 也 即 h = 0,k = 0, 也 即 c = 
刀 - B2,C = 2bB 时 两 个 根 才 相等 . 这 些 条 件 等 价 于 单个 的 条 件 c+ Ci = (十 Bi)?， 
它 表达 了 这 样 的 事实 : (1) 的 左边 是 一 个 完全 平方 . 

有 实 根 的 条 件 . 如 果 zz +2(+ Bi)z+(c+Ci) = 0, 其 中 z 是 实数 , 那么 


z2 十 2r 十 c=0，2Bz+C=0. 
消去 z, 我 们 得 到 所 需要 的 条 件 是 
C2 — 4bBC + 4cB? = 0. 


有 纯 虚 根 的 条 件 . 容易 求 得 此 条 件 是 
C2 — 4bBC — 4b?c = 0. 
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有 一 对 共 罗 复 根 的 条 件 . 由 于 两 个 共 罗 复 数 的 和 与 乘积 都 是 实数 , 所 以 + Bi 
和 c+ Ci 必定 两 者 缘 为 实数 , 也 即 有 B = 0,C = 0. 从 而 方程 (1) 能 有 一 对 共 思 复 
根 , 仅 当 它 的 系数 都 是 实数 . 读者 可 以 通过 根 的 显 式 表达 式 来 验证 这 个 结论 . 此 外 ， 
如 果 刀 > c, 那么 在 此 情形 方程 的 根 将 都 是 实数 . 于 是 , 为 使 方程 有 一 对 共 轰 复 根 ， 
我 们 必须 有 B=0,C = 0, 刀 <c. 
(15) 三 次 方程 . 考虑 三 次 方程 
23+3Hz+G=0, 


其 中 G 和 五 是 复数 , 设 给 定 : 该 方程 有 (a) 一 个 实 根 , (b) 一 个 纯 虚 根 , (c) 一 对 共 
思 复 根 . 如 果 五 = 入 + yi,G = p 十 oi, 则 我 们 得 到 下 面 诸 结论 . 

(a) 有 一 个 实 根 的 条 件 . 如 果 / 不 是 零 , 则 实 根 为 -o/3p, 且 oa + 27Mizc 一 
27y3p = 0. 另 一 方面 , 如 果 jy = 0, 则 我 们 必 也 有 o = 0, 所 以 方程 的 系数 是 实数 . 
在 此 情形 有 可 能 有 三 个 实 根 . 

(b) 有 一 个 纯 虚 根 的 条 件 . 如 果 4 不 是 零 , 则 纯 虚 根 是 pi/31, 且 有 p3 一 27Ay2p 一 
27p30 = 0. 如 果 j=0, 则 也 有 p = 0, 且 其 根 为 yi, 其 中 y 由 方程 六 一 3 一 o =0 
给 出 , 此 方程 的 系数 是 实数 . 在 此 情形 下 , 可 能 有 三 个 纯 虚 根 . 

(c) 有 一 对 共 示 复 根 的 条 件 . 设 共 绒 复 根 为 z 十 yi 以 及 x 一 yi. 那么 , 由 于 三 个 
根 的 和 是 0, 故而 第 三 个 根 必 定 是 -2z. 由 方程 的 系数 与 根 之 间 的 关系 我 们 推出 


-372=3H, 27(7z+y)=6, 


从 而 G 和 五 两 者 必须 都 是 实数 . 

在 每 一 种 情形 , 我 们 都 能 要 么 求 得 一 个 根 (在 此 情形 用 一 个 已 知 的 因子 相 除 ， 
就 可 以 将 该 方程 化 为 一 个 二 次 方程 ), 要 么 可 以 将 方程 的 求解 转化 成 求解 一 个 实 系 
数 的 三 次 方程 . 

(16) 三 次 方程 za + aiz2 + aaz 十 a3 = 0( 其 中 al = A1 十 A1i,…) 有 一 对 共 思 e 
复 根 . 证 明 剩 下 那个 根 是 - 44oas/44, 除非 44 = 0. 研究 44 = 0 的 情形 . 

(17) 证 明 : 如 果 3 十 3Hz 十 G = 0 有 两 个 共 思 的 复 根 , 则 方程 


8 +6aH—G=0 


有 一 个 实 根 , 此 实 根 是 原 方程 的 复 根 的 实 部 a; 而 a 与 G 有 同样 的 符号 . 

(18) 一 个 任意 阶 的 复 系数 方程 一 般 来 说 可 能 没有 实 根 ,也 没有 成 对 的 共 思 复 
根 . 为 了 使 得 方程 有 (a) 一 个 实 根 ; (b) ”对 共 枉 复 根 , 它 的 系数 需要 满足 多 少 个 条 
件 呢 ? 

(19) 共 轴 的 圆 . 在 图 24 中 , 设 o,b z 是 4, B,P 的 宗 量 . 那么 


am<— = APB, 
z—a 
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如 果 选 取 辐 角 主 值 的 话 . 若 图 中 所 画 的 两 个 圆 是 相等 的 ， 
z/,z1,21 是 P', Pi, PI 的 宗 量 , 且 4PB = 9, 则 容易 看 出 


0 am32 De 
Zi—a 
以 及 
4 =—x+0. 
戏 本 
由 方程 
am<— =0 
z 一 Q 


所 定义 的 轨迹 是 弧 APB, 这 里 9 是 一 个 常数 ， 分 别 用 

Tt 一 9, 一 0, 一 x 十 9 取代, 我 们 得 到 另外 三 条 画 出 的 弧 . 

图 24 假设 9 是 参数 (9 取 值 从 -x 到 x), 所 得 到 的 方程 组 
代表 一 组 经 过 点 4, B 的 圆 . 不 过 应 该 注意 到 , 每 个 圆 都 被 
分 成 了 两 部 分 , 它们 对 应 9 的 不 同 的 值 . 

(20) 现在 让 我 们 来 考虑 方程 


= 入 (1) 


其 中 和 是 一 个 不 等 于 1 的 常数 . 
设 K 是 一 个 点 , 在 该 点 圆 4BP 的 切线 与 AB 相交 于 点 已 则 三 角形 KPA 
与 KBP 相似 , 所 以 
4P/PB = PK/BK = KA/KP = 1/ 


故而 KA/KB = 1/X2, 于 是 ,对 于 PP 的 所 有 满足 方程 (1) 的 位 置 来 说 , K 是 一 个 不 
动 点 . 我 们 还 有 KP? = KA.KB, 这 是 一 个 常数 . 所 以 P 的 轨迹 是 一 个 以 K 为 中 心 
的 圆 . 

和 变化 时 所 得 到 的 方程 组 表示 一 组 圆 , 其 中 的 每 个 圆 与 第 (19) 题 中 的 那 组 贺 
中 的 每 个 圆 交 成 直角 . 当 和 = 1 时 这 个 圆 变 成 一 条 直线 . 

第 (19) 题 中 的 那 组 圆 称 为 有 公共 点 类 型 的 共 轴 圆 系 . 第 (20) 题 中 的 这 组 圆 称 
为 有 极限 点 类 型 的 共 轴 贺 系 . 4 和 B 是 该 圆 系 的 极限 点 (limiting point). 如 果 和 很 
大 或 者 很 小 , 则 该 圆 是 一 个 包含 4 或 者 B 在 其 内 部 的 很 小 的 圆 . 

(21) 双 线 性 变换 . 考虑 方程 


z=Z+a, (1) 


其 中 z= z+ 匆 和 2 一 义 十 Yi 是 两 个 复 变量 , 这 两 个 复 变量 可 以 假设 表示 在 两 
个 平面 zoy 和 XOY 上 . 对 z 的 每 一 个 值 对 应 有 2 的 一 个 值 , 反之 亦 然 ， 如果 
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a 二 Qa 十 i, 那么 
z=X+a, y=Y+p, 

而 点 (X,Y) 则 与 点 (z,y) 相对 应 . 如 果 (z,y) 在 它 的 平面 上 描绘 出 一 条 任意 类 
型 的 曲线 , (X,Y) 就 在 它 的 平面 上 画 出 一 条 曲线 . 从 而 一 个 平面 上 的 任意 一 个 图 
形 就 会 对 应 有 另 一 平面 上 的 一 个 图 形 .通过 像 (1) 这 样 一 个 > 与 2 之 间 的 关系 
作成 的 从 zoy 平面 上 一 个 图 形 到 XOY 平面 上 一 个 图 形 的 对 应 渠道 称 为 一 个 变 
换 (transformation). 在 这 一 特殊 情形 中 , 对 应 的 图 形 之 间 的 这 种 关系 是 很 容易 确定 
的 . (X,Y) 平面 上 的 图 形 在 大 小 、 形 状 以 及 定向 上 与 (z,y) 平面 上 的 图 形 是 一 样 的 ， 
不 过 向 左 移动 了 一 个 距离 a, 且 向 下 移动 了 一 个 距离 8. 这 样 的 一 个 变换 称 为 一 个 
平移 (translation). 

现在 考虑 方程 

z=p2, (2) 

其 中 p 是 正 的 . 这 给 出 > = pX,y = pY. 这 两 个 图 形 是 相似 的 , 且 类 似 地 环绕 各 自 
平面 上 的 原点 展 布 开 来 , 不 过 (z,y) 平面 上 图 形 的 尺度 是 (X,Y) 平面 上 图 形 的 尺 
度 的 p 倍 . 这 样 的 一 个 变换 称 为 一 个 缩放 (magnification). 

其 次 考虑 方程 


z= (cosg + ising) 2. (3) 


显然 |z| = |2|, amz 的 一 个 值 是 am2 十 内 且 两 个 图 的 差异 仅仅 在 于 : (z,y) 平面 上 
的 图 形 是 (X,Y) 平面 上 的 图 形 沿 正方 向 绕 原点 转动 一 个 角度 . 此 变换 称 为 一 个 旋 
转 (rotation). 
一 般 的 线性 变换 
z=aZ+b (4) 


是 三 种 变换 (1)(2)(3) 的 一 个 组 合 . 因为 , 如 果 |a| = p 且 ama = 9, 则 我 们 就 可 以 用 
三 个 方程 
z=2z+b, z=p2', 2Z’'= (cosg+ising)Z 
来 代替 (4). 从 而 一 般 的 线性 变换 等 价 于 一 个 平移 、 一 个 缩放 以 及 一 个 旋转 的 组 合 . 
其 次 考虑 变换 

»= 1 (5) 
如 果 12| = 已 且 am2 =6, 则 |z|=1/R 且 amz= 一 96, 为 了 从 (z,y) 平面 上 的 图 
过 渡 到 (X,Y) 平面 上 的 图 , 我 们 将 前 一 图 形 关于 以 o。 为 中 心 的 单位 圆 作 反 演 , 然 
后 作 新 的 图 关于 oz 轴 的 映像 ( 即 作 oz 轴 另 一 边 的 对 称 图 形 ). 


最 后 考虑 变换 
_ aZ+ b 


cZ+d 


(6) 
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这 等 价 于 下 列 诸 变换 
z= (a/c)+(bc—ad)(z'/c), z=1/2',, 2Z’=cZ+d 


的 组 合 , 也 即 等 价 于 我 们 已 经 考虑 过 的 类 型 的 变换 的 某 种 组 合 . 
变换 (6) 称 为 一 般 的 双 线 性 变换 (general bilinear transformation). 关于 2 求 


解 , 我 们 得 到 
dz—b 


cz—a 
一 般 的 双 线性 变换 是 有 下 列 性 质 的 最 一 般 类 型 的 变换 : 对 于 2 的 每 一 个 值 , 有 一 
个 且 仅 有 一 个 z 的 值 与 之 对 应 , 且 反 之 亦 然 . 

(22) 一 般 的 双 线 性 变换 把 圆 变 成 圆 ， 这 可 以 用 多 种 方法 予以 证 明 ， 我 们 可 以 
假设 熟知 的 纯 几 何 的 定理 成 立 : 反 演 变换 把 圆 变 成 圆 (当然 , 在 特殊 的 情形 它 是 直 
线 ). 或 者 我 们 也 可 以 利用 第 (19) 题 和 第 (20) 题 的 结果 . 例如 , 如 果 (z,y) 平面 上 的 
圆 是 


(2—0)/(z-p)|=», 
并 用 Z 来 代替 z, 我 们 得 到 
I(2—0)/(2—p)|=X, 


其 中 
or=_o°d /0 一 pod N= 


Q 一 pc 
a—oc 


入 . 


Q 一 0C a—pe 

(23) 考虑 变换 z = 1/2,z = (1+ 2)/ (1 一 2), 并 画 出 (X,Y) 上 与 下 述 各 曲线 
所 对 应 的 曲线 : @ 中 心 在 原点 的 圆 ; @ 经 过 原点 的 直线 . 

(24) 变换 z = (aZ +b)/(cZ +d) 使 圆周 zz 十 妇 = 1 与 (X,Y) 平面 上 的 直线 
相对 应 的 条 件 是 jal = |c|. 

(25) 交 比 . 交 比 (z1, zz, za, z4) 定义 为 

(21 — 23) (z2 — z4) 
(21 ~ 24) (z2 — z3) 

如 果 4 个 点 ,zo, za, za 在 同一 条 直线 上 , 则 这 个 定义 与 在 初等 几何 中 所 采用 的 
定义 相 吻 合 . 这 4 个 点 对 应 有 24 个 交 比 (cross ratio), 它们 可 以 从 z1, z2, za,za 出 发 ， 
通过 对 下 标 作 排列 而 作出 . 这 些 交 比 由 6 组 交 比 组 成 , 每 一 组 中 有 4 个 相等 的 交 比 . 
如 果 一 个 比值 是 , 那么 那 6 个 不 同 的 交 比 就 是 和 ,1 一 和 ,1/ 和 ,1/ (1 一 入 ,( 和 一 /A 
A/(^ 一 1， 这 4 个 点 称 为 是 调和 的 (harmonic) 或 者 调和 相关 的 (harmonically re- 
lated), 如 果 其 中 任何 一 个 数 是 -1， 在 此 情形 6 个 比值 就 是 -1, 2，-1 1/2, 2， 
1/2. 
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如 果 任何 一 个 交 比 是 实数 , 则 所 有 6 个 交 比 都 是 实数 , 且 这 4 个 点 在 同一 个 图 
周 上 . 因为 在 此 情形 


(z1 — 23) (z2 一 z4) 
(z1 — 24) (22 — 23) 
必定 取 -x,0,7 这 三 个 值 中 的 一 个 值 , 所 以 am {(z1 一 23)/ (21 一 24)} 和 am{(z2- 
za)/ (22 - 24)} 必定 要 么 相等 , 要 么 相差 x( 参 见 第 (19) 题 )- 
如 果 (z1,z2,z3,24) = 一 1 我 们 就 得 到 两 个 方程 


21 一 2 Z2—Z3 


2Z2—24 


21 一 23 z2— Z3 
am 二 三 土 X +am ， 
2 一 2 32 一 34 


21 一 24 
4 个 点 41, 42, 43, 44 位 于 一 个 圆 上 , 41 和 A 被 A3 和 44 分 隔 开 来 .我们 还 有 
4 43/4144 = 4243/4244. 设 O 是 4344 的 中 点 . 方程 
(“123)(2 74) -1 
(21 — 24) (22 — 23) 
可 以 表 为 下 述 形式 
(z1+z2)(z3 + 24) = 2(z122 + 2324), 


或 者 同样 地 , 也 可 以 表 为 形式 


{a a 3(% 十 2} {= i- 3 (ss 直 志 } = 位 (za 一 的 旺 


而 这 等 价 于 OO = O48” = OA4*. 故而 O41 和 04s 与 4s44 作成 相等 的 
角 , 且 O4; .042 = 043 = 043. 应 该 注意 到 , 点 对 4i, 42 与 4a, 44 之 间 的 关系 
是 对 称 的 . 因此 , 如 果 O' 是 4142 的 中 点 , 则 0'43 和 0'44 与 4142 交角 相等 , 且 
0'h3:0'44 = 0'A? = 0'A3. 

(26) 如 果 点 41, 42 由 az2+2bz+c= 0 给 出 , 而 点 4s, 44 则 由 a’z?+2b'z+c = 0 
给 出 , O 是 4s44 的 中 点 , 且 ac 二 a'c 一 2bb' = 0, 那么 OA1 和 O42 与 4344 作成 
相等 的 角 , 且 有 


OA1:0Ah2 = 043 = 042. (Math. Trip. 1901) 
(27) 4B,CD 是 Argand 图 中 的 两 条 交 线 , 而 P,Q 是 它们 的 中 点 . 证 明 : 如 果 
AB 等 分 角 CPD, 且 P42 = PB? = PC .PD, 那么 CD 等 分 角 AQB, 且 有 
QC? = QD = QA.QB. (Math. Trip. 1909) 
(28) 四 点 共 圆 的 条 件 . 一 个 充分 条 件 是 : 交 比 中 有 一 个 (从 而 所 有 交 比 亦 然 ) 是 


实数 (第 (25) 题 ); 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 这 个 条 件 的 另 一 种 形式 是 : 可 以 选取 实数 
a,6,7 使 得 
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1 1 1 
a B =0. 
Z12Z4 十 Z223 2Z2Z4 十 Z3Z1 2324 十 XZ1Z2 
为 证 明 此 点 , 我 们 注意 到 : 变换 2 = 1/ (z - z4) 等 价 于 关于 点 z4 的 一 个 反 
演 , 再 配 上 某 种 反射 (第 (21) 题 ). 如 果 za,z2, zs 位 于 经 过 z4 的 圆周 上 , 则 对 应 的 
点 1 二 1/(z1 一 2z4), 22 = 1/(z2 一 2z4), Za = 1/(z3 一 24) 在 一 条 直线 上 . 于 是 (第 
(12) 题 ), 我 们 可 以 求 得 实数 以, 6',Y, 使 之 满足 a 十 PP 十 Y = 0 以 及 oat/ (z1 一 z4) 十 
Bi/ (z2 一 24) 十 Y/ (z3 一 z4) = 0, 又 容易 证 明 : 这 与 所 给 出 的 条 件 等 价 . ] 
(29) 证 明 与 关于 实数 的 de Moivre 定理 类 似 的 结论 : 如 果 内 ,各 ,da,…… 是 一 
列 正 的 锐角 , 使 有 


tan pm+1 = tan pm sec 1 + sec bn tan D1, 


那么 就 有 
tan pm+n = tan pm sec pn + sec pm tan Pn, 
Sec pm+n = Sec bm sec pn 十 tan pm tan pn 
以 及 
tan bm + sec bm = (tan $1 + sec b1)™ . 
[利用 数学 归纳 法 .] 
(30) 变换 z = 2Z™m. 在 此 情形 有 + = Rm, 而 6 与 me 相差 2x 的 一 个 倍数 . 如 
果 2 描绘 出 环绕 原点 的 一 个 圆 , 那么 z 就 描绘 出 绕 原点 的 一 个 圆 m 次 . 
整个 (z,y) 平面 与 (X,Y) 平面 上 的 m 个 扇形 中 的 任何 一 个 扇形 相对 应 , 每 个 
扇形 的 圆心 角 为 2x/m、(z,y) 平面 上 的 每 一 个 点 都 与 (X,Y) 平面 上 的 m 个 点 相 
对 应 . 
(31) 一 个 实 变量 的 复 函数 . 如 果 f (t) ,6 (t) 是 两 个 对 于 位 于 某 个 范围 内 的 上 的 
值 有 定义 的 、 一 个 实 变量 t 的 实 函数 , 我 们 称 


z= f(t)+ip(t) (1) 
是 t+ 的 复 函数 . 我 们 可 以 通过 画 出 曲线 
z=f(t), y=$(), 


从 而 用 图 表示 出 这 个 复 函 数 . 如 果 z 是 上 的 一 个 复 系数 多 项 式 , 或 者 是 t 的 一 个 复 
系数 有 理 函数 , 我 们 就 可 以 将 它 表示 成 (1) 的 形式 并 如 此 来 确定 由 此 函数 所 表示 的 
曲线 . 

(OR 


第 3 章 复 数 89 


z=a+(b—a)t, 
其 中 a 和 4b 是 复数 , 如 果 a = w+aib=B+Bi 那么 
z=a+(B—-a)t, y=a +(8 —o)t. 


此 曲线 是 连接 点 z = a 和 z = 的 直线 . 这 两 点 之 间 的 线段 就 与 + 在 0 到 1 之 间 的 
取 值 范围 相对 应 . 求 与 该 直线 上 的 两 条 所 产生 的 线段 相对 应 的 t 的 值 . 


We 1 二 
:=e+tp (a), 


其 中 p 是 正 数 , 那么 该 曲线 是 中 心 为 、 半径 为 p 的 一 个 圆 . 当 t 取 遍 所 有 实数 值 
时 , z 描绘 出 该 圆 一 次 . 

图 一 般 来 说 , 方程 2 = (a 十 bt)/(c 十 dt) 代表 一 个 圆 . 这 可 以 通过 计算 z+ 和 y 
以 及 消 元 法 来 加 以 证 明 : 不 过 这 个 过 程 相当 烦琐 . 一 个 更 简单 的 方法 可 以 用 第 (22) 
题 中 的 结果 得 到 . 设 z = (a 十 b2)/ (c+d2Z), 2 =t 当 上 变动 时 , 2 描绘 出 一 条 直 
线 , 也 就 是 X 轴 . 从 而 z 描绘 出 一 个 圆 . 

@@ 方程 


z=a+2bt+ct? 


一 般 来 说 表示 一 条 抛物 线 , 如 果 b/c 是 实数 , 则 它 表示 一 条 直线 . 
@ 方程 
z= (a+2bt+ ct?)/ (a+2Bt+ Yt) 


表示 一 条 圆锥 曲线 , 其 中 a, 8, 是 实数 . 
[从 
z= (A+2Bt+Ct)/(a+2Bt+ yt), y= (A +2Bt+Ct)/ (a+2Bt+ yt) 
中 消去 ,其 中 4+Ai=a,B+Bi=b,C+0Ci= cj] 
47. 复数 的 根 


到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 对 像 Ya,am/" 这 样 的 符号 赋予 任何 意义 , 其 中 a 是 
一 个 复数 , 而 m 和 n 都 是 整数 . 然而 , 采用 在 初等 代数 中 对 于 取 实 值 的 a 时 的 定 
义 是 很 自然 的 . 例如 , 我 们 把 Wa, 也 即 ol"( 其 中 n 是 一 个 正 整数 ) 定义 为 满足 方 
程 z* = a 的 一 个 数 z; 而 把 or/"( 其 中 mm 是 一 个 整数 ) 定义 为 (al")”. 这 些 定义 
对 于 该 方程 是 否 有 根 这 一 问题 并 未 事先 给 出 判断 . 
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48. 方程 z=" = a 的 解 
设 
a=pfcos 几 +isind)， 
其 中 p 是 正 数 , % 是 介 于 -x < Bp < zt 之 间 的 一 个 角度 . 如 果 令 z =r(cosg + ising)， 


则 该 方程 有 形式 
rn” (cosng 十 isinmnb) = p(cosg +ising); 


所 以 


r*=p, cosn0=cosp, sinng= sing. (1) 
7r 的 仅 有 的 可 能 的 值 是 wyp, 它 是 p 的 通常 的 n 次 算术 根 ; 为 使 后 面 两 个 方程 
得 到 满足 , 其 必要 且 充 分 条 件 是 ng = 5 + 2kx, 其 中 大 是 一 个 整数 , 也 就 是 


0 = (8+ 2kn) /n. 


如 果 上 = pn +g, 其 中 p 和 g 是 整数 , 且 0 < gq <n, 那么 0 的 值 就 是 2pr 十 
(8 十 2g7) /n, 而 在 此 我 们 对 p 选取 什么 样 的 值 是 无 关 紧要 的 . 于 是 方程 


2"*=a=p(cosp+ising) 
恰好 有 n 个 根 , 这 些 根 由 z = r (cos9 二 isin9) 给 出 , 其 中 
r= Wp, 0=($+2gn)/n, (9g=0,1,2,...,n— 1). 
在 Argand 图 中 画 出 这 些 根 就 容易 看 出 , 这 nn 个 根 是 互 不 相同 的 . 特殊 的 根 
VYFtcos(bjm)+isin(djm)} 
称 为 Wa 的 主 值 . 
a=1p=10%=0 的 情形 有 特殊 的 意义 . 方程 z* = 1 的 个 根 是 
cos (2gr/m) + isin (2gr/m) ， (9 = 0,1 一 了 


这 些 数 称 为 n 次 单位 根 (roots of unity); 主 值 就 是 数 1 本 身 . 如 果 我 们 将 数 
cos(2r/m) + isin (2r/m) 记 为 wn, 我 们 看 到 n 次 单位 根 就 是 


,wn tw wml, 
例 XXII 
(1) 1 的 两 个 平方 根 是 1 和 -1; 三 个 立方 根 是 1 (1+iV3), (1 一 iV9); 


4 个 四 次 根 是 1,i, 1, -i; 5 个 五 次 根 是 
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计 - -Mo 本 |， fos 本 


(2) 证 明 1 十 wn 十 ww2 十 … A wn-1=0. 
(3) 证 明 


(z+ yw3 + zw3) (T+Y+ zw3) = T+ +22—yz— zr— Ty. 


(4) a 的 n 次 根 是 ”次 单位 根 与 Wa 的 主 值 之 乘积 . 
(5) 由 例 XXI 第 (14) 题 推 出 : 


2 二 Q 十 应 


的 根 是 


EM :EMV 本 -可 


其 中 的 符号 是 选取 相同 的 符号 还 是 选取 相反 的 符号 , 视 8 是 正 数 还 是 负数 而 定 . 证 
明 : 这 个 结果 与 第 (48) 节 的 结果 相 吻 合 . 
(6) 证 明 mm EE Ws) / (z2 a2) 等 于 


2 一 
(2? 一 2azcos 开 十 o) 他 一 2azcos 二 + o) 人 一 jaseod (T= 十 o) 
m m m 


[z2"m 一 a2m 的 因子 是 


(z—a), (awam), (z—auBn), 1 (5— awam-!). 


因子 rz- ow 兄 ,就 是 z+a. 因子 (z 一 aw5),(z 一 aw2m) 合 在 一 起 给 出 一 个 因子 
一 2az cos (sx/m) 十 a2. ] 
(7) 用 类 似 的 方法 将 ram+1 -azm+l, z2m + azm 以 及 z2mt1 十 gzm+t1 分 解 因子 . 
(8) 证 明 z2n 一 2zma" cosb + a2n 等 于 


9 
(20coss +e) (F200) 


多 人 2racos e+ 2 — +e) i‘ 


[利用 公式 
T2n 一 2znancosg 二 am = {z" — a" (cos0 +ising)} {7” 一 on (cosg 一 ising)}， 


再 将 最 后 两 个 表达 式 中 的 每 一 个 分 解 成 n 个 因子 . ] 
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(9) 求 方程 zs - 2z3 +2 =0 的 根 . (Math. Trip. 1910) 
(10) 用 仅仅 包含 平方 根 的 形式 求 wn 的 值 的 问题 (如 同 在 公式 


wa = 3 (-1+iv3) 


中 那样 ) 是 与 用 Euclid 方法 (也 就 是 用 直 尺 和 圆规 ) 在 一 个 单位 半径 的 圆 内 画 一 个 
内 接 正 n 边 形 这 个 几何 问题 等 价 的 代数 问题 . 因为 这 种 作 图 是 可 以 实现 的 ， 当 且 
仅 当 我 们 能 作出 由 cos (2r/m) 以 及 sin (2x/n) 所 度量 的 长 度 ; 而 且 这 是 可 以 实现 的 
(第 2 章 杂 例 中 的 第 22 题 ), 当 且 仅 当 这 些 数 可 以 表示 成 仅 含有 平方 根 的 形式 . 

Euclid 对 n = 3,4,5,6,8,10,12 以 及 15 给 出 了 相应 的 作 图 法 .显然 , 对 于 可 
以 由 这 些 数 乘 以 2 的 任意 寡 所 得 到 的 任意 的 n 的 值 , 这 样 的 作 图 都 是 可 以 做 到 的 . 
还 有 其 他 一 些 n 的 值 , 对 这 种 n 的 值 , 相应 的 作 图 也 是 可 行 的 , 最 有 趣 的 一 个 是 
n=17. 

Gauss 证 明了 : 当 n 是 形 如 

六 +1 

的 素数 时 , 这 样 的 作 图 总 是 可 行 的 . 与 = 0,1,2,3,4 所 对 应 的 诸 数 3, 5, 17, 257 和 
65537 都 是 素数 , 从 而 相应 的 作 图 都 是 可 行 的 . 而 k= 5,6,7 和 8 给 出 的 n 的 值 都 
是 合 数 , 现在 还 不 知道 是 否 有 更 多 的 素数 值 存在 . 

17 边 形 的 最 简单 的 作 图 法 ( 它 属于 Richmond) 可 以 在 H. P. Hudson 的 Ruler 
and compasses 一 书 第 34 页 中 、 在 F. 以 及 F. V. Morley 的 Inversive geometry 的 
第 167 页 以 及 在 本 书 第 13 节 最 后 一 个 脚注 中 推荐 的 Klein 的 书 中 找到 . 


49. De Moivre 定理 的 一 般 形 式 


由 上 一 节 的 结果 推出 , 如 果 4 是 一 个 正 整数 , 那么 (cosg + ising)Y9 有 一 个 值 


是 
cos (0/g) + isin (8/9). 


对 这 些 表 达 式 中 的 每 一 个 取 p 次 寡 (其 中 p 是 任意 一 个 正 的 或 者 负 的 整数 ), 我 们 
就 得 到 定理 : (cosg + ising)P/9 有 一 个 值 是 cos (p9/g) + isin (p9/q), 或 者 说 成 : 如 
果 a 是 任意 一 个 有 理 数 , 那么 (cosg + ising)* 有 一 个 值 是 


cos (abg) + isin (ab) . 

这 是 De Moivre 定理 的 一 个 推广 的 形式 (第 45 节 ). 
第 3 章 杂 例 
1. 一 个 三 角形 (zyz) 是 等 边 三 角形 的 条 件 是 
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T+ +2 yz— zr— 7y=0. 
[ 设 XYZ 为 它 的 角 . 位 移 ZX 是 由 YZ 沿 正方 向 或 者 负 方 向 转动 了 而 得 到 
的 . 由 于 Cis3r = ca Cis ( - 3) = 1/cs = 民 故而 我 人 有 = 一 == (2 一 功 ws, 或 
者 z-z=(z 一 切 轨 . 从 而 z+gyuas+zu3 = 0, 或 者 说 工 十 yw3 + zws = 0. 此 结果 


可 由 例 XXII 的 第 (3) 题 推出 . ] 
2. 如 果 XY2Z,X'Y'2' 是 两 个 三 角形 , 且 


YZ2:Y'Z'= ZX :ZX'= XY .XY', 


那么 两 个 三 角形 都 是 等 边 三 角形 . [根据 方程 


(y-2)(y -2)=(2-2)(2 -2)=(r-Y)(r -y= 


(最 后 一 步 是 我 们 的 定义 ) 可 以 推出 并 1/ (y' - 2) = 0, 这 也 就 是 并 z2 一 溃 yz' = 
0. 现在 可 以 应 用 上 一 个 例子 中 的 结果 . ] 
3. 在 一 个 三 角形 4BC 的 边 上 作出 相似 三 角形 BCX,CAY, 4B2Z. 证 明 4BC 
与 XY2 的 重心 重合 . 
孤 们 有 (z-o/0-cj= 才 -ac-o)=(z- 中 1(a- 昌 = 入 最 后 一 步 是 
我 们 的 定义 . 将 了 (z+3 十 用 a,b,c 来 表 出 . ] 
4. 如 果 X,Y, 2 是 三 角形 4BC 边 上 的 点 , 使 得 
BX/XC = CY/YA= AZ/2ZB =7, 
且 如 果 4BC 与 XYZ 相似 , 那么 要 么 + = 1, 要 么 这 两 个 三 角形 都 是 等 边 三 角形 . 
5. 如 果 4, B,C,D 是 平面 上 四 个 点 , 那么 
AD.BC < BD:.CA+CD.AB. 
[ 设 za zz, za,z 是 与 4, B,C,D 对 应 的 复数 , 那么 同样 有 
(21—24) (和 2 一 为) 十 (22 一 24) (23 —z1)+ (23 — 24) (z1— 22)=0. 
从 而 有 
上 (aa —24)(z2— 23)|=|(22— 24) (23 —z1) + (23— 24) (21— 2z2)| 
<|(z2 — 24) (zs — 2Z1)| + |(z3 — 24) (z1 — z2)|.] 


6. 从 以 下 事实 推导 出 关于 圆 内 接 四 边 形 的 Ptolemy 定理 : 共 圆 的 四 点 之 交 比 
为 实数 . [利用 与 在 上 一 个 例子 中 同样 的 恒等式 . ] 
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7. 如 果 22+ z2 = 1, 则 点 zz 是 焦点 在 1, 一 1 的 一 个 椭圆 的 共 绒 直径 的 端点 . 
[如 果 CP,CD 是 一 个 椭圆 的 共 本 半 直 径 , 而 ,已 是 它 的 焦点 , 那么 CD 就 平行 于 
角 SPH 的 外 角 平 分 线 , 且 有 SP. HP = CD?. ] 

8. 证 明 |a 十 6 十 |a 一 bl? = 2{lal? 十 16?}. [这 是 下 述 几何 定理 的 一 个 解析 等 价 
命题 : 如 果 M 是 PQ 的 中 点 , 那么 OP? + 0Q? = 20M? +2MP?. ] 

9. 从 第 8 题 推出 


et V6)| + le — VE -6)|= la 二 中 十 la 一 可 . 
[ 毁 果 au + V7 一 克 = ,4a 一 VE 一 酌 ) = za, 我 们 就 有 
lal? + lz2l? = 了 十 2 十 于 | 一 zj=2lo?+2|o2 一 好 |， 
所 以 
(aa 十 aa 六 = 2{lo + lo? —6|+ ll}=la+o +le— bl +2|e — 62|. 
该 结果 的 另 一 个 表述 方法 是 : 如 果 za 和 z 是 


az2 十 26z 十 7 一 0 


的 根 , 则 有 
lal (lal+ lz) =|2+ Val + |e— veal] 
10. 证 明 : 方程 
22+az+b=0 
的 两 个 根 都 是 单位 模 的 必要 且 充 分 条 件 是 


lal < 2, |6| = 1, amb = 2ama. 


[这 里 的 辐 角 不 一 定 是 它们 的 主 值 . ] 
11. 如 果 z4 + 4aiz3 + 6azz2 十 4aa7 十 a4 = 0 是 一 个 实 系数 方程 , 且 有 两 个 实 
根 和 两 个 复 根 , 这 四 点 在 Argand 图 上 是 共 圆 的 , 那么 


0 十 atas 十 a3 一 a2a4 一 2ala2a3 = 0. 
12. 如 果 
aoa3 + aas 十 吗 一 aoaza4 — 2a14203 = 0， 


那么 
aoz4 + 4al173 + 6a2z2 十 4asz 十 a4 =0 
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的 四 个 根 就 是 调和 相关 的 .? 
[将 223.14231,24212,34 用 方程 的 系数 来 加 以 表示 , 其 中 


Z23,14 = (21 — 22) (23 — 24) + (z1 — 23) (22 — 24), 


而 z1, z2, za, 24 是 该 方程 的 根 . ] 

13. 虚 点 和 直线 . 设 az + by 十 c= 0 是 一 个 复 系数 方程 . 如 果 对 于 x 给 以 任意 
一 个 特殊 的 实数 或 者 复数 值 , 我 们 都 能 求 得 一 个 对 应 的 y 的 值 . 满足 该 方程 的 x 和 
4 的 实 的 或 者 复 的 数 对 组 成 的 集合 称 为 一 条 虚 直 线 (imaginary straight line), z 和 yy 
的 成 对 的 值 称 为 虚 点 (imaginary point), 并 被 说 成 位 于 该 直线 上 . z 和 y 的 值 称 为 
点 (z,y) 的 坐标 (coordinates). 当 xz 和 y 是 实数 时 , 点 称 为 实 点 : 当 a, b,c 全 都 是 实 
数 时 (或 者 所 有 系数 可 以 通过 除 一 个 因子 能 变 成 实数 时 ), 该 直线 称 为 一 条 实 直线 . 
点 z=a 十 记 , 有 Y= 二 7 十 贡 与 点 xz =a 一 所 ,y= 二 7 一 各 称 为 是 共 思 的 ; 直线 


(A+Ai)z+(B+ By+C+Ci=0, 
(A AD)z+(B- Biy+C-Ci=0 
亦 称 为 是 共 辆 的 . 
验证 下 面 的 结论 : 每 条 实 直线 都 包含 无 穷 多 对 共 斩 的 虚 点 ; 一 条 虚 直线 一 般 来 
说 仅仅 含有 唯一 一 个 实 点 ; 一 条 虚 直 线 不 可 能 包含 一 对 共 轿 的 虚 点 : 求 条 件 (a) 使 
得 连接 两 个 给 定 的 虚 点 的 直线 是 实 直线 ; (b) 使 得 两 条 虚 直 线 的 交点 是 实 点 . 
14, 证 明 恒等式 
(z+Y+2) (T+ y+ zw) (z 十 yo 十 zus) = T+ +2 — B30yz, 
(THYT2) (T+ yws + zwb) (z+ ya zwd) (T+ ye + zwd) (T+ ywt + zws) 
=215 + +25 — Sr3yz 十 57y22z2. 
15. 解 方 程 
73—3ar+ (a+1l)=0 2 — 5ars+5ar+ (a +1) =0. 
16. 如 果 f(z) = ao 十 alz 十 … 十 akz*, 那么 
{7 (2) + (wT) + + f (wz)} = ao 十 anzn 十 aan72n 十 … 十 QMnZAn， 


其 中 心 是 mm= 1 的 (除去 z = 1 以 外 的 ) 任意 一 个 根 , 而 Xn 则 是 n 的 包含 在 
中 的 最 大 倍数 . 对 于 ar + optnzn 十 ant2nz2n 十 .… 寻求 一 个 类 似 的 公式 , 其 中 
0<p<n. 


@@ 有 关 调 和 相关 的 定义 请 见 本 书 第 3 章 第 46 节 例 XXI 第 (25) 题 . 一 一 译 者 注 
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17. 如 果 (1 二 2)” 二 po 十 Piz 十 p27? 十 …, 这 里 n 是 一 个 正 整数 , 那么 就 有 


T a 
Po —p2 +p4 —* = 23" cos 了 nm PD1 -ps+ps —" = 24"sin Zn. 
18. 对 级 数 
位 Z2 23 了 和 
玩 二 到 二 
求 和 , 其 中 n 是 3 的 倍数 . (Math. Trip. 1899) 


19. 如 果 上 是 一 个 满足 人 = 1 的 复数 , 则 当 t 变化 时 , 点 z = (at +b)/(t 一 0) 
描绘 出 一 个 圆 , 除非 |c| = 1, 而 当 |c| = 1 时 , 它 描绘 出 一 条 直线 . 
20. 如 果 如 同 在 上 一 个 例子 中 那样 变化 , 则 点 > = 了 {al + (&/9} 一 般 来 说 措 
绘 出 一 个 椭圆, 其 焦点 由 z? = ab 给 出 , 其 轴 为 |a| + |b| 以 及 |a| - |b|. 但 是 如 果 
lal = | 路 则 z 描绘 出 连接 -Vlab) 和 V(ab) 的 一 条 有 限 直线 段 . 
21. 证 明 : 如 果 上 是 实数 , 且 z= 如 一 1+ V(# 一 妨 ), 那么 , 当 如 <1 时 ,z 可 
以 用 圆周 2? 十 y? 十 z = 0 上 的 点 来 表示 . 假设 当 妇 > 1 时 ，V (到 二 要 表示 + 一 
的 正 的 平方 根 . 当 t 的 值 由 很 大 的 正 值 减 小 成 很 大 的 负 值 时 , 讨论 表示 z 的 点 的 运 
动 . (Math. Trip. 1912) 
22. 变换 z = (aZ +b)/(cZ +d 的 系数 满足 条 件 ad - bc = 1. 证 明 : 如 果 
c 头 0 则 存在 两 个 不 动 点 (6xed point)a, B, 也 就 是 在 该 变换 下 不 变 的 点 , 除非 有 
(oa+ 中 = 4 而 当 (a + 中? = 4 时 , 仅 有 一 个 不 动 点 a. 在 这 两 种 情形 下 , 该 变换 可 
表示 成 形式 
2 一 a KZ —a 1 国 1 
2 一 有 QZ-p6”z-a 7-a 
进一步 证 明 : 如 果 c = 0, 则 存在 一 个 不 动 点 a, 除非 a = d, 且 在 这 两 种 情形 , 该 变 
换 都 可 以 表示 成 形式 


十 五 . 


z—a=K(2-a), z=2+K. 


最 后 , 如 果 进 一 步 限制 o, c,d 仅 取 正 整 数值 (包含 零 ), 证 明 : 有 少 于 两 个 不 
动 点 的 仅 有 的 变换 有 形式 
= 一 器 +K, z=Z2+K. (Math. Trip. 1911) 
23. 证 明 : 关系 z= (1+ Zi/(Z+i) 把 z 轴 上 介 于 点 z=1 和 点 z= -1 之 间 
的 部 分 变换 成 经 过 点 Z = 1 和 2 = -1 的 一 个 半圆. 求 从 原先 选取 的 z 轴 的 这 一 
部 分 经 过 相继 使 用 这 一 变换 所 能 得 到 的 所 有 图 形 . (Math. Trip. 1912) 
24. 证 明 : 变换 
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a Z-a 
z= (cos0 +isin0) 1-as 
把 -平面 上 的 单位 圆 的 内 部 变换 成 Z- 平面 上 单位 圆 的 内 部 或 者 外 部 (其 中 a 是 
模 不 等 于 1 的 任意 复数 , 5 是 a 的 共 思 , 而 9 是 实数 ), 并 区 分 这 两 种 情形 . 
(Math. Trip. 1933) 
25. 如 果 z 二 22 + 22, 那么 圆 |2| = 1 与 z 平面 中 一 条 心脏 线 (cardioid) 相对 
应 . 
26. 讨论 变换 z = 3 {2 + (1/2)}, 特别 地 , 证 明 : 贺 X? + Y? = a? 与 共 焦 椭 加 


(confocal ellipse) 
总 妨 


we 


27. 如 果 (z 十 1)? = 4/2, 那么 z 一 平面 上 的 单位 圆 对 应 于 2 一 平面 上 的 抛物 
线 Rcos? 39 = 1 而 该 圆 的 内 部 则 对 应 于 该 抛物 线 的 外 部 . 

28. 证 明 : 变换 z = (2 +oaj2/1(Z 一 a)? 将 上 半 z- 平面 变换 成 为 Z- 平面 上 
一 个 半圆 的 内 部 , 其 中 a 是 一 个 实数 . (Math. Trip. 1919) 

29. 如 果 z= 22 一 1, 那么 当 z 描绘 出 圆 |z| = 时 , 2 的 两 个 对 应 位 置 中 的 每 
一 个 都 描绘 出 Cassini 卵 形 线 (Cassinian oval)pipz = , 其 中 pi, pz 是 2 与 点 -1 以 
及 1 的 距离 . 对 于 « 的 不 同 的 值 画 出 该 卵 形 线 . 

30. 考虑 关系 az? 十 2hz2Z +b2? 十 2gz 十 2f2 十 c==0. 证 明 : 存在 2Z 的 两 个 值 ， 
它们 对 应 于 z 的 同一 个 值 , 反之 亦 然 . 我 们 把 它们 分 别称 为 Z- 平面 以 及 z- 平面 
中 的 分 支点 (branch point). 证 明 : 如 果 z 描绘 出 以 分 枝 点 为 焦点 的 一 个 椭圆 , 那么 
2 亦 然 . 

[不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 将 给 定 的 关系 取 为 形式 


z22 十 2zZcosw 十 G2 =1: 


读者 应 该 对 此 感到 满意 . 这 样 一 来 , 在 无 论 哪 个 平面 中 的 分 支点 就 都 是 cosecw 和 
一 cosecw. 有 这 种 指定 形状 的 椭圆 由 


|z 十 cosecw| 十 |z 一 cosecw| =C 
给 出 , 其 中 C 是 一 个 常数 . 这 等 价 于 (第 9 题 ) 
| + V(z2 coseczw)| 十 jz- V(z2 — coseciw)| = C. 


将 它 用 Z 表示 出 来 . ] 
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31. 如 果 2 = aZ™m +b2", 其 中 m,n 是 正 整 数 , 而 a,b 是 实数 , 那么 当 2 描绘 
出 单位 圆 时 , z 就 描绘 出 一 条 内 摆 线 (hypo-cycloid) 或 者 一 条 外 摆 线 (epi-cycloid). 
32. 证 明 : 变换 a 
_ (a+d)Z+b 
?7 FB-(ao-d) 
等 价 于 关于 圆 
c(z*+y)—2ar—2dy—b=0 
的 反 演 , 其 中 a,b, c,d 是 实数 , a? 十 4? 十 bc > 0, 且 Z 是 2 的 共 思 . 当 
az 十 到 +bc<0 


时 , 该 变换 的 几何 解释 是 什么 ? 
33. 变换 


1 一 :z 1-2\° 
I+z 一 ( 十 引 
将 圆 |z| = 1 变换 成 一 个 张 角 为 x/c 的 圆 的 弓形 (cireular lune) 之 边界 , 其 中 c 是 有 
理 数 , 上 且 0 < c < 1. 
34. 证 明 : 变换 


将 z- 平面 上 的 单位 圆 的 内 部 变换 成 2 一 平面 上 单位 圆 的 内 部 ( 取 两 次 ), 其 中 a 
是 实数 , 且 0 < a < 1. (Math. Trip. 1933) 
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50. 一 个 正 整 变量 的 函数 


在 第 2 章 里 我 们 讨论 了 一 个 实 变量 z 的 函数 的 概念 , 并 且 用 大 量 这 种 函数 的 
例子 加 以 说 明 . 读者 应 该 记得 , 有 一 个 重要 的 特点 是 : 第 2 章 用 作 说 明 的 函数 差异 
相当 大 . 其 中 有 一 些 对 所 有 的 z 值 都 有 定义 , 有 些 仅 对 有 理 的 数值 有 定义 , 还 有 一 些 
仅仅 对 整数 的 值 有 定义 , 如 此 等 等 . 

例如 , 考虑 下 面 的 函数 : (i) z, (ii) Vz, (iii) z 的 分 母 , (iv) zx 的 分 子 和 分 母 的 乘积 之 平方 
根 , (v) z 的 最 大 素 因子 , (vi) Vz 和 z 的 最 大 素 因 子 之 乘积 , (vii) 第 z 个 素数 , (viii) Dartmoor 
监狱 中 罪犯 z 的 用 英寸 测量 的 身高 . 

于 是 , 使 得 这 些 函 数 有 定义 的 z 的 集合 , 或 者 如 我 们 所 称 的 函数 的 定义 域 就 是 ; (i) z 的 所 
有 的 值 , (i) z 的 所 有 正 的 值 , (说 ) xz 的 所 有 有 理 的 值 , (iv) z 的 所 有 正 的 有 理 的 值 , (v) z 的 所 
有 整数 的 值 , (vi) 与 (vii)z 的 所 有 正 整 数 的 值 , (vii) z 的 某 些 正 整数 , 也 即 1,2,… ,NN, 的 值 ， 
其 中 N 是 在 一 个 给 定 的 时 刻 Dartmoor 监狱 中 罪犯 的 总 数 . 了 

现在 让 我 们 来 考虑 像 上 面 的 (vii) 这 样 一 个 函数 , 它 对 z 的 所 有 正 整数 的 值 都 
有 定义 , 而 对 z 的 其 他 值 没有 定义 . 可 以 从 两 个 稍微 有 所 不 同 的 观点 来 看 待 这 个 函 
数 . 我 们 可 以 如 迄今 习惯 做 的 那样 , 把 它 视 为 仅仅 对 z 的 某 些 值 , 也 即 对 正 整 数值 
有 定义 的 实 变量 z 的 函数 , 并 说 成 对 所 有 其 他 的 z 值 该 定义 无 效 . 或 者 也 可 以 把 
Zz 的 除 正 整数 值 之 外 的 其 他 的 值 不 予 考虑 , 而 把 函数 视 为 一 个 正 整 数值 变量 " 的 函 
数 , 这 个 变量 的 值 是 正 整数 


1,2,3,4 


在 此 情形 我 们 可 以 记 
y= 9(n), 

现在 把 y 视 为 n 的 一 个 函数 , 它 对 n 的 所 有 的 值 痢 有 定义 . 
显然 , 对 于 z 的 所 有 的 值 有 定义 的 任何 一 个 函数 都 会 给 出 对 于 n 的 所 有 的 值 
有 定义 的 一 个 函数 . 于 是 从 函数 y = z? 出 发 , 不 考虑 z 的 除去 正 整 数 以 外 的 其 他 
所 有 的 值 以 及 对 应 的 y 的 值 , 就 得 到 函数 y = n?. 另 一 方面 , 从 任何 一 个 n 的 函数 
@ 在 最 后 这 个 例子 中 ，N 与 时 间 有 关 , 而 罪犯 = (其 中 = 有 确定 的 值 ) 在 不 同 的 时 刻 是 一 个 不 同 的 个 体 . 
从 而 , 如 果 取 不 同 的 时 刻 加 以 考虑 , 我 们 就 得 到 一 个 有 两 个 变量 的 函数 的 简单 的 例子 y = F(z 


它 对 某 个 范围 内 的 的 值 有 定义 , 也 即 从 Dartmoor 监狱 建立 的 时 刻 开始 ,到 它 被 弃 用 的 那 一 刻 为 
止 有 定义 , 而 且 对 z 的 一 定数 量 的 正 整数 值 有 定义 , 这 个 数量 是 随 t 的 变化 而 变化 的 . 
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我 们 可 以 得 到 任意 多 个 z 的 函数 , 这 只 要 按照 我 们 的 意愿 , 对 z 的 除去 正 整数 以 外 
的 其 他 的 值 任意 指定 y 的 值 就 能 办 到 . 
51. 插值 

如 何 确 定 z 的 一 个 函数 , 使 得 它 对 于 z 的 所 有 的 正 整数 的 值 与 一 个 给 定 的 
n 的 函数 对 应 的 值 相等 , 这 个 问题 在 高 等 数学 中 有 重要 的 意义 . 它 称 为 函数 插值 问 
题 (problem of functional interpolation). 

如 果 问 题 仅仅 是 寻求 某 个 满足 所 述 条 件 的 z 的 函数 , 当然 不 会 有 任何 困难 . 我 
们 可 以 如 上 面 所 说 明 的 那样 , 直接 随意 填补 上 所 有 缺失 的 值 : 的 确 可 以 直接 将 n 的 
函数 的 给 定 的 值 看 作为 z 的 函数 的 所 有 的 值 , 并 说 成 后 一 个 函数 对 z 的 所 有 其 他 
的 值 没 有 定义 . 但 是 这 个 解决 方案 显然 不 是 我 们 通常 所 希望 得 到 的 . 通常 希望 得 到 
的 解答 是 某 个 涉及 z 的 ( 尽 可 能 简单 的 ) 公 式 , 它 对 z = 1,2,…… 取 给 定 的 值 . 

在 某 些 情形 , 尤其 是 当 n 的 函数 本 身 是 由 一 个 公式 定义 的 时 候 , 有 一 个 显然 的 
解 . 例如 如 果 y = (n), 这 里 5(n) 是 的 一 个 函数 , 如 同 n? 或 者 cos nr 那样 , 它 
即便 当 ”不 是 正 整数 时 也 有 意义 , 我 们 自然 就 把 z 的 函数 取 作 为 y = 5$(z). 然而 
即使 在 这 个 非常 简单 的 情形 , 也 不 难 写 出 对 于 该 问题 的 其 他 几乎 同等 显然 的 解答 . 
例如 


y= 9(7)+sinzn 
对 z =n 取 值 为 $(n), 这 是 因为 sinnx = 0. 
在 其 他 情形 , $ (n) 可 以 由 像 (-1)” 这 样 的 一 个 公式 来 定义 , 这 种 公式 对 某 些 x 
的 值 不 再 有 定义 (在 (-1)” 这 一 例子 中 , z 取 分 数值 且 分 母 为 偶数 或 者 x 取 无 理 数 
值 的 情形 , % (n) 就 没有 定义 ). 但 是 有 可 能 用 这 样 一 种 方式 来 变换 公式 , 使 得 它 对 x 
的 所 有 的 值 都 有 定义 . 例如 , 在 这 一 情形 , 如 果 n 是 一 个 整数 , 就 有 


(—1)” = cosnn, 


故而 这 一 插值 问题 就 可 以 用 函数 cos zx 获得 解决 . 

在 其 他 的 情形 , %(z) 有 可 能 对 z 的 异 于 正 整 数 的 某 些 值 有 定义 , 但 并 不 对 所 有 
z 的 值 有 定义 . 例如 , 从 y = n" 就 得 到 y = zz. 这 个 表达 式 仅仅 对 z 的 剩 下 的 值 中 
的 某 些 值 有 意义 . 为 简单 起 见 , 仅 限于 考虑 正 的 > 值 , 此 时 , 鉴于 初等 代数 中 关于 分 
数 次 寒 的 定义 , z* 对 于 z 的 所 有 的 分 数值 都 有 定义 . 但 是 当 z 为 无 理 数 时 , zx (此 
时 此 刻 我 们 才 可 以 说 ) 根本 没有 意义 . 这 样 我 们 就 被 引导 到 考虑 这 样 的 问题 : 将 我 
们 的 定义 以 这 样 一 种 方式 加 以 延 拓 , 使 得 即使 当 xz 是 无 理 数 时 zz 也 有 意义 . 以 后 
我 们 将 会 看 到 这 样 一 种 所 希望 的 延 拓 可 以 怎样 得 以 实现 . 

我 们 再 来 考虑 
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这 一 情形 . 在 此 情形 , 没有 明显 的 公式 可 以 在 x = 时 转化 成 n!, 这 是 因为 z! 对 于 
异 于 正 整 数 的 z 的 值 没 有 意义 . 这 是 一 个 试图 求解 插值 法 的 问题 引导 出 数学 的 重 
大 进展 的 例子 ， 因 为 数学 家 们 已 经 成 功 地 发 现 了 一 个 函数 (T- 函数 ), 它 具 有 所 希 
望 的 性 质 , 此 外 , 它 还 有 许多 其 他 有 趣 而 重要 的 性 质 . 


52. 有 限 类 和 无 限 类 


在 进一步 讨论 之 前 , 需要 对 在 纯粹 数学 中 经 常 出 现 的 某 种 抽象 性 的 特征 作 几 点 
说 明 . 

首先 , 读者 可 能 已 经 熟悉 类 的 概念 . 在 这 里 没有 必要 讨论 类 的 概念 中 所 涉及 到 
的 任何 逻辑 上 的 困难 : 粗略 地 讲 , 我 们 可 以 说 一 个 类 就 是 具有 某 种 简单 或 者 复杂 性 
质 的 实体 或 者 对 象 的 总 体 或 者 集合 . 例如 我 们 有 英国 国民 组 成 的 类 、 国会 议员 组 成 
的 类 、 正 整数 组 成 的 类 以 及 实数 组 成 的 类 . 

此 外 , 读者 可 能 对 于 有 限 类 以 及 无 限 类 的 含义 已 经 有 了 想法 . 例如 英国 国民 的 
类 就 是 一 个 有 限 类 : 所 有 (过 去 的 、 现在 的 以 及 将 来 的 ) 英国 国民 的 总 体 有 一 个 有 
限 的 个 数 n, 当然 , 尽管 眼下 我 们 不 可 能 告诉 你 n 的 实际 的 值 . 另 一 方面 , 现在 的 英 
国 国民 的 类 有 一 个 个 数 n, 这 个 数 可 以 通过 计数 来 予以 确定 , 人 口 普 查 就 是 相当 有 
效 的 计数 方法 . 

另 一 方面 , 正 整数 的 类 不 是 有 限 的 , 而 是 无 限 的 . 这 可 以 如 下 更 精确 地 予以 表 
述 ， 如果 n 是 像 1 000 以 及 1 000 000 这 样 或 者 我 们 想象 到 的 任意 一 个 正 整数 ， 
那么 就 有 多 于 n 个 正 整数 .所 以 , 如 果 我 们 认为 该 数 是 1 000 000, 显然 就 至 少 有 
1 000 001 个 正 整数 . 类 似 地 , 有 理 数 的 类 以 及 实数 的 类 都 是 无 限 的 . 把 这 说 成 是 有 
无 穷 多 个 正 整数 (或 者 有 理 数 或 者 实数 ) 是 很 方便 的 . 但 是 读者 必须 永远 仔细 牢记 : 
我 们 这 样 说 的 真正 含义 就 是 指 问 题 中 涉及 的 类 不 像 1 000 或 者 1 000 000 那样 有 有 
限 多 个 成 员 . 


53, 当 n 很 大 时 n 的 函数 所 具有 的 性 质 


现在 我 们 可 以 回 到 在 第 50~51 节 中 讨论 过 的 “n 的 函数 ". 它们 与 我 们 在 第 2 
章 中 讨论 过 的 函数 有 许多 不 同 之 处 . 然而 这 两 类 函数 之 间 也 有 一 个 共同 的 特征 : 它 
们 赖 以 定义 的 变量 的 值 都 构成 一 个 无 限 的 类 . 正 是 这 一 事实 构成 了 我 们 接 下 来 要 
谈 的 以 及 第 5 章 里 所 有 研究 的 基础 , 在 作 了 必要 的 修改 之 后 , 它 对 于 z 的 函数 也 依 
然 适用 . 

假设 $(n) 是 n 的 任意 一 个 函数 , P 是 5(n) 可 能 具有 也 可 能 不 具有 的 任意 一 个 
性 质 , 例如 像 其 值 为 正 整数 或 者 其 值 大 于 1 这 样 的 性 质 . 对 每 一 个 值 n= 1,2,3,.…， 
研究 b(n) 是 否 具有 性 质 P. 那么 就 有 三 种 可 能 性 : 

(a) $ (mn) 可 能 对 所 有 的 n 的 值 都 具有 性 质 已 , 或 者 对 其 中 除了 有 限 多 的 NN 个 
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这 样 的 值 之 外 的 所 有 其 他 的 值 都 具有 性 质 已 ; 

(b) $ (n) 可 能 对 所 有 的 n 的 值 都 不 具有 性 质 P, 或 者 仅仅 对 其 中 有 限 多 的 N 
个 值 具有 性 质 已 

(c)(a) 与 (b) 皆 不 成 立 . 

如 果 (b) 为 真 , 则 使 得 5 (n) 具有 该 性 质 的 ” 的 值 构成 一 个 有 限 的 类 . 如 果 (a) 
为 真 , 则 使 得 $ (n) 不 具有 该 性 质 的 ” 的 值 构成 一 个 有 限 的 类 . 在 第 三 种 情形 , 两 
个 类 都 不 是 有 限 的 . 让 我 们 来 研究 某 些 特殊 的 例子 . 


() 设 %(n) = mw 并 令 忆 是“ 是 正 整 数 " 这 一 性 质 . 那么 $(n) 就 对 n 
的 所 有 的 值 都 具有 性 质 P. 
另 一 方面 , 如 果 已 表示 “……: 是 大 于 或 者 等 于 1 000 的 正 整数 " 这 一 性 质 ， 


那么 %(n) 就 对 n 的 除了 有 限 多 个 值 (也 即 除了 1, 2, 3…… 999) 以 外 的 所 有 的 值 
都 具有 性 质 P. 无 论 在 这 两 种 情形 的 哪 一 种 情形 , 都 有 (a) 为 真 . 


(2) 如 果 4(n) =n, 且 PP 是 “…… 小 于 1 000” 这 一 性 质 , 则 有 (b) 为 真 . 

(3) 如 果 p(n) =m 且 已 是 是 奇数 " 这 一 性 质 , 则 有 (c) 为 真 . 因为 ， 
如 果 是 奇数 , 则 Bp (n) 也 是 奇数 , 而 如 果 n 是 偶数 , 则 p(n) 也 是 偶数 , 而 n 的 奇 
数值 与 n 的 偶数 值 这 两 者 都 构成 无 限 的 类 . 

例 

在 下 面 的 每 一 种 情形 , 考虑 (a), (b) 以 及 (c) 是 否 为 真 : 

0 8(n)=n,P 是 “….… 是 完全 平方 数 ” 这 一 性 质 . 

( 划 8 (n) = pn, 其 中 pn 表示 第 n 个 素数 , 而 P 是 “………… 是 奇数 ” 这 一 性 质 ， 

( 阁 ) 8(n) =pn, 了 是 “…… 是 偶数 ”这 一 性 质 . 


(iv) $(n) = pm, 书 是 “(n) > mw 这 一 性 质 . 

(gm)=1=-(-D" (lm, 书 是“(n) < 1 这 一 性 质 . 

(vi) 9(n) =1 一 (-1)"(1/n), PP 是 “9(n) < 2” 这 一 性 质 . 

(vii) $(n) = 1000{ 十 (-1)"}/n,P 是“(n) < 1" 这 一 性 质 . 

(viii) $5(n) = 1/n,P 是 “p(n) < 0.001” 这 一 性 质 . 

(ix) $(n) = (-1)”/n,P 是 “|p (n)| < 0.001” 这 一 性 质 . 

(x) $ (n) = 10 000/n 或 者 (--1)”10 000/n,P 是 “9 (n) < 0.001” 这 一 性 质 或 者 
是 “lp (n)| < 0.001” 这 一 性 质 . 

(xi) $(n) = 人- 1/ +l, 己 是 “1-d(n) <0.0001” 这 一 性 质 . 
54. 当 n 很 大 时 n 的 函数 所 具有 的 性 质 ( 续 ) 

现在 假设 , 对 于 问题 中 的 5(n) 和 已 有 (a) 成 立 , 也 就 是 说 , $ (n) 即便 不 是 对 
所 有 的 ” 的 值 , 至 少 也 是 对 n 的 除去 有 限 多 N 个 值 之 外 的 所 有 其 他 的 值 都 具有 性 
质 P. 
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我 们 可 以 将 这 些 例外 的 值 记 为 
nN2 INN: 


当然 , 没有 任何 理由 说 这 些 例外 的 值 一 定 都 是 它 的 前 面 N 个 值 1,2,… , 入, 尽管 如 
同上 面 的 例子 中 所 指出 的 那样 , 实际 上 常常 遇 到 的 就 是 这 种 情形 . 但 不 论 是 否 如 此 ， 
我 们 都 知道 , 如 果 n > nw, 那么 5(n) 就 具有 性 质 P. 例如 , 如 果 n > 2, 那么 第 
个 素数 就 是 奇数 , n = 2 则 是 该 命题 仅 有 的 例外 ; 如 果 n > 1 000, 就 有 1/n < 0.001， 
nn 的 前 面 1 000 个 值 都 是 例外 值 ; 且 当 n > 2 000 时 有 


1000{1+(-D)"}/n<1, 


其 中 的 例外 值 是 2,4,6,… ,2 000. 这 就 是 说 , 在 每 一 种 情形 该 性 质 都 被 从 某 个 确定 
的 值 开始 往 后 的 所 有 的 n 的 值 所 具有 . 

我 们 还 将 通过 说 “d (n) 对 于 大 的 、 或 者 很 大 的 、 或 者 所 有 充分 大 的 n 的 值 具 
有 该 性 质 ” 来 反复 表达 这 一 点 . 于 是 , 当 说 “对 于 n 的 大 的 值 , $ (n) 具 有 性 质 P” 时 
( 它 常常 是 一 项 由 某 个 不 等 式 的 关系 所 表示 的 性 质 ), 我 们 指 的 是 可 以 确定 某 个 确定 
的 数 , 比方 说 no, 使 得 $B(n) 对 所 有 大 于 或 者 等 于 no 的 n 的 值 都 具有 该 性 质 . 在 
上 面 考虑 的 例子 中 , 数 no 可 以 取 为 大 于 nw 的 任何 一 个 数 , 这 里 的 nw 是 例外 的 
数 中 之 最 大 者 : 最 自然 的 是 取 no 为 nn +1. 

这 样 我 们 就 可 以 说 :“ 所 有 大 的 素数 都 是 奇数 ”, 或 者 说 “对 n 的 大 的 值 , 1/n 小 
于 0.001”, 读者 必须 使 自己 熟悉 在 这 种 命题 中 词汇 “大 的 (large)” 的 使 用 . 实际 上 ， 
“大 的 ” 是 这 样 一 个 词汇 , 它 在 数学 中 与 在 通常 生活 中 的 语言 相 比 , 并 没有 更 绝对 化 
的 意义 . 不 言 而 喻 , 在 通常 的 生活 中 , 一 个 在 某 一 方面 大 的 数 , 在 另 一 方面 则 可 能 是 
小 的 数 . 例如 , 在 足球 比赛 中 , 6 球 是 个 大 的 得 分 , 但 是 在 板 球 比赛 中 , 6 分 并 不 是 
一 个 大 的 得 分 ; (在 板 球 中 )400 分 是 一 个 很 大 的 得 分 , 但 是 400 英镑 并 不 是 一 笔 大 
的 收入 : 当然 , 数学 中 的 “大 ”一 般 而 言 是 指 足够 大 , 而 对 某 个 目的 来 说 是 足够 大 的 
数 对 于 另 一 个 目的 来 说 则 或 许 并 不 够 大 . 

我 们 现在 知道 结论 “# (n) 对 大 的 n 的 值 有 性 质 P” 的 涵义 是 什么 . 这 种 类 型 
的 结论 正 是 我 们 在 整个 这 一 章 里 所 关注 的 对 象 . 


55. 习 用 语 “m 趋向 无 穷 大 ” 


有 某 种 稍微 不 同 的 方式 来 看 待 那些 自然 采纳 的 事物 . 假设 接连 取 值 1,2,3,…. 
单词 “接连 ”自然 是 指 在 时 间 上 的 接连 发 生 , 如 果 愿 意 的 话 , 我 们 也 可 以 假设 在 相 
继 的 时 刻 (例如 在 相继 的 每 一 秒 的 开始 时 刻 ) 取 这 些 值 . 这 样 一 来 , 当时 间 流 逝 时 ， 
n 就 变 得 越 来 越 大 , 而 且 它 的 增 大 是 没有 限制 的 . 然而 , 不 论 我 们 能 想到 怎样 大 的 
一 个 数 , n 变 得 比 这 个 数 还 要 大 的 那个 时 刻 总 会 到 来 . 
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有 一 个 简短 的 用 语 来 表示 n 的 这 种 无 尽 的 增长 是 方便 的 , 我 们 将 此 说 成 “n 趋 
向 无 穷 大 ”, 或 者 表 为 n 一 co, 最 后 这 个 符号 是 “无 穷 大 ”的 缩写 . 习 语 “趋向 ”与 
单词 “相继 地 ”一 样 提示 我 们 在 时 间 上 变动 的 思想 . 有 时 , 按照 上 面 所 描述 的 方式 ， 
把 ”的 变化 作为 时 间 上 实现 的 变动 来 考虑 是 很 方便 的 . 不 过 这 仅仅 是 为 了 方便 , nn 
的 变化 通常 与 时 间 并 无 任何 关系 . 

读者 可 能 会 接受 这 样 的 说 法 : 当 说 到 n* 趋 向 co” 时, 我们 指 的 就 是 假设 n 取 
一 列 无 限 增长 的 值 . 不 存在 “无 穷 大 ”这 个 数 : 像 


n=00 


这 样 一 个 等 式 是 没有 意义 的 : 一 个 数 不 可 能 等 于 oo, 因为 “等 于 co” 这 句 话 没有 意 
义 . 事实 上 到 目前 为 止 , 符号 oo 除了 在 习 语 “趋向 oo0” 中 含有 我 们 在 上 面 所 揭示 的 
含义 之 外 , 根本 没有 什么 意义 . 以 后 我 们 将 要 学 习 如 何 对 涉及 到 符号 oo 的 另外 一 
个 习 语 赋予 某 种 含义 , 不 过 读者 应 该 永远 记 住 以 下 诸 点 : 

(1) 尽管 包含 oo 的 习 语 有 时 有 某 种 含义 , 但 是 oo 本 身 没有 任何 意义 ; 

(2) 每 当 包含 符号 oo 的 一 条 习 语 有 某 种 含义 时 , 都 是 因为 我 们 事先 用 一 种 特 
殊 的 定义 对 这 条 特殊 的 习 语 赋予 了 某 种 意义 . 

现在 显然 的 是 , 如 果 对 于 很 大 的 n 的 值 , %(n) 具有 性 质 已 , 且 如 果 在 我 们 刚才 
所 阐明 的 意义 上 有 "趋向 oo”, 那么 n 最 终 将 会 取 到 足够 大 的 值 , 以 确保 b(n) 具 
有 性 质 已 所 以 , 另 一 个 提出 问题 “对 于 充分 大 的 n 的 值 , 6 (n) 具有 什么 性 质 ? ” 
的 方法 就 是 “ 当 n 趋向 oo 时 , 9 (n) 的 性 状 如 何 ? ”. 


56. 当 n 趋向 无 穷 大 时 , n 的 函数 $ (n) 的 性 状 


鉴于 上 一 节 所 作 的 说 明 , 我 们 现在 要 来 着 手 考虑 在 高 等 数学 中 不 断 出 现 的 某 
种 命题 的 意义 . 例如 , 考虑 下 面 两 个 命题 : (a) 对 n 的 大 值 , 1/n 很 小 ; (b) 对 n 的 大 值 ， 
1 一 (1/n) 接 近 等 于 1. 显然 , 正如 我 们 所 看 到 的 那样 , 它们 中 有 许多 需要 读者 关注 的 
东西 . 首先 讨论 (a), 它 要 稍微 简单 一 些 . 

我 们 已 经 考虑 过 命题 “对 n 的 大 值 , 1/n 小 于 0.001”". 我 们 看 到 , 这 个 命题 意 
味 着 对 于 n 的 大 于 某 个 确定 的 值 (实际 上 大 于 1 000 即 可 ) 的 所 有 的 值 , 不 等 式 
1/n < 0.00 1 皆 为 真 . 类 似 地 ,“ 对 "的 大 值 , 1/n 小 于 0.000 1” 亦 为 真 : 事实 上 对 于 
n>.10 000 就 有 1/n < 0.000 1. 代替 0.001 或 者 0.000 1, 我 们 可 以 取 0.000 01 或 者 
0.000 001, 甚至 取 我 们 希望 取 的 任何 正 数 . 

显然 , 如 果 有 某 种 方式 来 表示 如 下 的 事实 ， 那 将 会 是 很 方便 的 : 当 我 们 用 像 
0.000 1 和 0.000 01 这 样 更 小 的 数 或 者 我 们 想 要 选取 的 任何 其 他 的 数 来 代替 0.001 
时 , 任何 一 个 像 “对 n 的 大 值 , 1/n 小 于 0.001” 这 样 的 命题 均 为 真 ， 显 然 我 们 可 
以 将 这 说 成 为 “无论 5 多 么 小 (当然 只 要 它 是 正 的 ), 那么 对 ni 的 充分 大 的 值 , 都 有 
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1/n < 5, 这 一 结论 的 正确 性 是 显然 的 . 因为 如 果 n > 1/5, 就 有 1/n < 5, 所 以 , 我 
们 所 说 的 n 的 “充分 大 的 ” 值 只 需要 大 于 1/6 即 可 . 然而 , 这 个 结论 是 一 个 复杂 的 
结论 , 其 原因 在 于 : 它 实际 上 是 代表 了 整整 一 批 结论 , 这 批 结论 是 通过 对 5 给 出 像 
0.001 这 样 的 特殊 值 而 得 到 的 . 自然 , 6 越 小 , 1/5 就 越 大 , 从 而 ”的 “充分 大 的 ” 值 
中 之 最 小 者 也 就 必须 更 大 , 当 5 取 一 个 值 时 n 的 那些 足够 大 的 值 在 5 取 一 个 更 小 


的 值 时 会 变 得 不 再 适用 . 
上 面 一 段 中 用 楷体 字 表 述 的 命题 正 是 命题 (a) 所 表达 的 含义 : 对 n 的 大 值 , 1/n 
很 小 . 类 似 地 , (b) 实际 上 含义 是 “如 果 9 (n) = 工 - (1/n) 那么 , 无 论 对 5 赋予 什么 


样 的 正 的 值 (例如 0.001 或 者 0.000 1), 命题 ' 对 充分 大 的 n 的 值 , 都 有 1 一 (n) <6 
成 立 .， 为 真 . ” 

还 有 另外 一 个 方法 常用 来 表达 由 结论 (a) 和 (b) 所 表述 的 事实 . 这 可 以 立即 由 
第 55 节 给 出 . 不 说 “对 n 的 大 值 , 1/n 很 小 ”, 而 是 改 为 说 成 “ 当 nn 趋向 oo 时 , 1/n 
趋向 0”. 这 些 命题 被 视 为 是 与 (a) 和 (b) 严格 等 价 的 . 于 是 命题 


“ 当 n 很 大 时 ， 1/n 很 小 ” 
“ 当 趋向 oo 时， 1/n 趋向 0” 
是 相互 等 价 的 , 且 它们 也 与 更 为 形式 化 的 命题 


“如 果 5 是 任意 一 个 无 论 多 小 的 正 数 , 那么 对 于 充分 大 的 n 的 值 , 都 有 
1/n<o 


等 价 , 或 者 与 甚至 更 加 形式 化 的 命题 


“如 果 5 是 任意 一 个 无 论 多 小 的 正 数 , 那么 可 以 求 得 一 个 数 no, 使 得 对 于 
n 的 所 有 大 于 或 者 等 于 no 的 值 , 都 有 1/n < 人 


等 价 . 
当然 , 在 上 一 个 命题 中 出 现 的 数 ro 是 5 的 一 个 函数 ， 我 们 有 时 将 no 写成 
no (6) 以 强调 这 一 点 . 

读者 应 该 想象 自己 遇 到 了 一 个 对 手 , 这 位 对 手 在 质疑 该 命题 的 正确 性 . 他 会 列 
举 出 一 列 变 得 越 来 越 小 的 数 . 他 可 以 从 0.001 开始 . 读者 会 回答 : 只 要 n > 1 000， 
就 有 1/m < 0.001. 对 手 必定 会 承认 这 一 结论 , 不 过 他 会 尝试 某 个 像 0.000 000 1 这 
样 的 更 小 的 数 . 读者 会 回答 : 只 要 n > 10 000 000, 就 有 1/n < 0.000 000 1, 如 此 等 
等 . 在 这 个 简单 的 情形 , 显然 读者 总 会 有 更 好 的 论证 方法 . 

现在 我 们 还 要 引进 另外 一 个 方法 来 表示 函数 1/n 的 这 个 性 质 . 我 们 将 说 成 “ 当 
nn 趋向 oo 时 , 1/n 的 极限 是 0”, 我 们 可 以 用 符号 将 这 个 命题 表 成 形式 

lim 4 0, 


n>o0Nn 
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或 者 简单 写成 im (1/n) = 0. 有 时 我 们 也 写成 
“ 当 柬 一 oo 时 ， lm 一 0"， 


它 可 以 被 读 成 “ 当 n 趋向 oo 时 , 1/n 趋向 0”; 或 者 简单 表示 成 “1/n 一 0”. 用 同样 
的 方式 , 我 们 记 
2m (1-) 关 守 mm (1-}) = 


或 者 写成 1 一 (1/n) 一 1. 
57. 当 n 趋向 无 穷 大 时 , n 的 函数 % (mn) 的 性 状 ( 续 ) 


现在 让 我 们 来 考虑 一 个 不 同 的 例子 : 设 $(n) = n2. 那么 “ 当 n 很 大 时 , n? 也 
很 大 ”. 
这 个 命题 等 价 于 如 下 更 形式 的 命题 
“如 果 A 是 一 个 无 论 多 大 的 正 数 , 那么 对 充分 大 的 n 的 值 有 n? > A”， 
“我 们 可 以 求 得 一 个 数 no (A), 使 得 对 于 n 的 所 有 大 于 或 者 等 于 no (A) 
的 值 , 都 有 n2 > A”. 
在 此 情形 很 自然 地 会 说 “ 当 n 趋向 oo 时, n? 趋向 oo0”, 或 者 “n? 与 n 一 起 趋向 
oo0”, 并 记 为 
n2 一 00. 


最 后 , 考虑 函数 b(n) = 一 n?. 在 此 情形 , 当 n 很 大 时 , $ (n) 的 绝对 值 也 很 大 ， 
但 它 本 身 是 负 的 , 我 们 自然 就 说 成 “ 当 n 趋向 ce 时 , -n? 趋向 -oo0”, 并 记 为 


一 n2 一 一 oo. 


符号 -ce 在 这 种 意义 下 的 使 用 提示 我 们 : 为 了 保证 记号 有 更 大 的 一 致 性 , 用 "2 一 
+oo 代替 n? 一 oo, 并 在 一 般 情形 用 +oo 来 代替 co, 有 时 会 是 很 方便 的 . 

但 是 我 们 还 要 再 一 次 重复 : 在 所 有 这 些 命题 中 , 符号 co, +co, -co 本 身 并 没有 
任何 意义 , 仅仅 当 它们 出 现在 与 我 们 刚刚 给 出 的 解释 有 关 的 特殊 的 地 方 , 它 才 取得 
某 种 意义 . 


58. 极限 的 定义 


在 上 面 所 作 的 讨论 之 后 , 读者 应 该 能 来 了 解 极限 的 一 般 概念 了 . 我 们 可 以 粗略 
地 说 : 当 n 趋向 oo 时 图 (m) 趋向 极限 1, 如 果 当 nn 很 大 时 (n) 接近 等 于 1. 但 是 ， 
尽管 通过 上 面 所 作 的 说 明 , 这 个 命题 的 意义 应 该 足够 清楚 , 但 是 它 现 在 的 形式 还 不 
是 足够 精确 , 还 不 适用 于 作为 严格 的 数学 定义 . 事实 上 , 它 等 价 于 整整 一 类 像 “ 对 充 
分 大 的 n 的 值 , $(n) 与 1 的 差 小 于 8” 这 种 类 型 的 命题 . 这 个 命题 对 于 5 = 0.01， 
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0.000 1 或 者 任何 正 数 都 必须 为 真 ; 而 对 5 的 任何 这 样 的 值 , 该 结论 必须 对 于 n 的 
从 某 个 确定 的 值 no (5) 开始 的 所 有 的 值 缘 为 真 , 尽管 通常 来 说 , 5 的 值 越 小 , 这 个 值 
no (5) 就 会 越 大 . 

由 此 我 们 构造 出 下 面 正规 的 定义 : 

定义 I 函数 (n) 说 成 是 当 n 趋向 oo 时 趋向 极限 1, 如果 不论 5 是 如 何 小 
的 正 数 , 对 于 充分 大 的 n 的 值 , $ (n) 与 1 的 差 都 小 于 6; 这 也 就 是 说 , 如 果 不 论 6 是 
如 何 小 的 正 数 , 我 们 都 能 确定 一 个 与 5 相对 应 的 数 no (5), 使 得 对 于 n 的 所 有 大 于 
或 者 等 于 no (5) 的 值 , $(n) 与 1 的 差 都 小 于 5. 

通常 将 6 (n) 与 1 的 差 ( 取 正 值 ) 记 为 |$(n) 一 让 它 等 于 b(n) 一 ! 和 1- 9(n) 
两 者 中 取 正 值 的 那 一 个 , 如 同 在 第 3 章 中 给 出 的 那样 , 它 与 5 (n) - ! 的 模 的 定义 相 
吻合 , 尽管 目前 我 们 还 仅仅 只 考虑 实 的 值 ( 正 的 和 负 的 ). 

利用 这 一 符号 , 可 将 定义 更 简洁 地 叙述 如 下 : “如果 给 定 任意 的 无 论 多 小 的 正 
数 6, 我 们 都 能 求 得 no (5), 使 得 当 冯 > mo (5) 时 有 lg(n) -中 < 5 成 立 , 那么 我 们 就 
说 : 当 n 趋向 co 时 , $(n) 趋向 极限 1， 并 记 为 

lim $(n) =". 

有 时 我 们 可 能 会 略 去 “m 一 oo”, 而 有 时 为 了 简单 起 见 , 将 它 写 成 $ (n) 一 ! 也 是 很 方便 
的 . 

读者 将 会 发 现 , 在 几 种 简单 的 情形 中 求 出 作为 5 的 函数 的 no 的 显 式 表达 式 ， 
是 很 有 教 益 的 . 例如 , 如果 % (nz) = 1/n, 则 有 ! = 0, 该 条 件 转化 为 : 对 m > no 有 
1/n < 5, 如 果 取 no = 1 十 [1/6]”, 则 此 不 等 式 满足 . 其 中 有 且 仅 仅 只 有 一 种 情形 , 在 
此 情形 下 同一 个 no 对 所 有 5 的 值 都 适用 . 如 果 从 nn 的 某 个 确定 的 值 N 往 后 , $ (n) 
都 是 一 个 常数 , 比如 其 值 为 C, 那么 显然 对 于 n > N 有 9(n) - C = 0 所以, 对 于 
n 之 NN 以 及 对 于 5 的 所 有 正 的 值 , 不 等 式 Ip (n) - C| < 5 都 满足 . 又 如 果 对 n>N 
以 及 对 于 5 的 所 有 正 的 值 , 都 有 ld (n) 一 i| < 5, 则 显然 当 n>N 时 有 (mn) =1, 从 
而 对 于 n 的 所 有 这 样 的 值 , $ (n) 是 常数 . 
59. 极限 的 定义 ( 续 ) 

极限 的 定义 可 以 用 如 下 几何 的 方式 来 加 以 描述 . $ (n) 的 图 由 若干 个 与 值 n= 1， 

3，…… 对 应 的 点 组 成 . 
画 出 直线 y = ! 以 及 与 它 的 距离 为 5 的 平行 线 y = 1 一 6,y =1+5. 那么 ， 
i, $n) =! 

成 立 的 条 件 是 : 如 果 , 一 旦 这 些 直线 画 好 , 不 论 它们 相互 之 间 靠 得 如 何 接 近 , 我 们 总 
能 如 图 25 中 那样 , 以 如 此 方式 画 出 一 条 直线 z = no, 使 得 该 图 形 的 位 于 这 条 直线 


名 这 里 以 及 以 后 我 们 都 在 第 2 章 的 意义 下 使 用 符号 [z], 也 即 用 此 来 表示 不 大 于 z 的 最 大 整数 . 
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上 的 以 及 位 于 它 右 边 的 所 有 的 点 , 都 夹 在 平行 直线 y= 1 一 6 与 y=1+5 之 间 . 我 


图 25 


们 将 会 发 现 , 当 处 理 对 于 一 个 实 变量 的 所 有 的 值 而 不 仅仅 是 对 正 整数 值 有 定义 的 函 
数 时 , 这 种 研究 定义 的 几何 方法 特别 有 用 . 


60. 极限 的 定义 ( 续 ) 


对 于 当 n 趋向 oo 时 趋向 一 个 极限 的 n 的 函数 , 我 们 已 经 讨论 了 很 多 . 现在 我 
们 必须 对 于 像 n? 和 -2 这 样 的 趋向 正 无 穷 或 者 趋向 负 无 穷 的 函数 来 构造 相应 的 
极限 定义 . 到 目前 为 止 读者 应 该 很 容易 理解 下 述 定义 . 

定义 II ”函数 p(n) 说 成 是 与 n 一 起 趋向 +oo( 正 无 穷 大 ), 如 果 当 给 定 任意 一 
个 无 论 多 么 大 的 数 A， 我 们 都 能 确定 no (A), 使 得 当 n > no (A) 时 就 有 9 (n) > A 成 
立 ; 这 也 就 是 说 , 如 果 不 论 A 多 么 大 , 对 于 n 的 充分 大 的 值 都 有 (n) > 人 . 

该 命题 的 另 一 个 不 那么 精确 的 形式 是 “如 果 随 着 nn 足够 地 增 大 , 我 们 能 使 (n) 
达到 我 们 所 希望 的 那么 大 ”. 它 在 一 个 基本 要 点 上 有 些 含混 不 清 , 也 即 , $ (n) 必须 对 
于 m 的 满足 n > mo (A) 的 所 有 的 值 , 而 不 仅仅 是 对 某 一 些 这 样 的 值 都 大 于 A. 不 
过 , 如 果 我 们 明白 了 它 的 含义 , 则 应 用 这 样 的 表达 方式 并 无 任何 混淆 . 

当 4(n) 趋向 +oo 时 , 我 们 记 

由 (mn) 一 十 oo- 
我 们 把 构造 趋向 负 无 穷 的 函数 的 对 应 的 定义 留 给 读者 自己 完成 . 
61, 关于 定义 的 几 个 要 点 

读者 应 当 仔细 注意 下 述 几 点 . 

(1) 显然 , 我 们 可 以 对 于 n 的 任意 有 限 多 个 值 任意 改变 %(") 对 应 的 取 值 而 决 
不 会 改变 当 n 趋向 ce 时 %(n) 的 性 状 . 例如 , 当 nn 趋向 oo 时 , 1/n 趋向 0. 我 们 可 
以 从 1/n 出 发 , 通过 改变 它 的 有 限 多 个 值 来 得 到 任意 多 个 新 的 函数 . 例如, 我们 可 
以 考虑 在 n= 1,2,7,11,101,107,109,237 时 取 值 等 于 3, 而 对 n 的 所 有 其 他 的 值 取 
值 为 1/n 的 函数 p(n). 对 这 个 函数 , 恰 如 对 原来 的 函数 1/n 一 样 ,有 limd (n) = 0. 
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类 似 地 , 如 果 函 数 5 (n) 在 n= 1,2,7,11,101,107,109,237 时 取 值 等 于 3, 而 在 其 他 
情形 函数 取 值 为 n?, 那么 %(m) 一 +oo 为 真 . 

(2) 另 一 方面 , 通常 我 们 不 能 改变 p(n) 的 无 穷 多 个 值 而 不 在 根本 上 改变 它 当 
nn 趋向 oo 时 的 性 状 . 例如 , 如 果 我 们 将 函数 1/n 当 n 为 100 的 倍数 时 的 值 改变 成 
1, 那么 lim bg (n) = 0 就 不 再 成 立 . 只 要 仅 有 有 限 多 个 值 受到 影响 , 我 们 就 总 能 选取 
到 定义 中 的 数 no, 这 个 no 的 值 要 比 使 得 %(m) 的 值 有 改变 的 n 的 诸 值 中 之 最 大 值 
还 要 大 . 例如 , 在 上 面 的 例子 中 , 我 们 总 可 以 取 no > 237. 的 确 , 只 要 第 56 节 中 我 们 
想象 中 的 对 手 给 定 5 一 个 小 到 像 3 这 样 的 一 个 值 (在 第 一 个 例子 中 ), 或 者 给 定 A 
一 个 大 到 像 3 这 样 的 一 个 值 (在 第 二 个 例子 中 ), 我 们 就 必须 要 这 样 做 . 但 是 现在 ， 
无 论 no 取 多 大 的 值 , 都 会 有 n 的 更 大 的 值 存在 , 对 这 个 更 大 的 n 的 值 , $ (n) 的 值 
已 经 改变 . 

(3) 在 用 定义 作 检 测 时 , 其 关键 在 于 : 不 等 式 |p (n) -中 < 6 不 仅 应 该 对 n= no 
成 立 , 还 应 该 对 n > no 也 都 成 立 , 也 即 对 no 以 及 n 的 所 有 的 更 大 的 值 该 不 等 式 都 成 
立 , 例如 , 显然 , 如 果 6 (n) 是 上 面 最 后 一 个 所 考虑 的 函数 , 那么 给 定 5, 我 们 就 能 选 
取 no 使 得 当 = no 时 , 有 |9(n)| < 5: 我 们 仅仅 需要 选取 ” 的 一 个 充分 大 的 且 不 
是 100 的 倍数 的 值 即 可 . 但 是 在 no 这 样 选 定之 后 , 当 n> no 时 |6 (n)| < 5 并 不 为 
真 : 当 5< 1 时 , 所 有 大 于 no 且 是 100 的 倍数 的 数 n 都 是 该 命题 的 例外 值 . 

(4) 如 果 4%(n) 总 是 大 于 1, 我们 就 可 以 用 5 (n) 一 1 来 代替 |6 (n) - 小 这 样 一 来 ， 
考察 1/n 当 n 趋向 oo 时 是 否 趋向 极限 0, 就 只 要 看 当 n > no 时 是 否 有 1/n < 5 
即 可 . 然而 , 如 果 $(n) = (-1)”/n, 此 时 仍 有 1 为 0, 但 是 9(n) -1 有 时 为 正 有 时 为 
负 . 在 此 情形 , 我 们 必须 将 条 件 表述 成 |p (n) 一 4| < 5 的 形式 , 例如 , 在 这 一 特殊 的 
情形 , 条 件 需 表述 成 形式 |6 (n)| < 5. 

(5) 极限 1 本 身 有 可 能 是 由 (nm) 实际 所 取 的 一 个 值 . 例如 , 如 果 对 n 所 有 的 值 都 
有 4%(n) = 0, 则 显然 就 有 lim 9 (n) = 0. 又 如 果 在 上 面 的 (2) 和 (3) 中 改变 了 函数 
的 值 , 当 n 是 100 的 倍数 时 , 将 函数 值 改 为 0 以 取代 原来 的 值 1, 我 们 就 得 到 一 个 
函数 %(n): 当 是 100 的 倍数 时 它 取 值 为 0, 而 在 其 他 情形 取 值 为 1/n. 这 个 函数 
当 n 趋向 oo 时 的 极限 依然 是 0. 此 极限 本 身 就 是 这 个 函数 对 于 n 的 无 穷 多 个 值 
(也 就 是 当 n 是 100 的 倍数 时 ) 所 取 的 函数 值 . 

另 一 方面 , 极限 本 身 不 一 定 是 (一 般 来 说 它 也 不 是 ) 该 函数 对 于 任何 一 个 nn 的 
值 所 对 应 的 函数 值 . 在 $(n) = 1/n 这 一 情形 , 这 一 点 是 十 分 明显 的 . 该 函数 之 极限 
为 0; 但 是 对 任何 n 的 值 , 它 的 函数 值 从 来 都 不 等 于 0. 

读者 应 该 能 够 接受 这 些 事实 ， 极限 不 是 函数 的 一 个 值 : 极限 与 函数 值 很 不 相 
同 , 虽然 极限 是 由 它 与 函数 值 的 关系 所 确定 的 , 而 且 有 可 能 与 某 个 函数 值 相 等 . 对 
于 函数 

g(n)=0 或 6) =1， 
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其 极限 与 $(n) 的 所 有 的 函数 值 都 相等 ; 对 于 
b=/n, 1"/n, 1+(1/n), 1+{(-D)"/n}, 
它们 的 极限 不 与 任何 一 个 函数 值 相等 ; 对 于 


p(n)= 人 dnr) /n, 1+ { (sn gn) 器 


( 当 n 趋 向 oo 时 容易 看 出 其 极限 分 别 为 0 和 1, 因为 sin dnr 从 数值 上 来 说 从 来 都 


不 大 于 1), 其 极限 等 于 对 n 的 所 有 的 偶数 值 $ (n) 所 取 的 值 , 但 是 当 n 为 奇数 值 时 
所 取 的 函数 值 全 都 与 极限 值 不 同 , 且 此 时 函数 值 也 相互 不 同 . 

(6) 当 n 很 大 时 , 一 个 函数 可 能 数值 上 始终 很 大 , 但 却 并 不 趋向 +oe 或 者 -oo， 
$n) = (1)”n 对 此 给 出 一 个 很 好 的 例证 . 如 果 一 个 函数 从 n 的 某 个 值 起 始终 保 
持 固定 的 符号 , 那么 这 个 函数 可 能 只 趋向 +ce 或 者 趋向 -oc 

例 XXIII 

研究 下 列 n 的 函数 当 n 趋向 oo 时 的 性 状 . 

(1) $(n) = mk, 其 中 大 是 一 个 正 的 或 者 负 的 整数 , 或 者 是 有 理 分 数 . 如 果 上 是 
正 的 , 那么 n* 与 n 一 起 趋向 +oo. 如 果 上 是 负 的 , 那么 limn* = 0. 如 果 上 =0, 则 
对 n 的 所 有 的 值 都 有 wk = 1. 故 limn* = 1. 

读者 会 发 现 , 哪怕 是 在 如 此 简单 的 一 种 情形 , 为 我 们 定义 中 的 条 件 是 满足 的 这 
一 点 写 出 一 个 正规 的 证 明 , 将 会 是 很 有 意义 的 . 例如 , 取 k > 0 的 情形 . 设 A 是 任 
意 指 定 的 正 数 . 我 们 希望 选取 no, 使 得 当 n > no 时 有 n* > A. 实际 上 我 们 仅 需 要 
取 任 何 一 个 大 于 A 的 数 来 作为 no 即 可 . 例如 , 如 果 = 4, 那么 当 n > 11 时 就 
有 n4 > 10 000, 而 当 n > 101 时 有 ns > 100 000 000, 如 此 等 等 . 

(2) %(n) = pn, 其 中 pn 是 第 n 个 素数 .如 果 只 有 有 限 多 个 素数 , 那么 p(n) 
就 只 对 有 限 多 个 n 的 值 有 定义 . 然而 , 正如 Euclid 首先 指出 的 那样 ， 有 无 限 多 个 
素数 存在 ，Euclid 的 证 明 如 下 : 设 2,3,5,… ,px 是 不 超过 p 的 所 有 的 素数 , 令 
呈 = (2.3.5...pn) 十 1. 则 PP 不 能 被 2,3,5,… ,pw 中 任何 一 个 数 整除 . 从 而 要 么 
PP 是 一 个 素数 , 要 么 已 可 以 被 一 个 介 于 pw 和 已 之 间 的 素数 p 整除 . 无 论 在 哪 种 
情形 , 都 有 一 个 大 于 pw 的 素数 存在 , 所 以 素数 个 数 无 穷 . 

由 于 9(n) > mw 故 有 4(m) 一 oo. 

(3) 设 %(n) 是 小 于 nn 的 素数 个 数 , 这 里 再 次 有 b(n) 一 十 oo. 

(4) $(n) = [anj, 其 中 a 是 任 一 个 正 数 . 这 里 


$n)=0 (gn<l/a), $m)=1 (lagn<2/a), 


如 此 等 等 ; 且 有 9$ (n) 一 +oc. 
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(5) 如 果 $(n) = 1 000 000/m, 则 有 limdg(n) = 0; 如 果 (n) = m/1 000 000, 则 
有 少 (n) 一 +oo. 这 些 结论 完全 不 受 下 述 事实 的 影响 : 开始 时 p(n) 要 比 多 (") 大 得 
多 , 事实 上 一 直到 n = 1 000 000, $ (n) 都 要 比 (n) 大 . 

(6) $(n) =1/ {一 (Dn 一 (DD)",n{1 一 (-1D)"}. 第 一 个 函数 趋向 0, 第 二 
个 函数 趋向 +oo, 而 第 三 个 函数 既 不 趋向 一 个 极限 , 也 不 趋向 +oo. 

(7) $(n) = (sinnbr) /n, 其 中 9 是 任意 一 个 实数 . 这 里 有 l% (n)| < 1/n, 这 是 因 
为 jsin nbr| < 1, 从 而 有 lim$(n) = 0. 

(8) 9 (n) = (sinngr) /Vn, (acos2nb +bsin2nb) /n, 其 中 a 和。 是 任何 实数 . 

(9) $ (n) = sinn9n, 如 果 9 是 整数 , 那么 对 n 的 所 有 的 值 都 有 b(n) = 0, 于 是 
lim¢ (n) = 0. 

其 次 设 0 是 有 理 数 , 例如 9 = p/gq, 其 中 p 和 4 是 正 整数 . 设 n= ag 十 5, 其 中 
a 是 n 被 g 除 所 得 的 商 , 而 b 则 是 余数 . 这 样 就 有 sin (npr/g) = (一 1)"? sin (bpry/g). 
例如 , 假设 p 为 偶数 , 则 当 n 从 0 增加 到 g 一 1 时 , $ (n) 取 值 为 


2pm (qa— Dpx 


0， sin pr sin Hs 
gq 
当 n 从 gq 增加 到 2g 一 1 时 , 这 些 值 重 复出 现 ; 当 n 从 29 增加 到 3g 一 1, 从 39g 增加 
到 4g 一 1, 如 此 下 去 , 情形 亦 与 此 相同 . 于 是 gp (n) 的 值 形成 有 限 多 个 不 同 的 值 的 循 
环 重 复 . 显然 , 在 这 种 情形 , 当 n 趋向 无 穷 时 , 9$ (n) 既 不 可 能 趋向 一 个 极限 , 也 不 可 
能 趋向 +oo, 或 者 趋向 一 co. 
9 是 无 理 数 的 情形 会 稍微 有 一 些 困难 . 我 们 将 在 下 一 组 例子 中 对 此 加 以 讨论 . 

62. 振荡 函数 


定义 当 史 趋向 co 时 , $(n) 既 不 趋向 一 个 极限 , 也 不 趋向 +o0, 且 也 不 趋向 
一 00, 我 们 就 称 $(n) 当 郊 趋向 co 时 是 振荡 (oscillate) 的 . 

一 个 函数 %(m), 如 果 它 的 值 如 同 在 上 面 最 后 一 个 例子 中 所 考虑 的 那样 是 一 组 
不 同 的 值 的 不 断 的 循环 重复 , 那么 该 函数 一 定 是 振荡 的 ; 不 过 当然 , 函数 也 有 可 能 
是 振荡 的 , 但 却 不 具有 这 种 特性 . 振荡 是 以 否定 的 形式 加 以 定义 的 : 当 函 数 不 具 有 
某 些 另 外 的 性 质 时 , 它 就 是 振荡 的 . 

振荡 函数 的 最 简单 的 例子 由 


4 =(-D)" 


给 出 , 当 n 为 偶数 时 它 等 于 +1, 而 当 n 为 奇数 时 等 于 -1. 在 此 情形 , 函数 值 是 循 


环 出 现 的 . 但 是 考虑 
$n)=(-D)"+n,, 


其 函数 值 为 
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-1+1, 1+ 二 + Es -1+ 
当 n 很 大 时 , 每 个 函数 值 都 几乎 是 +1 或 者 -1, 而 且 显然 , $ (") 不 趋向 一 个 极限 ， 


也 不 趋向 +oo 或 者 -oo, 从 而 它 是 振荡 的 , 不 过 它 的 函数 值 并 不 循环 . 应 该 注意 的 
是 , 在 这 种 情形 , $ (n) 的 每 个 值 的 绝对 值 都 小 于 或 者 等 于 也 类 似 地 ， 
b(n) =(-1)" 100+1 000n—! 


是 振荡 函数 . 当 n 很 大 时 , 每 个 函数 值 都 接近 等 于 100 或 者 -100. 数值 上 最 大 的 
值 是 900( 对 = 1). 现在 考虑 $(n) = (-D"m, 它 的 值 是 -1,2, 一 3,4, 一 5,…. 这 个 
函数 是 振荡 的 , 因为 它 既 不 趋向 一 个 极限 , 也 不 趋向 +oo 或 -cc; 但 在 此 情形 , 我 
们 不 可 能 指定 一 个 界限 , 使 得 该 函数 的 各 项 的 值 不 超出 这 个 界限 . 这 两 个 例子 之 间 
的 区 别提 示 我 们 给 出 进一步 的 定义 . 

定义 ”如 果 当 n 趋向 co 时 9(n) 是 振荡 的 , 那么 力 (m) 将 被 称 为 是 有 限 振 
荡 (oscillate finitely) 的 或 者 是 无 限 振荡 (oscillate infinitely) 的 , 根据 是 否 能 指定 一 个 
数 KK, 使 得 9(n) 的 所 有 值 的 绝对 值 都 小 于 及 , 也 即 对 所 有 n 的 值 都 有 [p(n)| < 下、 

这 些 定义 , 与 第 58 节 以 及 第 60 节 中 的 定义 一 样 , 在 下 面 的 例子 中 给 出 了 进 一 
步 的 说 明 . 

例 XXIV 

当 趋向 co 时 , 研究 下 列 函 数 的 性 状 . 

(1) (-D"，5 十 3(-1D” ，1000 000n 一 十 (-D”，1000000(-1D)7 二 mn 

(2) (-1)"m，1000 000+(-D"m . 

(3) 1000000—n, (—1)"(1 000000—n). 

(4) mn{1L+ (一 1)"}, 在 此 情形 %(") 的 值 是 


0,4,0, 8,0, 12,0, 16,... . 


奇数 项 全 都 是 零 , 而 偶数 项 趋向 +co: 9 (n) 无 限 振荡 . 

(5) m2 十 (1)”2n. 第 二 项 无 限 振荡 , 但 是 第 一 项 当 n 很 大 时 要 比 第 二 项 大 得 
多 . 实际 上 有 $(n) > mn2 一 2n, 且 只 要 n>1+ VIA+i,n2-2 = 人 一 1 一 1 就 
大 于 任意 指定 的 值 A. 从 而 有 %(n) 一 +oo. 应 该 注意 的 是 , 在 此 情形 $(2k 十 1) 总 
是 小 于 p (2k), 所 以 该 函数 通过 连续 不 断 的 前 进 和 后 退 而 趋向 无 穷 .然而 , 根据 我 
们 所 用 的 定义 , 它 并 不 “振荡 ”. 

(6) m2{1+(-D)"}, ("n+n, n+(-l)"n. 

(7) sin nn. 我 们 已 经 看 到 ( 例 XXIII 第 9 题 ): 当 9 是 有 理 数 时 , $ (n) 是 有 限 
振荡 的 , 除非 9 是 一 个 整数 , 此 时 有 p(n) = 0, 从 而 $ (n) 一 0. 
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9 是 无 理 数 的 情形 稍 有 困难 , 不 过 我 们 仍然 可 以 证 明 %(n) 是 有 限 振荡 的 . 不 
失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 0<9<1. 

首先 , 由 于 lb (n)| < 1, 所 以 6 (n) 或 者 有 限 振荡 , 或 者 趋向 一 个 极限 . 

如 果 sinn9n 一 4, 那么 


2cos (n+ 3) rsin br 一 sin (nm 十 1)br 一 sinmngr 一 0， 
于 是 eos (n+$) or m0 从 而 
(n+3) 0=h titen, 
其 中 k& 是 一 个 整数 , 而 en 一 0, 所 以 


0= kn — kn-1+en— En-1 = ln +mn, 


这 里 / 是 一 个 整数 , 而 mm 一 0. 这 显然 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 9 是 一 个 常数 , 且 它 
夹 在 0 和 1 之 间 . 

类 似 地 证 明 : cos nbr 是 有 限 振荡 的 , 除非 9 是 一 个 偶 整数 . 

(8) 除非 9 是 一 个 整数 , 否则 sin nbr 或 者 cos nbr 不 可 能 对 于 所 有 很 大 的 nn 的 
值 接近 等 于 两 个 值 a,b 中 的 某 一 个 值 . 

[这 可 以 用 与 第 7 题 类 似 的 方法 加 以 证 明 , 只 不 过 要 比 那 里 更 复杂 一 些 .] 

(9) sin nbr + msin nbr 十 ml (—1)" sinnon. 

(10) acosmnbr 十 bsinmbgr, sin2mnbr,acos2mbr 十 bsin2mbrr. 

(11) nsinnbr, 如 果 n 是 整数 , 则 有 p(n) = 0, 故而 $5(n) 一 0. 如 果 0 是 有 理 
数 , 但 不 是 整数 , 或 者 是 无 理 数 , 那么 $(n) 无 限 振荡 . 

(12) n (acos2 nbr 十 bsin? nx). 在 此 情形 , 如 果 a 和 6 两 者 皆 为 正 数 , 则 b(n) 
趋向 +oo, 但 如 果 两 者 均 为 负数 , 则 p(n) 趋向 -oo. 考虑 4a=0,b>0 或 者 a > 0,b = 
0 的 特殊 情形 . 如 果 a 和 b 有 相反 的 符号 , 则 %(n) 一 般 来 说 无 限 振荡 . 研究 任何 
例外 的 情形 . 

(13) sinmlgr. 如 果 9 取 有 理 数值 p/g, 那么 对 n 的 所 有 大 于 或 者 等 于 4 的 值 ， 
nl 肯定 都 是 整数 ， 从 而 $5(n) 一 0. 9 取 无 理 数 的 情形 , 如 果 不 借助 于 对 于 一 个 困 
难得 多 的 特性 的 考虑 , 这 种 情形 是 无 法 加 以 处 理 的 . 

(14) an — [bn] , (—1)” (an — [bn]). 

(15) n 的 最 小 素 因 子 . 当 n 为 素数 时 , $ (n) = n; 当 n 为 偶数 时 , $(n) = 2. 从 
而 p(n) 无 限 振荡 . 

(16) n 的 最 大 素 因子 . 
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(17) 公元 n 年 的 天 数 . 

例 XXV 

(1) 如 果 对 n 的 所 有 的 值 都 有 b(n) 一 +oo 以 及 岁 (n) > 9(m9), 那么 网 (mn) 一 
十 oo. 

(2) 如 果 对 n 的 所 有 的 值 都 有 4(n) 一 0 以 及 地 (nl< 19 (mw) 那么 水 (n) 一 0. 

(3) 如 果 lim|$ (n)| = 0, 那么 lmd(n) = 

(4) 如 果 4 (n) 趋向 一 个 极限 或 者 有 限 振荡 , 且 当 n > no 时 有 | (mn)| < lb (no 
那么 图 (mn) 趋向 一 个 极限 或 者 有 限 振荡 . 

如 果 b(n) 趋向 +oo, 或 者 趋向 -co, 或 者 无 限 振荡 , 且 当 n > no 时 有 

> | (n)|, 那么 少 (n) 趋向 +oo, 或 者 趋向 -oo0, 或 者 无 限 振荡 . 

es “如 果 b(n) 振荡 , 且 无 论 no 有 多 大 , 我 们 都 能 求 得 大 于 no 的 n 的 值 , 使 
有 水 (n) > $(n), 也 能 求 得 大 于 no 的 n 的 值 , 使 有 水 (n) < 5(n), 那么 水 (m) 振荡 ” 
此 说 法 是 否 为 真 ? 如 果 不 真 , 请 给 出 一 个 反例 . 

(7) 如 果 当 n 一 co 时 有 (mn) 一 4 则 也 有 4 人 +D) 一 1,p 是 任何 一 个 固定 的 
整数 . 

[这 可 以 立即 由 定义 推出 . 类 似 地 我 们 看 出 : 如 果 4(n) 趋向 +co, 或 者 趋向 一 co， 
或 者 振荡 , 那么 9 (n 十) 亦 然 ] 

(8) 如 果 p 随 ”的 变化 而 变化 , 且 其 绝对 值 总 是 小 于 一 个 固定 的 正 整数 N; 或 
者 , 如 果 p 随 n 的 变化 而 以 任意 方式 变化 , 只 要 它 永 远 是 正 的 , 则 同样 的 结论 成 立 
(除了 振荡 的 情形 以 外 ). 

(9) 确定 使 下 列 各 式 成 立 的 最 小 的 no 的 值 : 

Drnit+2n>99999 (n>n); @n+2n> 1 000000 (n>no). 

(10) 确定 使 下 列 各 式 成 立 的 最 小 的 no 的 值 : 

Dnt+(-1)" >1000 (nzn0); @n+(-1)" > 1 000000 (n>no). 

(11) 确定 使 下 列 各 式 成 立 的 最 小 的 no 的 值 : 

Dnt+2n>Anzn); Q@n+(-D) >A (n>no), 
这 里 A 是 任何 一 个 正 数 . 

四 m= [VET 可 : @ no = 1+[A] 或 者 no = 2+ [A], 这 要 根据 [A] 是 奇 
数 还 是 偶数 而 定 , 也 即 有 no = 1+ [A] + 了 {1+(-D 的 )] 

(12) 确定 当 n > no 0 no 的 值 : 

©@ 一 -一 <0.0001; @1 是 = < 0.000 001. 


pr 


[让 我 们 考虑 后 一 情形 . 首先 有 
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1 CD" n+l 
n 93 n2 


容易 看 出 , 当 n > no 时 使 (n + 1) /n? < 0.000 001 成 立 的 no 的 最 小 值 是 1 000 002. 
但 是 所 给 出 的 不 等 式 被 n = 1 000 001 所 满足 , 而 这 就 是 所 要 求 的 no 的 值 .] 


63. 某 些 关于 极限 的 一 般 性 的 定理 


A. 两 个 性 状 已 知 的 函数 之 和 的 性 状 

定理 I 如 果 风 (PP) 和 少 (n) 趋向 极限 a,b, 那么 由 (ma) 十 功 (m) 趋向 极限 a 十 b. 

这 个 结论 几乎 是 显然 的 ”. 读者 可 以 马上 想 出 的 论证 方法 大 致 如 下 :“ 当 n 很 
大 时 , $ (n) 接近 等 于 a, 而 水 (") 则 接近 等 于 5, 于 是 它们 的 和 接近 等 于 ac 十 刀 . 不 
过 我 们 需要 相当 正式 地 将 这 个 证 明 加 以 叙述 . 

设 5 是 任意 一 个 指定 的 正 数 (例如 0.001,0.000 000 1,…). 我 们 需要 证 明 : 可 
以 找到 一 个 数 no, 使 得 当 n > no 时 有 


I (n) +y(n) — ad (1) 


现在 根据 在 第 3 章 中 证 明 的 一 个 命题 ( 它 确实 比 我 们 这 里 所 需要 用 的 结论 要 更 加 
一 般 ): 两 个 数 的 和 的 模 小 于 或 者 等 于 它们 的 模 之 和 . 从 而 


|$ (+n) ab gp(n) -al+tly(n) 一 可， 
由 此 推出 , 如 果 我 们 可 以 选取 no, 使 得 当 > no 时 有 
I$ (nm) —al+ly(n) dl<s6, (2) 


则 所 希望 的 条 件 一 定 会 得 到 满足 . 
给 定 任意 的 正 数 5', 我 们 可 以 求 得 ma, 使 当 > m 时 有 |b(n) 一 a| < 9. 我 们 


外 在 这 个 说 法 中 有 某 种 含混 不 清 之 处 , 读者 需 对 此 加 以 注意 . 当 我 们 说 “ 某 某 定理 几乎 是 显然 的 ”的 时 
候 , 可 能 指 的 是 两 种 含义 中 的 某 一 种 . 一 种 含义 是 “很 难 怀疑 该 定理 的 正确 性 ",“ 该 定理 在 直觉 上 被 
当 作 常识 所 接受 ”. 例如 , 我 们 接受 命题 “2+2=4” 或 者 “等 腰 三 角形 的 两 底 角 相等 ”的 正确 性 . 在 此 
意义 下 , 某 个 定理 是 “显然 的 ”并 没有 证 明 它 是 正确 的 , 这 是 因为 最 令 人 信任 的 普通 感官 的 直观 判断 
也 常 被 发 现 是 有 错误 的 ; 即便 该 定理 为 真 , 它 也 是 “显然 的 ” 这 一 事实 是 没有 理由 不 加 以 证 明 的 , 如 
果 可 以 找到 一 个 证 明 的 话 ， 数 学 的 目的 就 是 证 明 某 些 前 提 蕴 含 某 个 结论 ; 而 结论 可 能 与 前 提 同 样 是 
“显然 的 ”这 一 事实 从 来 没有 损害 证 明 的 必要 性 ,甚至 从 未 经 常 性 地 破坏 证 明 的 重要 性 . 

但 有 时 候 (如 这 里 的 例子 那样 ) 我 们 赋予 “这 儿 乎 是 显然 的 ”与 此 完全 不 同 的 含义 . 我 们 的 含义 
是 “一 瞬间 的 印象 不 仅 应 当 使 读者 相信 记述 内 容 的 正确 性 , 而 且 还 能 向 他 提供 严格 证 明 的 一 般 性 的 
思路 "， 当 一 个 命题 在 这 个 意义 下 是 “显然 的 ”时 候 , 我 们 就 大 可 以 略 去 它 的 证 明 , 这 并 不 是 因为 证 
明 是 不 必要 的 , 而 是 因为 详细 叙述 读者 自己 就 能 为 自己 提供 的 东西 实在 是 浪费 时 间 . 

这 些 注释 的 主要 内 容 是 多 年 以 前 Littlewood 教授 向 我 建议 的 
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取 了 = 35, 则 当 n>n 时 就 有 |b(m) 一 al < 基 . 类 似 地 , 我 们 可 以 求 得 na, 使 得 
当 n>no 时 有 (mn) 一 引 < 35. 现在 取 no 是 m4 和 ms 这 两 个 数 中 之 大 者 . 那么, 当 


n> no 时 就 有 |b(n) -al < 35 以 及 Iy(m) -中 < 35, 于 是 (2) 得 以 满足, 从 而 定理 
得 到 证 明 . 

此 论证 可 以 这 样 来 简洁 地 予以 表述 : 由 于 limd(n) = a 以 及 limy(n) = 孔 故 
我 们 可 以 选取 n,nz, 使 得 


lp -al < 项 (nzn); WW(n)-al< 35 (n> n2). 
这 样 一 来 , 如 果 n 既 不 小 于 ni, 也 不 小 于 nz, 我 们 就 有 
人 的 (mn) + (nn) -ab Io(n) -alt+ly(n) 一 中 < 


于 是 
lim{$(n)+w(n)}=a+b. 


64. 定理 I 的 附属 结果 


读者 应 该 没有 困难 来 验证 下 面 的 附属 结果 . 

(1) 如 果 b (n) 趋 向 一 个 极限 , 但 小 (n) 趋 向 +oo, 或 趋向 -00, 或 有 限 振 荡 或 无 限 
振荡 , 那么 p(n) 十 由 (n) 与 小 (n) 有 相同 的 性 状 . 

(2) 如 果 (n) 一 十 co 而 几 (n) 一 +oo 或 者 有 限 振荡 , 那么 p(n) 十 内 (n) 一 十 co. 

在 这 个 命题 中 , 显然 我 们 可 以 将 所 有 的 +oo 统统 改 为 一 00. 

(3) 如 果 作 (n) 一 +oo, 而 沙 (n) 一 一 00, 那么 办 (ma) 十 几 (n) 可 能 趋向 一 个 极限 , 或 
者 趋向 +oo, 或 者 趋向 -co, 或 者 有 限 振荡 或 者 无 限 振荡 . 

这 5 种 可 能 性 依次 通过 例子 DO b(n) = n,y(n) = -n; @ 9$(n) = ,y(n) = 
-让 @ $n) = nyn) = 一 2 @ $n) = n+(-D)" ,yn) = -nn © $n) = 
开 十 (一 1)"n, 引 (n) = 一 n2 予以 说 明 . 

(4) 如 果 9 (n) 一 +o0, 而 几 (n) 无 限 振荡 , 那么 p(n) 十 小 (nn) 可 能 趋向 +oo, 或 者 
无 限 振荡 , 但 它 不 可 能 趋向 一 个 极限 , 或 者 趋向 -00, 或 者 有 限 振 荡 . 

因为 光 (n) = {9 (nn) 十 少 (n)} 一 $(n), 如 果 9(n) 二 由 (n) 表现 为 上 面 最 后 三 种 方 
式 中 的 任意 一 种 方式 , 则 由 上 面 的 结果 就 会 推出 水 (mn) 一 -oo, 而 这 是 不 可 能 的 . 作 
为 两 种 可 能 的 情形 的 例子 , 考虑 @ b(n) =n2,$(n)=(-1”n;@$(n)=n,y(n)= 
(一 1)"n2. 在 这 里 , 符号 +oo 和 -oo 再 次 可 以 全 部 交换 . 

(5) 如 果 9(n) 和 过 (nm) 两 者 都 有 限 振 荡 , 那么 $B(n) 十 少 (n) 必 定 趋向 一 个 极限 
或 者 有 限 振荡 . 
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作为 例子 , 我 们 取 

DW)=-D)" ,wn =); Om)=Vn)= 1)". 

(6) 如 果 由 (nm) 有 限 振荡 , 且 少 (n) 无 限 振荡 , 那么 p(n) 十 由 (nn) 无 限 振荡 . 

因为 %(n) 的 绝对 值 永远 小 于 某 个 常数 , 比方 说 K. 另 一 方面 , 由 于 水 (mn) 无 限 
振荡 , 故 少 (n) 在 数值 上 必定 取 到 大 于 任何 指定 的 数 的 值 (例如 10K,100K,…). 从 
而 %(mJ) 十 光 (n) 必定 取 到 大 于 任何 指定 的 数 的 值 (例如 9K,99K,…). 所 以 4(m) 十 
少 (n) 要 么 趋向 +oo 或 者 -oo, 要 么 无 限 振荡 . 但 如 果 它 趋向 +oo, 那么 , 根据 上 面 
的 结果 ， 

Vn)= {n+y mn}— $n) 

也 就 会 趋向 +co， 从 而 5(n) 十 东 (n) 不 可 能 趋向 +oo， 类 似 地 , 它 也 不 可 能 趋向 
一 00: 因而 它 无 限 振荡 . 

(7) 如 果 9(n) 和 少 (n) 两 者 都 无 限 振荡 , 那么 (n) 十 少 (n) 可 以 趋向 一 个 极限 ， 
或 者 趋向 二 oo, 或 者 趋向 -00, 或 者 有 限 振荡 , 或 者 无 限 振荡 . 

例如 , 假设 5(n) = (-1)"n, 而 水 (m) 依次 取 下 列 函数 中 之 一 (一 1)”t1n， 
ee 一 全 二 (=D"}n, (=D" (n+1), (-D"n, 这 样 我 们 就 得 到 了 所 

5 种 可 能 性 的 例子 . 

结论 (1)~(7) 覆盖 了 所 有 实际 上 不 同 的 情形 ， 在 转 而 研究 两 个 函数 的 乘积 之 
前 , 我 们 可 以 指出 : 定理 I 的 结果 可 以 马上 推广 到 三 个 或 者 更 多 个 数 的 函数 之 和 去 ， 
其 中 每 个 函数 当 n 一 oo 时 趋向 某 个 极限 . 


65. B. 两 个 性 状 已 知 的 函数 的 乘积 之 性 状 

我 们 现在 来 对 两 个 函数 的 乘积 证 明 一 组 类 似 的 定理 . 主要 的 结果 如 下 . 

定理 I 如 果 1limd(n)=a 且 1limy(n)= 忆 那么 

lim$ (n) ¥ (n) = ab. 
令 
p(n)=ath(n), yn)=6+Wh(n), 
所 以 有 lim gi (n) = 0 以 及 limw (n) = 0. 这 样 就 有 
$n Yn) = abt+aw (n) + bp (n) + 9 (n) wb (n). 


于 是 差 $(n) 少 (n) - ob 的 值 一 定 不 大 于 aya (n) ,bg (n) ,91 (n) b(n) 的 绝对 值 之 
和 . 由 此 推出 
lim{$ (n) y(n) — ab} =0, 


这 就 证 明了 定理 . 
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下 面 是 一 个 严格 的 正式 的 证 明 . 我 们 有 
[6 (7) b(n) = obl < low (| 二 ld (+ (n) br (|, 
假设 a 和 6 均 不 为 过, 我 们 可 以 假设 5 < 3 al 并 选取 no, 使 得 当 n> no 时 有 
161 (n)| < $5/ lbl, Iw (nl < $5/ ll. 


这 样 就 有 
pr) vn) odl < $5+ 35+ {35%/ allsD)} < 

从 而 我 们 可 以 选取 no, 使 得 当 n > no 时 有 le (nn) 由 (n) 一 ab| < 5, 定理 得 证 ,读者 应 该 对 a 
和 6 中 至 少 有 一 个 数 为 零 的 情形 提供 一 个 证 明 . 

我 们 几乎 不 需要 指出 , 与 定理 I 相同 , 此 定理 可 以 立即 推广 到 任意 多 个 n 的 函 
数 的 乘积 . 还 有 一 系列 与 第 64 节 中 关于 和 所 陈述 的 那些 结果 相 类 似 的、 关于 乘积 
的 辅助 定理 . 我 们 必须 对 当 n 趋向 oo 时 $ (n) 可 能 有 的 6 种 不 同 的 表现 方式 加 以 
区 分 ， 它 可 能 (1) 趋向 一 个 异 于 0 的 极限 ; (2) 趋向 0; (3a) 趋向 +co; (3b) 趋向 
一 00; (4) 有 限 振荡 ; (5) 无 限 振荡 . 通常 不 必 将 (3a) 和 (3b) 分 开 来 考虑 , 因为 关于 . 
一 种 情形 的 结果 可 以 从 关于 另 一 种 情形 的 结果 通过 改变 符号 而 推导 出 来 . 

详尽 叙述 这 些 辅助 性 的 结果 会 占用 过 多 的 篇 幅 , 故我 们 选取 下 面 两 个 结果 作为 
例子 , 而 把 它们 的 验证 留 给 读者 完成 . 读者 将 会 发 现 : 由 他 们 自己 来 对 剩 下 的 某 个 
定理 加 以 总 结 , 会 是 一 个 富有 启发 性 的 练习 . 

0) 如 果 9(n) 一 十 oo0 且 几 (n) 有 限 振荡 , 那么 9 (n) 引 (n) 必 定 趋 向 +oo, 或 者 趋 
向 -oo, 或 者 无 限 振荡 . 

这 三 种 可 能 性 的 例子 可 以 由 取 8 (n) 为 n, 而 取 (mn) 为 三 个 函数 2 + (一 1)"， 
一 2 一 (1)", (1)" 之 一 得 到 . 

(让 如 果 (n) 和 少 (n) 有 限 振 荡 , 那么 5(n) 峭 (n) 必 定 趋向 一 个 极限 (该 极限 可 
以 是 0), 或 者 有 限 振荡 . 

例如 , 取 


(a) $(n)=vn)=D)"; (b) Gn)=1+(-D)", $n)=1-(-1)"; 


(c) $(n) = cos dn, y(n)=sin Snr. 


定理 工 的 一 个 重要 的 特例 是 其 中 w(n) 为 常数 的 情形 ， 此 时 该 定理 直接 断 
言 : 如 果 lim$ (n) = a, 则 有 lim kg (n) = ka. 对 此 我 们 可 以 补充 辅助 定理 : 如 果 
$(n) 一 +co, 则 有 ki (n) 一 +o 或 者 kg (n) 一 -co, 根据 是 正 数 还 是 负数 而 定 ， 
除非 = 0, 因为 在 大 = 0 时 当然 对 n 所 有 的 值 都 有 kg (n) = 0, 所 以 lim kb (n) = 0. 
而 如 果 p(n) 有 限 振荡 或 者 无 限 振荡 , 那么 ky (n) 亦 然 , 除非 有 大 = 0. 
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66. C. 两 个 性 状 已 知 的 函数 的 差 以 及 商 的 性 状 
自然 , 对 于 两 个 给 定 的 函数 的 差 也 有 一 组 类 似 的 定理 , 它们 是 前 面 结果 的 显然 
的 推论 . 为 了 处 理 商 


由 (m) 
y(n) 


我 们 首先 给 出 下 面 的 定理 . 
定理 III 如 果 limd(n) =a, 且 a 不 等 于 零 , 那么 
站 1 1 
le 人 
令 
$(n) =a+ p(n), 
所 以 lim (n) = 0. 这 样 就 有 
| 高 | lo(n)| 
gm al lalla+t (Ol 
显然 , 由 于 lim gh (n) = 0, 我 们 可 以 选择 no, 使 得 它 当 n> no 时 比 任意 一 个 指定 
的 数 5 都 小 . 
由 定理 I 和 定理 III 我 们 可 以 立即 推导 出 关于 商 的 主要 定理 : 
定理 IV ”如果 lim9(n) =a, limy(n) =b, 且 5 不 等 于 零 ,那么 


lim$(®) - 和 


y(n) 


读者 会 再 次 发 现 , 对 与 定理 III 以 及 定理 IV 对 应 的 “辅助 定理 ”进行 总 结 、 加 
以 证 明 , 并 且 用 例子 予以 说 明 , 是 一 件 很 有 教 益 的 事 . 


67. 定理 V 


如 果 忆 {9() ,小 (n),X(m)，…} 是 四 (nn) ,如 (nn) ,X(n)，… 的 任意 一 个 有 理 函 数 ， 
也 即 任何 一 个 形 如 


P{p(n) ,y(n), xn) }/Q {Gn) ,y(n) ,x (n),.} 
的 函数 , 其 中 PP 和 @ 都 是 关于 外 (P) ,内 (n),X(n)，… 的 多 项 式 : 如 果 


lim$(n)=a, limyY(n)=b, limx(n) 三 c，…， 


Q(e5c :天 0， 
那么 就 有 
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limR{$(n), y(n) ,x(n),…}= R(a,b,c,.…). 
因为 P 是 有 限 多 个 形 如 
A{P (NP {y(n)} 
的 项 之 和 , 其 中 4 是 一 个 常数 , 而 p,q,.… 是 正 整 数 . 根据 定理 I( 或 者 考 宁 说 是 根 
据 关 于 任意 多 个 函数 的 乘积 的 推广 的 结果 ), 这 一 项 趋向 Aar?b? …, 所 以 根据 定理 I 
的 一 个 类 似 的 推广 可 知 , P 趋向 P(a,b,c,…). 类 似 地 , 8 趋向 8 (a,5,c,….), 于 是 
由 定理 IV 就 得 出 我 们 的 结果 . 
68. 定理 V( 续 ) 
前 面 那个 一 般 性 的 定理 可 以 应 用 到 如 下 非常 重要 的 特殊 问题 中 去 : 当 n 趋向 
oo 时 , n 的 最 一 般 的 有 理 函 数 , 也 即 
_ aon? +am? -1 十 … 十 ap 
S(n) = ne 十 … 十 如 
的 性 状 如 何 ?? 
为 了 应 用 该 定理 , 我 们 变换 5S(n), 将 它 写成 形式 


p-q 和 .+ 时 Ws 
. {otrar + 器 ) / (w+ r+ tp 


大 括号 中 的 函数 有 R{4(0)} 的 形状 ,其 中 b(n) = 1/n, 于 是 , 当 n 趋向 oo 时 ， 
R{$(n)} 趋向 极限 R(0) = ao/bo. 现在 , 如 果 p < 9 则 有 nz-? 一 0; 如 果 p = 4 则 
有 nz 一 1 而 当 Pp > dg 时 有 mz-? 一 +oo. 故而 根据 定理 II 有 
limSs(n)=0 (< 9)， 
limS(n)=ao/bo (p=9), 
Sn) 一 +oo (p > q,ao/bo 是 正 数 )， 
5(n) 一 -co (p > q,ao/bo 是 负数 ). 


例 XXVI 
(1) 当 n 一 co 时 , 诸 函数 


之 性 状 如何 ? 
外 我 们 自然 假设 co 和 bo 都 不 等 于 零 
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(2) 当 n 一 oo 时 , 诸 函 数 
1/ (ee Snr tnsin? nr) 1/ 人 (= Snr + nsin? 3 
1 1 1 21 
2 m2 a 二 
(noos 7 ain nr) /人 (= Duh en jn")} 


中 哪 一 个 (如 果 有 的 话 ) 趋向 一 个 极限 ? 
(3) 用 S(n) 表示 上 面 所 考虑 过 的 n 的 一 般 的 有 理 函 数 , 证 明 : 在 所 有 情形 都 有 


Sn+tD)_) msSn+(d/m 1 


Sn) S(n) 
69. 以 n 为 变量 且 与 n 一 起 递增 的 函数 


一 个 特殊 的 然而 也 是 特别 重要 的 一 类 n 的 函数 是 由 当 n 趋向 oo 时 其 变 差 始 
终 沿 同一 方向 的 函数 所 形成 的 ,也 就 是 当 n 增加 时 函数 值 始终 增加 (或 者 始终 减 
少 ) 的 那些 函数 . 由 于 当 b(n) 始终 减少 时 , -由 (n) 始终 是 增加 的 , 所 以 不 需要 分 开 
来 考虑 这 两 种 函数 ; 因为 对 于 其 中 一 种 函数 所 证 明 的 定理 可 以 立即 推广 到 另 一 种 函 
数 上 去 . 

定义 ”函数 几 (m) 称 为 是 与 nn 一 起 递增 的 , 或 者 称 为 是 nn 的 一 个 增加 溯 数 , 如 
果 对 所 有 n 的 值 都 有 $(n 十 1) > $(n). 

需要 注意 的 是 , 我 们 并 没有 排除 对 若干 个 n 的 值 6 (n) 有 相同 的 值 的 情形 , 我 
们 排除 的 只 是 可 能 的 减少 . 从 而 函数 


lim 


p(n)=2n+(-1)" 
( 它 对 n= 0,1,2,3,4,… 的 值 为 
1,1,5,5,9,9,.--) 


说 成 是 与 n 一 起 递增 的 . 我 们 的 定义 甚至 包含 了 从 n 的 某 个 值 往 后 保持 取 常 数值 
的 函数 , 从 而 $(n) = 1 是 递增 的 . 

如 果 对 所 有 n 有 $$(n 十 1) > 9$(n), 我 们 就 说 p(n) 是 n 的 严格 增加 (strictly 
increasing) 函数 . 

关于 此 类 函数 有 一 个 十 分 重要 的 定理 . 

定理 ”如 果 b(n) 与 一 起 递增 , 那么 , 要 么 (i) 当 n 趋向 oo 时 , 由 (m) 趋向 
一 个 极限 , 要 么 (ii)$ (n) 一 十 cc- 

这 就 是 说 , 关于 函数 的 性 状 一 般 来 说 有 5 种 可 能 的 选择 , 而 对 这 种 特殊 的 函数 
来 说 仅 有 两 种 可 能 性 . 
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此 定理 是 Dedekind 定理 (第 17 节 ) 的 一 个 简单 推论 . 我 们 把 实数 & 分 成 两 个 
类 二 和 R, 根据 对 某 个 n 的 值 (当然 也 就 对 所 有 更 大 的 值 ) 有 6 (n) > & 还 是 对 所 
有 都 有 4(n) < 来 将 & 归 入 工 或 者 已 

类 工 肯定 存在 , 而 类 R 有 可 能 存在 , 也 有 可 能 不 存在 . 如 果 它 不 存在 , 那么 给 
定 一 个 无 论 多 么 大 的 任意 的 数 A, 对 所 有 充分 大 的 n 都 有 $(n) > A, 所 以 


$n) 一 十 co. 


如 果 反 过 来 R 存在 , 类 工 和 RR 就 作成 实数 的 一 个 在 第 17 节 意义 下 的 分 割 , 设 
a 是 与 这 个 分 割 所 对 应 的 数 ， 而 令 6 是 任意 一 个 正 数 ， 那 么 对 n 所 有 的 值 都 有 
p(n) < a 十 6, 由 于 6 是 任意 的 , 故 有 9(n) < a， 另 一 方面 , 对 某 个 ”的 值 有 
9$(n) > a 一 6, 故 对 所 有 充分 大 的 值 亦 然 . 从 而 对 n 的 所 有 充分 大 的 值 均 有 


a-d<$(n) <a; 


也 即 有 
$n) 一 a. 

应 该 注意 到 , 一 般 来 说 对 所 有 n 的 值 有 $ (n) < a. 因为 如 果 对 任意 一 个 n 的 值 有 有 $ (n) 
等 于 a, 它 就 必须 对 n 的 所 有 更 大 的 值 也 等 于 a. 从 而 除了 最 终 %(n) 的 值 全 都 相同 这 一 情形 
之 外 , $ (n) 绝 不 可 能 等 于 a. 如 果 情 况 确实 如 此 , 则 a 就 是 工 中 最 大 的 数 ; 反之 则 二 中 没有 
最 大 的 数 . 

推论 1 如 果 g$(n) 随 n 一 起 递增 , 那么 它 将 趋向 一 个 极限 , 或 者 趋向 十 co， 
这 要 根据 是 否 能 找到 一 个 数 KK, 使 得 对 所 有 的 值 均 有 $(n) < 天 而 决定 . 

以 后 我 们 将 会 发 现 此 推论 非常 有 用 . 

推论 2 如果 $(n) 随 n 一 起 递增 , 且 对 n 所 有 的 值 均 用 (n) < KK, 那么 
9(n) 趋向 一 个 极限 , 且 此 极限 小 于 或 者 等 于 KK. 

要 注意 的 是 极限 可 以 等 于 K. 例如 , 如 果 b(n) = 3 一 (1/n), 那么 9 (n) 的 每 一 
个 值 都 小 于 3, 但 是 它 的 极限 等 于 3. 

推论 3 如 果 几 (mn) 随 nn 一 起 递增 , 且 趋 向 一 个 极限 ,那么 对 所 有 的 值 均 有 


b(n) < limg (n). 
读者 应 当 自己 写 出 在 $(n) 随 n 增加 而 递减 的 情形 下 相对 应 的 定理 以 及 推论 . 


70. 对 定理 的 说 明 


这 些 定理 的 极端 重要 性 在 于 如 下 的 事实 : 在 许 许多 多 的 情形 , 它们 都 给 了 我 们 
(到 目前 为 止 我 们 没有 ) 一 种 方法 来 决定 一 个 给 定 的 函数 当 n 一 oo 时 是 否 趋向 一 
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个 极限 , 而 不 需要 我 们 能 猜 出 它 的 极限 或 者 用 别 的 方法 事先 推算 出 它 的 极限 . 如 果 
我 们 知道 极限 的 值 (如 果 它 存在 的 话 ) 一 定 是 什么 , 我 们 就 可 以 利用 


[6(m) -ll<6 (n>no) 
来 加 以 检测 : 作为 例子 , 在 5 (n) = 1/n 这 一 情形 , 其 极限 只 可 能 是 零 . 但 是 假设 我 
们 需要 确定 
$(n)= 人 十 :1) 


趋向 一 个 极限 . 在 此 情形 极限 如 果 存 在 的 话 , 它 会 是 什么 就 不 是 显然 的 了 . 很 明显 ， 
上 面 那 种 含有 ! 的 判别 方法 无 论 如 何 都 不 可 能 直接 用 来 判断 ! 是 否 存在 . 

当然 , 该 检测 法 有 时 可 以 用 归 廖 法 间接 地 证 明 ! 不 可 能 存在 . 例如, 如果 p(n) = (-1)"， 
显然 ! 必须 等 于 1, 又 必须 等 于 -1, 这 很 明显 是 不 可 能 的 - 


71. 第 19 节 中 Weierstrass 定理 的 另 一 证 明 


第 69 节 中 的 结果 使 我 们 可 以 对 第 19 节 中 已 经 证 明 的 重要 定理 给 出 一 个 另外 
的 证 明 . 

如 果 将 PQ 分 成 相等 的 两 部 分 , 则 至 少 其 中 有 一 个 部 分 必定 包含 5 中 无 穷 多 
个 点 . 我 们 选择 其 中 一 个 含有 5 中 无 穷 多 个 点 的 部 分 , 如 果 两 部 分 都 含有 5 中 无 
穷 多 个 点 , 则 选取 左 半 部 分 , 并 将 所 选取 的 那 一 半 记 为 P.Q1( 图 26). 如 果 PQ1 是 
左 半 部 分 , 则 局 与 已 是 同一 点 . 


图 26 


类 似 地 , 如 果 将 PL.Q1 分 成 两 半 , 则 它们 中 至 少 有 一 半 必 定 包含 5 中 无 穷 多 个 
点 . 我 们 选取 其 中 含有 5 中 无 穷 多 个 点 的 那 一 半 户 Q2, 如 果 两 者 都 含有 5 中 无 穷 
多 个 点 , 则 选取 左边 那 一 半 . 按照 这 种 方式 继续 下 去 , 我 们 就 能 确定 一 列 区 间 


PQ, PiQ1, PQ2, PiQ3,.…. ， 


其 中 每 个 区 间 都 是 它 前 一 个 区 间 的 一 半 , 且 每 一 个 区 间 都 包含 S 中 无 穷 多 个 点 . 

诸 点 P,P, 忆 ,… 从 左 向 右 移动 , 所 以 PP, 趋向 一 个 极限 位 置 7. 类 似 地 , Qn 
趋向 一 个 极限 位 置 T'. 然而 , 无 论 n 取 什么 值 . TT' 显然 都 小 于 P,Q 而 PQn( 它 
等 于 PQ/2") 趋向 零 . 故而 与 重合 , 且 P 与 Qn 两 者 都 趋向 了 . 
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这 样 一 来 , 7 就 是 5 的 一 个 极限 点 . 因为 , 假设 5 是 它 的 坐标 , 并 考虑 任意 一 
个 形 如 (5 -05+6) 的 区 间 . 如 果 nn 充分 大 , P,Q。 就 完全 落 在 这 个 区 间 的 内 部 ”. 
从 而 (一 66+6) 包含 5 中 无 穷 多 个 点 . 

72. 当 n 趋向 oo 时 zr 的 极限 

让 我 们 将 第 69 节 的 结果 应 用 到 b(n) = z" 这 一 特别 重要 的 情形 . 如 果 z = 1， 
则 有 %(n) = 1, 从 而 limd(n) = 1, 而 如 果 z= 0, 则 有 4(n) = 0, 从 而 limd(n) = 0， 
所 以 这 些 特殊 情形 不 会 对 我 们 造成 困难 . 

首先 , 假设 z 是 正 的 , 那么 , 由 于 $ (n++1) = z9(n), 故而 当 z > 1 时 9(n) 与 
n 一 起 增加 , 而 当 zx < 1 时 9 (n) 在 ”增加 时 减少 . 

如 果 z > 1, 那么 z" 必定 或 者 趋向 一 个 极限 ( 它 显然 必须 大 于 1) 或 者 趋向 +o0. 
假设 它 趋向 一 个 极限 1. 则 根据 例 XXV 的 第 (7) 题 有 limd(n+1l) = limy(n)= 
但 是 

lim$ (n+1)=limzg(n) = zlimg(n) = 71, 
于 是 1= zl. 而 这 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 > 和 1 两 者 都 大 于 1. 所 以 


zs"—++o0 (2>1); 


例 
通过 二 项 式 定理 证 明 : 如 果 5 是 正 数 且 z = 1+ 5, 则 有 z" > 1 十 n6, 所 以 有 


2 一 二 oo， 


由 此 读者 可 以 给 出 一 个 另外 的 证 明 . 

另 一 方面 , 如 果 z < 1, 则 z* 是 递减 函数 , 于 是 必定 趋向 一 个 极限 或 者 趋向 
一 00. 由 于 z" 是 正 的 , 故 可 以 不 考虑 第 二 种 可 能 性 . 于 是 , 比方 说 有 limz" = 1, 同 
上 就 有 1 = zl, 从 而 1 必定 为 零 . 于 是 


limz*=0 (0<z<1). 


例 

如 同 在 上 一 个 例子 中 那样 , 证 明 : 如 果 0 < z < 1, 则 有 (1/z)” 趋向 +oo, 并 推出 zn" 趋 
向 0. 

最 后 , 我 们 应 该 来 考虑 z 取 负 值 的 情形 . 如果 -1 < z<0, 且 z= -y 则 
0 <y <1, 由 上 面 所 述 即 得 limy" = 0, 从 而 有 limz" = 0. 如 果 z = -1, 显然 zx" 
振荡 , 且 交 替 取 值 -1, 1. 最 后 , 如 果 z < -1 且 z = -y, 则 有 y > 1, 这 样 yr 就 趋 


@ 只 要 PQ/2"m < 6, 就 一 定 是 这 种 情形 - 


第 4 章 正 整 变量 函数 的 极限 125 


向 +eo, 这 样 一 来 , z" 既 取 正 值 , 又 取 负 值 , 而 且 能 取 到 绝对 值 比 任何 指定 的 数 都 
要 大 的 值 . 从 而 z" 无 限 振荡 . 总 结 起 来 有 以 下 结论 : 
4(n)=zn 一 +oo (rT>1), 
lim$(n)=1 (z=1),， 
limg(n)=0 (-1<z<l， 
9$(n) 有 限 振荡 。(z = -1)， 
4(n) 无 限 振荡”(z < -1). 
例 XXVII? 
(1) 如 果 p(n) 是 正 的 , 且 $ (n+1) > KG (n), 其 中 对 所 有 n 的 值 都 有 天 > 1， 
那么 $(n) 一 +o0. 
[因为 
bn) > KO(n—1)> KG(n—2)>..>K" 9(), 
而 由 于 K" 一 co, 故而 由 此 立即 推 得 结论 .] 
(2) 如 果 条 件 仅 当 n > no 时 满足 , 那么 同样 的 结论 仍 成 立 , 
(3) 如 果 9 (n) 是 正 的 , 且 (n+1) < Kg(n), 其 中 0< 天 < 1 那么 limy(n)= 
0. 如 果 此 条 件 仅 当 n > no 时 满足 , 那么 这 个 结论 依然 成 立 . 
(4) 如 果 当 n>no 时 有 |p(m+ DI<Klb(n)l, 且 0<K<1, 那 么 limY(n)=0. 
(5) 如 果 b(n) 是 正 的 , 且 lim + =1> 郑 么 $(n) 二 40 
[因为 我 们 可 以 这 样 来 确定 no, 使 得 当 n>no 时 有 {9 (n+D}/ {9(m)}>K>1: 
例如 , 我 们 可 以 取 天 是 1 与 1 的 中 值 . 现在 再 应 用 第 (1) 题 的 结论 .] 
(6) 如 果 i 
,9(n+t+l 
lim ee) 
那么 lim$ (n) = 0. [如 同 从 第 (1) 题 得 出 第 (5) 题 一 样 , 它 可 以 从 第 (4) 题 推 出 ] 
(7) 确定 当 n 一 co 时 5(n) = mrzn 的 性 状 , 其 中 > 是 一 个 任意 的 正 整数 ， 
[如 果 z = 0, 则 对 n 所 有 的 值 都 有 %(n) = 0, 故 有 b(n) 一 0. 在 所 有 其 他 情形 


和 -人 9 


@ 这 些 例子 特别 重要 , 且 其 中 有 一 些 将 在 本 书后 面 要 用 到 . 因此 应 对 它们 仔细 加 以 研究 


=l, -1l<li<l, 


有 


126 纯 数 学 教程 


首先 假设 z 是 正 数 . 那么 , 如 果 z > 1, 则 有 5(n) 一 +oo( 第 (5) 题 ); 如 果 z <1, 则 
有 8(n) 一 0( 第 (6) 题 ); 如 果 z=1, 则 有 9(n) =n" 一 +oo. 其 次 , 假设 > 是 负数 . 
那么 , 如 果 |z| > 1, 则 有 |6 (n)| = n7|z|", 它 趋向 +oc; 如 果 |z| < 1, 则 它 趋向 零 . 
因此 , 如 果 z < -1 则 6 (n) 无 限 振荡 , 如 果 -1 < xz < 0, 则 有 $(n) 一 0.] 

(8) 用 同样 的 方法 讨论 n-"z". [除了 当 z=1 以 及 z= 一 1 时 有 9(n) 一 0 以 
外 , 结果 是 相同 的 .] 

(9) 作出 表格 来 说 明 : 对 z 的 所 有 实 的 值 以 及 对 的 所 有 正 整数 值 以 及 负 整 
数值 , 当 n 一 oo 时 , n*z" 性 状 如 何 ? 

[读者 会 注意 到 , 除了 在 > = 1 以 及 z = -1 的 特殊 情形 外 ,上 的 值 是 不 太 重 要 
的 . 由 于 lim {(n 十 1) /n}* = 1, 不 论 太 是 正 数 还 是 负数 , 比值 %(n + 1)V4 (n) 只 与 
z 有 关 , 而 $ (n) 的 性 状 一 般 来 讲 由 因子 xz" 所 决定 . 因子 wk 本 身 仅仅 当 x 绝对 值 
等 于 1 时 才 起 作用 .] 

(10) 证 明 : 如 果 z 是 正 数 , 那么 当 一 oo 时 有 Wz 一 1. [例如 , 假设 > > 1. 
那么 z,Vz, Yz,… 是 递减 序列 , 且 对 所 有 的 n 都 有 Wz > 1. 于 是 WE 一 包 这 里 
1 > 1. 但 是 如 果 ! > 1, 我 们 就 能 求 得 n 的 任意 大 的 值 , 使 得 对 它 有 Wz > 1, 也 即 
z > 4"; 但 由 于 当 n 一 oo 时 有 1" 一 十 oo, 故而 这 是 不 可 能 的 .] 

(11) Vn 一 1. [因为 , 如 果 (n 十 1)”< mn+l, 也 即 (1 十 n-!)”< n( 此 式 对 n>3 
肯定 是 满足 的 [证 明 见 第 73 节 ]), 则 有 "WIIT < Wi 从 而 随 着 n 从 3 开始 增 
加 ，VYm 递减 , 又 因为 它 总 是 大 于 1, 故而 它 趋向 一 个 大 于 或 者 等 于 1 的 极限 . 但 是 ， 
如 果 Vn 一 14, 其 中 1>1, 那么 就 有 n> 14", 但 由 于 当 n 一 oo 时 有 4"/n 一 +oo( 第 
(7), (8) 题 ), 故而 这 对 充分 大 的 n 的 值 肯定 是 不 成 立 的 .] 

(12) 对 z 所 有 的 值 有 z"/n! 一 0， [如果 ws = zm/n!， 则 有 wnyi/un = 
Z/ (n 十 1), 它 当 nn 一 oo 时 趋向 零 , 所 以 un 趋向 零 (第 (6) 题 ).] 

(13) Wlnl) 一 o0. [因为 , 无 论 z 有 多 大 , 对 于 充分 大 的 都 有 nl > z"( 第 (12) 
题 ).] 

(14) 证 明 : 如 果 -1 <z <1, 那么, 当 n 一 oo 时 

a DY) nt ( )* 
趋向 零 . 
[如 果 m 是 正 整 数 , 则 对 n > m 有 wu, = 0. 反之 则 有 
Untl Mm—n 


=———7— —z, 
Un n+i+1 


除非 > = 0.] 
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人 十 3) 的 极限 
当 $(n) = (1+n-1)” 时 ,给 出 一 个 更 加 困难 的 问题 ， 此 问题 可 以 借助 第 69 节 


的 方法 加 以 解决 . 
由 二 项 定理 推出 


此 表达 式 中 的 第 + 1 项 , 也 即 


res:) Q-2).…0 -三 :) 


是 正 的 , 它 是 n 的 增 函 数 , 且 该 展开 式 中 的 项 数 也 随 n 增加 而 增加 . 因此 人 3) 


随 nn 增加 而 增加 , 所 以 当 n 一 oo 时 它 趋 向 一 个 极限 , 或 者 趋向 +oo. 
但 是 


十 


从 而 人 机 1) 不 可 能 趋向 +oc, 所 以 


im, 人 十 3) =e, 
其 中 。 是 一 个 满足 2 <e < 3 的 数 . 
例 
求 


n(n+1)" 
的 极限 . (Math. Trip. 1934) 
74. 某 些 代 数 引 理 
在 这 个 时 候 来 证 明 若 干 个 以 后 对 我 们 有 用 的 初等 不 等 式 会 是 很 方便 的 . 
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(i) 显然 , 如 果 a > 1, 且 7 是 正 整数 , 那么 


1 


Tar > ar 十 gf 
将 这 个 不 等 式 的 两 边 用 a - 1 来 乘 , 我 们 得 到 
rar(a 一 1) > ar 一 1， 
每 一 边 再 加 上 7 (ar - 1), 再 用 r(r + 1 来 除 , 我 们 得 到 


BEE 二 下 一 下 


了 > - (a>1). (1) 
类 似 地 可 以 证 明 Ee 
= < 二 人 (0<8<1). (2) 


由 此 推出 , 如 果 > 和 s 是 正 整数 , 且 > > s, 那么 
本 
加 5 rT 5 


这 里 0<68<1<a. 特别 地 , 当 s=1 时 有 
ar—l>r(a-1), 1-p"<r(1-p). (4) 


(i 在 假设 > 和 s 是 正 整数 的 条 件 下 , 不 等 式 (3) 和 (4) 已 经 得 到 了 证 明 . 但 
是 容易 看 出 , 这 两 个 不 等 式 对 更 一 般 的 假设 条 件 “r 和 s 是 任何 正 有 理 数 ”依然 成 
立 . 例如 , 考虑 不 等 式 (3) 中 的 第 一 个 式 子 . 设 7= a/b, s= c/d 其 中 a,b,c,d 是 正 
整数 , 所 以 ad > bc. 如 果 令 a = Yb, 则 该 不 等 式 有 如 下 形式 


(9 —1) /ad > (一 1) /be, 


而 这 是 我 们 已 经 证 明 的 结果 . 同样 的 方法 也 适用 于 剩 下 的 不 等 式 . 显然 , 类 似 的 方 
法 可 以 证 明 : 如 果 s 是 小 于 1 的 正 有 理 数 , 则 有 


a —1<s(a—l1), 1-p°>s(1-/). (5) 


( 直 ) 下 面 约定 : 所 有 的 字母 都 表示 正 数 , "和 s 是 有 理 数 , a 和 r 大 于 1, 8 和 s 小 于 
1. 在 (4) 中 用 1/6 代替 a, 用 1/a 代替 6, 我 们 得 到 


ar—-l<rarl(a-1), 1—-fP">rp" -1(1— 8). (6) 
类 似 地 , 由 (5) 推出 


as —1>sal(a—1), 1—p’<sp1(1— 8). (7 
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将 (4) 和 (6) 组 合 起 来 , 我 们 看 出 有 
rol(a—1)>a -1>r(a-)). (8) 


用 z/y 代替 m 得 到 : 如 果 z > y > 0 则 有 


rr (zy) > > (ry) (9) 
对 (5) 和 (7) 运用 同样 的 方法 得 到 
szs-1(T 一 人 < 2 一 加 <s09 (zz 一切. (10) 


例 XXVIII 

(1) 对 7 二 2,3 验证 (9), 对 s = $3 验证 (10). 

(2) 证 明 (9) 和 (10) 对 于 y > z > 0 也 成 立 . 

(3) 证 明 (9) 对 > < 0 也 成 立 . 

[不 等 式 (9) 和 (10) 的 一 个 远 为 完整 的 讨论 可 以 在 Inequalities 一 书 第 2 章 中 
找到 , 也 见 附录 1.] 

(4) 如 果 当 n 一 co 时 有 9(n) 一 4 其 中 1>0, 而 大 是 有 理 数 , 那么 做 一 信 . 

[根据 第 66 节 的 定理 IT 我 们 可 以 假设 > 0; 且 可 以 假设 3 < 4< 2 这 


是 由 于 从 n 的 某 个 值 开始 往 后 此 式 肯定 能 够 成 立 .如果 > 1, 则 根据 4 > ! 或 者 
$ <4 我 们 有 
RO (9 —l) >8 -1 > kp—1), 


或 者 
kl*-1(1— 9) > — o> dk (— 9). 
大 一 1 
由 此 推出 ,| 扩 一 上 和 | 一 | 的 比值 介 于 k(!) 和 (2D)*-! 之 间 . 当 0 <k<1 


时 证 明 类 似 . 如 果 大 > 0, 则 当 1=0 时, 此 结果 依然 成 立 .] 

(5) 将 例 XXVII 中 第 (7), (8), (9) 题 的 结果 推广 到 7 或 者 是 任何 有 理 数 的 
情形 . 
75. n ( Wz 一 1) 的 极限 

如 果 在 第 74 节 不 等 式 (3) 的 第 一 个 式 子 中 取 7 = 1/ (n 一 1), s = 1/m, 我 们 看 
到 , 当 a > 1 时 就 有 


(n-D("Va-l)>n(Va-l). 
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于 是 , 如 果 8 (n) = n(Wa 一 1), 那么 $(n) 就 随 n 的 增加 而 递减 . 又 6 (n) 永远 是 
正 的 . 从 而 当 n 一 co 时 , $ (n) 趋向 一 个 极限 1, 且 有 1 > 0. 
又 如 果 在 第 74 节 不 等 式 (7) 的 第 一 个 式 子 中 , 置 s = 1/n, 我 们 就 得 到 


"(Yad) > va) >1- 


从 而 1>1 一 (1/a) > 0. 于 是 , 如 果 a > 1, 我 们 就 有 
dm n (Va-1) =f(0), 


其 中 f(a) > 0. 
其 次 假设 6 < 1, 并 设 8= 1/a, 则 n(WB-1) = -n(Wa 一 1)/Wa. 现在 有 
n(WVa 一 1) 一 了 (a), 又 有 ( 例 XXVII 的 第 (10) 题 ) 


Va—1. 
这 样 一 来 , 如 果 8 = 1/a < 1, 我 们 就 有 
n (VB- 1) 一 -1(a). 


最 后 , 如 果 z = 1, 那么 对 n 所 有 的 值 , 都 有 n( WWE- 1) = 0. 
这 样 我 们 就 得 到 结论 : 极限 


limn (Vz—1) 
对 工 的 所 有 正 的 值 定义 了 ZK 的 一 个 函数 . 这 个 函数 flz) 具有 性 质 
f(1/z)= -f(z), f(1)=0, 
且 它 取 正 值 或 者 负 值 要 根据 z > 1 或 者 z < 1 来 决定 . 以 后 我 们 将 会 把 此 函数 与 z 的 
自然 对 数 (Napierian logarithm) 等 同 起 来 . 
f(zy) = 7(z) + 了 (0). [利用 等 式 
jJ(zj=limn(y2-I=linfn(z-DyW+n0-D) 
76. 无 穷 级 数 


假设 v (>) 是 对 所 有 n 的 值 都 有 定义 的 ? 的 一 个 任意 的 函数 . 如 果 我 们 将 (z) 
对 于 v= 1,2,… ,n 的 值 加 起 来 , 就 得 到 n 的 另外 一 个 函数 , 也 即 


s(n) =u(1) +u(2) + + un), 
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它 也 对 所 有 n 的 值 都 有 定义 . 一 般 来 说 , 最 方便 的 是 将 我 们 的 记号 稍 加 改变 , 并 把 
此 等 式 写成 形式 


sn 一 11 十 42 十 … 十 Un 


或 者 , 更 简洁 地 写成 
sn = Dw 
加 果 现 在 我 们 人 设 , 当 粘 时 起 向 一 个 模 限 “我们 衣 有 
Dw 
此 等 式 通常 写成 下 列 形 式 之 一 : 


oo 
Dw=s, MI 十 WUW2 十 U3 十 … 一 8 
v=1 


式 中 的 省 略 号 表示 级 数 中 ui 的 无 穷 性 . 

粗略 地 说 , 上 面 这 个 等 式 的 意义 是 : 将 越 来 越 多 的 w 加 在 一 起 , 我 们 得 到 的 值 
就 与 极限 s 越 来 越 接近 . 更 精确 地 说 , 如 果 5 是 取 定 的 任意 小 的 一 个 正 数 , 我 们 都 
能 选取 no (5) 的 值 , 使 得 该 级 数 的 前 no (5) 项 之 和 , 或 者 任意 更 多 项 数 之 和 都 介 于 
8 一 6 与 3 二 6 之 间 ; 用 符号 来 表示 就 是 : 如 果 n> no (6), 则 有 


s—6<sn<st+6. 


在 这 些 情况 下 我 们 就 称 级 数 


人 十 ua 十" 


是 收敛 的 无 穷 级 数 (convergent infinite series), 称 * 是 该 级 数 的 和 , 或 者 称 为 该 级 数 
的 所 有 项 之 和 . 

于 是 , 说 级 数 ui + uz +.… 收敛 是 有 和 s, 或 者 说 该 级 数 收敛 于 和 s, 这 仅仅 是 
表述 “ 当 一 oo 时 , 前 n 项 之 和 sn = ui 十 tz 十 … 十 un 趋向 极限 s” 的 另外 一 种 
方式 , 对 这 种 无 穷 级 数 的 考虑 并 没有 引进 超出 本 章 前 面部 分 读者 所 熟悉 的 内 容 的 任 
何 新 的 思想 . 事实 上 , 正如 我 们 所 考虑 过 的 函数 那样 , 和 式 sn 仅仅 是 用 一 种 特殊 的 
形式 来 表示 的 一 个 函数 %(m). 通过 记 


$n)=6(D)+{9(2) -6(D}+.+ {0(n) —$(n— 1)}, 


任何 一 个 函数 $(n) 都 可 以 表示 成 这 种 形式 ; 比方 说 , 当 n 一 co 时 ， 有 时 说 成 
“9 (n) 收 化 ( 代 替 趋向 ') 于 极限 ”是 更 为 方便 的 . 
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如 果 sw。 一 +oo 或 者 sn 一 -co, 我 们 就 说 : 级 数 wl + ua + … 是 发 散 
的 (divergent)， 或 者 根据 情况 说 成 发 散 于 +oe 或 者 -oc. 这 些 术语 也 可 以 用 于 任 
何 函 数 $ (n). 例如 , 如 果 4 (n) 一 +oo, 我 们 可 以 说 %(m) 发 散 于 +oo. 如 果 sn 不 趋 
向 一 个 极限 , 也 不 趋向 +oo 或 者 -oo, 那么 它 有 限 振荡 或 者 无 限 振荡 : 在 这 一 情形 ， 
我 们 可 以 说 级 数 w + uz + … 有 限 或 者 无 限 振荡 .” 
77. 关于 无 穷 级 数 的 一 般 性 定理 

当 处 理 无 穷 级 数 时 , 我 们 将 会 常 有 机 会 使 用 下 述 某 个 一 般 性 的 定理 . 

(1) 如 果 tw 二 uz 十 … 收敛 , 且 有 和 s, 那么 a 二 wi 十 wz 十 … 收敛 , 且 有 和 a+s. 
类 似 地 , a 十 b 十 c 十 … 十 上 十 Ui 十 uz 十 … 收敛 , 是 有 和 a 十 5 十 c 十 ,十 大 十 

(2) 如 果 wi 十 uz 十 … 收敛 , 且 有 和 s, 那么 un+l + um+2 十 … 收敛 , 且 有 和 


8— WO— V2 —— Um. 


(3) 如 果 (1) 与 (2) 中 所 考虑 的 任何 一 个 级 数 发 散 或 者 振荡 , 那么 第 二 个 级 数 
也 有 同样 性 质 . 

(4) 如 果 tw 十 wz 十 … 收敛 , 且 有 和 s, 那么 kui + kuz 十 … 收敛 , 且 有 和 ks. 

(5) 如 果 (4) 中 考虑 的 第 一 个 级 数 发 散 或 者 振荡 , 那么 第 二 个 级 数 也 有 同样 性 
质 , 除非 上 = 0. 

(6) 如 果 wi + wa 十 … 与 wi 十 v2 十 … 两 者 都 收敛 , 那么 级 数 (ui 十 1) 十 
(wz 十 v2) 十 … 也 收敛 , 且 其 和 等 于 前 两 个 级 数 之 和 . 

所 有 这 些 定理 几乎 都 是 显然 的 , 且 可 以 用 定义 或 者 将 第 63~66 节 中 的 结果 运 
用 到 和 式 s = wi + wz 十 … 十 un 来 加 以 证 明 . 接 下 来 的 那些 结果 具有 稍微 不 同 的 
特征 . 

(7) 如 果 wwi 十 wz 十 … 收 敛 , 那么 lim wn = 0. 

因为 un = sn 一 sn-1, 且 sn 与 sn_1 有 相同 的 极限 s. 故而 limw = s 一 s=0. 

读者 可 能 倾向 于 认为 该 定理 的 逆 命 题 为 真 , 认为 如 果 lim un = 0, 那么 并 ww 必定 收敛 . 
从 一 个 例子 容易 看 出 情形 并 非 如 此 . 设 级 数 是 


SS 
1 十 十 吾 十 二 1 


所 以 un = 1/n. 前 四 项 的 和 是 
dT 
2 3 
加 应 该 告 诚 读者 的 是 , 不 同 的 作者 对 于 词汇 发散" 和 “振荡 ”的 用 法 不 尽 相 同 . 这 里 该 词汇 的 用 法 与 
Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 中 的 用 法 相同 . 在 Hobson 的 Theory of functions of a real 
variable 一 书 中 ,一 个 级 数 被 说 成 是 振荡 的 , 仅 当 它 是 有 限 振荡 的 时 候 , 而 无 限 振荡 的 级 数 则 被 划 归 
“发 散 的 ”一 类 . 许多 作者 把 “发 散 的 ” 仅 当 作 “ 不 收 伍 的 ”来 使 用 . 


1 


1 a + 
1+ 和 
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和 8 _ 1 
下 面 四 项 的 和 是 5 十 8 十 了 十 有 > 有 一 下 接 下 来 八 项 的 和 大 于 16 = 5， 如 此 等 等 . 前 面 


4 十 4 二 8 十 16 十 "… 十 2" 二 2"+! 


项 的 和 大 于 oe ie 
3+3+.*+3 =3(n+3), 
它 将 随 着 n 一 起 增加 而 超出 任何 界限 : 所 以 该 级 数 发 散 于 十 cc. 
(8) 如 果 t 二 ta 十 Us 十 … 收敛 ,那么 用 任意 方式 将 它 的 项 加 括号 算 做 一 个 新 
的 项 所 得 到 的 新 的 级 数 亦 收 敛 , 且 两 个 级 数 的 和 相同 . 
读者 应 有 能 力 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 这 里 定理 的 道 再 次 不 真 . 例如 1 一 1+1 一 1 十 '… 振 


荡 , 然而 


1 
2 十 工 
3 


QD t, 


也 即 0 十 0 十 0 十 0 十.… 却 收敛 于 0. 

(9) 如 果 每 一 项 Un 都 是 正 数 (或 者 是 零 )， 那 么 级 数 un 或 者 收敛 ， 或 者 发 散 
于 +co. 如 果 它 收敛 , 它 的 和 必定 是 正 的 (除非 所 有 的 项 都 是 零 ， 此 时 当然 它 的 和 为 
零 ). 

因为 , 根据 第 69 节 中 的 定义 , sw 是 n 的 增 函数 , 所 以 我 们 可 以 将 该 节 中 的 结 
果 应 用 于 s- 

(10) 如 果 每 一 项 un 都 是 正 数 (或 者 是 零 ), 那么 级 数 tm 收 化 的 必要 且 充 分 条 
件 是 : 可 以 找到 一 个 数 K， 使 得 该 级 数 中 任意 多 项 之 和 都 小 于 久 ; 又 如 果 开 可 以 找 
到 , 那么 该 级 数 的 和 不 大 于 KK. 

这 也 可 以 立即 从 第 69 节 的 结果 推出 . 似乎 不 需要 指出 : 如 果 条 件 “每 个 un 都 
是 正 的 ”不 满足 , 则 该 定理 不 再 成 立 . 例如 ， 


1—1+1—1+.…: 


显然 是 振荡 的 , 虽然 s" 交替 地 取 值 1 以 及 0. 

(11) 如 果 人 十 好 十 … 和 旭 十 好 十 … 是 由 正 的 (或 为 零 的 ) 项 组 成 的 两 个 级 
数 ， 第 二 个 级 数 是 收敛 的 ， 且 如 果 对 所 有 n 的 值 都 有 wn < Kvn， 其 中 玉 是 一 个 常数 ， 
那么 第 一 个 级 数 也 收 合 , 且 它 的 和 不 超过 第 二 个 级 数 的 和 的 天 倍 . 

因为 如 果 vi 十 wz 十 … = 二 那么 对 所 有 n 的 值 都 有 vy 十 v2 十 … 十 vn < 二 所 
以 坟 十 Ww2 十 … 十 un < Kt, 这 就 证 明了 定理 . 

反之 , 如 果 末 Un 发 散 ,， 且 vn > Kumn, 其 中 KK > 0, 则 半 如 发 散 . 


78. 无 穷 几何 级 数 
我 们 现在 要 来 研究 “几何 的 ”级 数 , 它 的 通 项 是 ww, = r"-!. 在 此 情形 有 (除了 


134 纯 数学 教程 


7 三 1 这 一 特殊 情形 之 外 ) 
sn=1+T+T2 二 :+r l=(1—7")/(1—r), 


而 当 7+==1 时 ， 
sn 一 1 十 1 十 … 十 1 一刀 . 

在 最 后 这 一 情形 有 sn 一 +oo. 在 一 般 情形 , s* 趋向 一 个 极限 , 当 且 仅 当 r" 趋向 一 
个 极限 . 参考 第 72 节 中 的 结果 , 我 们 看 出 : 级 数 1+7+r2? 十 … 是 收敛 的 且 有 和 
1/ (1 一 ”), 当 且 仅 当 -1 < r < 1. 

如 果 r > 1, 那么 sn > m 所 以 sn 一 +oc, 也 就 是 说 , 该 级 数 发 散 于 +oo， 如 
果 7 = -1 那么 sn = 1 或 者 sn = 0, 根据 n 是 奇数 还 是 偶数 而 定 , 也 即 s,, 是 有 
限 振荡 的 . 如 果 > < -1, 那么 sn 无 限 振荡 . 于 是 , 总 结 起 来 就 得 到 : 如 果 r > 1, 那 
么 级 数 1 十 7 十 7? 十 … 发 散 于 +oo, 如 果 -1 < 7 < 1, 则 该 级 数 收敛 于 1/(1 一 +), 如 
果 r = -1, 那么 sm 是 有 限 振荡 的 , 而 当 r < 一 1 时 , s" 无 限 振荡 . 

例 XXIX 

(1) 循环 小 数 . 无 穷 级 数 最 常见 的 一 个 例子 由 一 个 通常 的 循环 小 数 给 出 . 例如 ， 
考虑 小 数 0.21713. 根据 通常 的 算术 法 则 , 这 个 数 就 是 


2 1 7 1 3 1 3 217 13 1 \ 2687 
10+102 + 103+107+105+105+107+ = B+/ ( 一 机) = 12 375° 
读者 应 该 考虑 : 在 这 个 化 简 的 过 程 中 , 究竟 在 何 处 以 及 如 何 利用 了 第 77 节 中 的 一 
般 性 的 定理 . 

(2) 证 明 : 一 般 来 说 有 


Q142 amclaG2 am 一 Q102 am 
99…'900…:0 ” 


0.alia2.…amGlaoz… .an = 


分 母 中 含有 个 9 和 m 个 零 . 
(3) 证 明 : 一 个 纯 循 环 小 数 总 是 与 一 个 分 母 不 含 2 和 5 作为 因子 的 真 分 数 相 


(4) 一 个 有 mm 位 不 循环 数字 以 及 n 位 循环 数字 的 小 数 等 于 这 样 一 个 真 分 数 : 
它 的 分 母 能 被 2m 或 者 5”" 整除 , 但 不 能 被 这 两 个 数 中 任何 一 个 数 的 更 高 宕 整除 . 

(5) 第 (3), (4) 题 的 逆 命 题 仍然 成 立 ， 设 + = p/g, 并 首先 假设 g 与 10 互 素 . 
如 果 我 们 将 10 的 所 有 和 宕 被 g 来 除 , 我 们 就 能 得 到 至 多 4 个 不 同 的 余数 ， 于 是 有 
可 能 求 得 两 个 数 n 和 ma, 这 里 m > ma, 使 得 10m 与 10" 有 相同 的 余数 ， 于 
是 10" - 10" = 10" (10m-" 一 1) 能 被 9 整除 , 所 以 10" -- 1 能 被 v 整除 , 其 中 
nn 二 ni 一 nz. 从 而 > 可 以 表示 成 形式 P/ (10" - 1), 或 者 表示 成 形式 


天 P 


0 + 10m + 
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也 就 是 表示 为 有 ” 位 数字 的 一 个 纯 循 环 小 数 . 另 一 方面 , 如 果 q = 2*53Q, 其 中 Q 
与 10 互 素 , 而 m 是 a 与 6 中 之 较 大 者 , 那么 10"r 有 一 个 与 10 互 素 的 分 母 , 从 而 
可 以 表示 成 一 个 整数 与 一 个 纯 循环 小 数 之 和 . 但 是 对 于 任何 小 于 m 的 / 的 值 , 此 
结论 对 于 1047 并 不 成 立 ; 从 而 与 > 对 应 的 小 数 恰 有 m 位 不 循环 的 数字 . 

(6) 我 们 必须 将 例 工 中 第 (3) 题 的 结果 添加 到 这 里 第 (2)~(5) 题 的 结果 中 去 . 
最 后 , 如 果 注 意 到 
er 

10+ 107 105 
我 们 就 看 出 : 每 个 有 限 小 数 也 都 可 以 表示 成 一 个 循环 部 分 全 部 由 9 组 成 的 混 循环 
小 数 . 例如 , 0.217 = 0.2169. 故而 每 一 个 真 分 数 都 可 以 表示 成 一 个 循环 小 数 , 且 反 
之 亦 然 . 

(7) 一 般 的 小 数 . 无 理 数 表 为 不 循环 小 数 . 任何 小 数 , 无 论 循环 与 否 , 都 与 0 和 

1 之 间 的 一 个 确定 的 数 相 对 应 . 因为 小 数 0.a1a2a3a4… 代表 了 级 数 
当 a2 a3 
0+ 102 二 105 十 
由 于 所 有 的 数字 皆 为 正 数 ， ay nn 项 之 和 sn 随 n 一 起 增加 , 且 它 肯 
定 不 大 于 0.9, 也 就 是 不 大 于 1. 从 而 sn 趋向 0 和 1 之 间 的 某 个 极限 . 

此 外 , 任何 两 个 小 数 都 不 会 对 应 同一 个 数 (除非 在 第 (6) 题 说 明 的 特殊 情形 ). 
因为 , 假设 0.a1aza3… 和 0.b1b2bsa… 是 两 个 小 数 , 它们 直到 a,-_1,br-1 为 止 的 
数字 都 对 应 相等 , 但 有 ar > 5b.， 这样 就 有 a, > br 十 1 > br br+1ibr+2.… (除非 
br+1;br+2，,… 全 都 是 9), 所 以 


0.a1a2 .arartl > 0.biba bb 


由 此 推出 , 一 个 有 理 分 数 表 示 成 循环 小 数 的 表达 式 (第 (2)~(6) 题 ) 是 唯一 的 . 还 可 
以 推出 : 每 个 非 有 限 不 循环 的 小 数 表 示 介 于 0 与 1 之 间 的 某 个 无 理 数 . 反 过 来 , 任 
何 一 个 这 样 的 数 都 能 表示 成 这 样 一 个 小 数 . 因为 它 必定 位 于 下 列 诸 区 间 
1 .12 
0,10;10'10; ;10'! 
中 的 某 一 个 之 中 . 如 果 它 位 于 二 和 看 (7 十 1) 之 间 , 那么 它 的 第 一 位 数字 就 是 7 


将 这 个 区 间 再 细 分 为 10 个 部 分 , 我 们 就 能 确定 它 的 第 二 位 数字 , 如 此 等 等 . 但 是 
(第 (3), (4) 题 ), 该 小 数 不 可 能 是 循环 的 . 例如 , 对 于 根 式 V3 用 通常 方式 得 到 的 小 
数 1.414.… 不 可 能 是 循环 的 . 

(8) 小 数 0.101 001 000 100 001 0.… 和 0.202 002 000 200 002 0.… 表示 无 理 
数 , 在 这 两 个 数 中 夹 在 1 或 者 2 之 间 的 0 的 个 数 每 次 增加 1. 
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(9) 小 数 0.111 010 100 010 10.… 表示 一 个 无 理 数 , 其 中 如 果 n 是 素数 , 则 它 
的 第 n 位 数字 是 1, 反之 则 为 零 ?， [由 于 素数 无 穷 , 故而 该 小 数 不 会 中 止 . 它 也 不 
可 能 是 循环 的 : 因为 ， 如 果 它 是 循环 的 ， 我 们 就 能 确定 m 和 p, 使 得 m,m 十 了 ,7 十 
2p,m + 3p,… 全 都 是 素数 ; 而 这 是 荒 廖 的 , 因为 这 列 数 中 包含 m + mp 

例 XXX 

(1) 如 果 -1<r < 1, 则 级 数 普 + rm+l 十 .… 收敛 , 且 其 和 为 


1/(1—7) 一 1--r 一 :… 一 rm 


(第 77 节 的 (2)). 

(2) 如 果 -1 < r < 1, 则 级 数 rm + rm+l 十:… 收敛 , 且 其 和 为 r"/ (1 一 7)( 第 
77 节 的 (4)). 验证 : 第 1 题 和 第 2 题 的 结论 相 一 致 . 

(3) 证 明 级 数 1 + 2r 十 2r2 十 … 是 收敛 的 , 且 其 和 为 (1 十 7) / (1 一 7), (a) 将 该 
级 数 写 成 形式 一 1 +2 (1 十 7 十 ?十 .…); (B) 将 该 级 数 写成 形式 1+2 (7 十 7? 十 …); 
(7) 将 两 个 级 数 1+r 十 ?十 … 与 + 二 7? 十 … 相 加 . 在 每 一 种 情形 写 出 第 77 节 中 
有 哪些 定理 用 在 你 的 证 明 中 了 . 

(4) 证 明 :“ 算 术 ” 级 数 


Q 十 (aa 十 人 十 (a 十 20) 十 … 


永远 是 发 散 的 , 除非 a 与 两 者 皆 为 零 . 证 明 : 如 果 b 不 是 零 , 那么 级 数 发 散 于 +oo 
或 者 -co 要 根据 b 的 符号 来 决定 , 而 如 果 b = 0, 那么 它 发 散 于 +ooe 或 者 -co 则 
要 根据 a 的 符号 来 决定 . 
(5) 当 级 数 
(1—7)+(r—r)+ (rr) + 


收敛 时 , 它 的 和 是 什么 ? [该 级 数 仅 当 -1 < r < 工时 收敛 . 除了 > = 1 之 外 , 它 的 和 
都 是 1, 而 当 r = 1 时 其 和 为 0] 
(6) 对 级 数 


72 r2 
++ 二 一 5 十 
1+r (1+72) 
求 和 . [该 级 数 永 远 收敛 . 除了 7+ = 0 以 外 , 其 和 均 为 1 +7?, 而 当 7 = 0 时 其 和 为 0.] 
@ 此 处 定义 似 有 误 , 因为 n = 1 并 不 是 素数 . 是 否 原 题 中 “其 中 如 果 m 是 素数 ” 改 为 “其 中 如 果 六 是 
1 或 者 是 素数 ” 才 符 合 题目 中 所 作出 的 小 数 的 形状 ? 译 者 注 


@ 例 XXIX 中 的 所 有 结果 都 可 以 在 经 适当 修改 之 后 推广 到 任意 进位 制 下 的 小 数 上 去 . 更 全 面 的 讨论 见 
Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 附录 工 
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(7) 如 果 假 设 1 +r 十 袜 十 .… 是 收敛 的 , 那么 我 们 就 能 用 第 77 节 的 (1) 和 (4) 
来 证 明 其 和 为 1/ (1 一 7). 因为 如 果 1+7 十 r? 十 … 二 s, 那么 


s=1+7(1+r+r2+.) 一 1 二 rs 


(8) 当 级 数 
r r 
i Gy 十 … 
收敛 时 , 求 它 的 和 . [如 果 -1 < 1/(L+r) < 1, 也 即 如 果 > < -2 或 者 r > 0, 则 该 级 
数 收敛 , 且 其 和 为 1 +r. 当 r = 0 时 , 它 也 是 收敛 的 , 此 时 其 和 为 0.] 
(9) 对 级 数 


a 
1+r (1+7)’ . 1-r (1-r)’ 
2 2 
六 rT 于 rT 
1- + (i) Dk + 人 (二 er 
回答 同样 的 问题 . 
(10) 考虑 级 数 
(L+r)+(r2 十 ra) 十， (1+r 二 r2) 十 (r3 十 中 十 r5) 十 
1-2r 上 +r2+ra 一 2r4 二 75 十.…， (1 一 2r 二 r2) 十 (r3 一 2r4 十 75) 十，… 


的 收敛 性 , 并 在 收敛 时 求 出 它们 的 和 . 

(11) 如 果 0 < an < 1, 那么 当 0<r < 1 时 级 数 ao 二 alr 十 a2r? 十 … 收敛 , 且 
它 的 和 不 大 于 1/ (1 一 7). 

(12) 如 果 级 数 oo +ai 十 az 十 -… 还 是 收敛 的 , 那么 对 0 < r < 1 级 数 auo + aar 十 
aar2 十 .… 收敛, 且 它 的 和 不 大 于 ao + al + az 十 … 与 1/ (1 一 7) 两 者 中 较 小 者 . 

(13) 级 数 


1 1 1 
De 


1-:2 1.2.8 
收敛 . [因为 1/ (1:2:…n) < 1/2"-1] 
(14) 级 数 
1+ 一 ”十 中 Eo + : 咎 
1-2 1.2.3.4 1 1.2.3 1.2.3-4.5 
收敛 . 
@O 此 处 原 书 误 为 。 二 1 (LT2 十 .…) 二 1 二 ra. 译 者 注 
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(15) 一 般 的 调和 级 数 
证 


i 
atarstats + 
发 散 于 +oo, 其 中 a 和 5 是 正 数 . [因为 w = 1/ (a 十 nb) > 1/ {fn (a 十 ))}, 现在 将 它 
与 1+ 王 + 了 十 … 作 比较 |] 


(16) 证 明 : 级 数 


证 


(uo — 1) + (ul 一 ta) + (ua 一 Us) 十 … 

收敛, 当 且 仅 当 n 一 co 时 wn 趋向 一 个 极限 . 

(17) 如 果 tw 十 uz + wa 十:… 发 散 , 那么 将 它 的 项 无 论 用 什么 方式 加 括号 算 作 
一 个 新 的 项 而 得 到 的 任意 一 个 级 数 也 是 发 散 的 .了 

(18) 从 一 个 正 项 收敛 级 数 中 选取 一 部 分 项 所 得 到 的 级 数 本 身 也 是 收敛 的 . 
79. 用 极限 来 表示 一 元 连续 实 变 函数 

在 上 面 几 节 里 , 我 们 多 次 论 及 形 如 

各国 
的 极限 以 及 形 如 
全 (2) + ua (z) + = ,lim, {fu (7) + ua (2) + + + un (2)} 


的 级 数 , 其 中 我 们 要 寻求 其 极限 的 n 的 函数 除了 n 之 外 , 还 涉及 到 另 一 个 变量 x. 
在 这 些 情形 下 , 其 极限 当然 也 是 z 的 函数 . 例如 , 我 们 在 第 75 节 中 就 遇 到 了 函数 


f(z) = lm n (VE-1), 


而 几何 级 数 1+z+z2+.… 的 和 是 z 的 一 个 函数 , 也 即 是 这 样 一 个 函数 : 当 -1 < 
Zz < 1 时 它 等 于 1/ (1 一 2), 而 对 所 有 其 他 的 z 的 值 它 没有 定义 . 

正如 下 面 的 例子 中 所 显现 的 那样 , 在 第 2 章 里 考虑 过 的 许多 表面 看 来 “任意 
的 ”或 者 “不 自然 的 ”函数 能 有 这 种 样子 的 简单 表达 式 . 

例 XXXI 

(1) gn (z) = z. 这 里 在 各 (z) 的 表达 式 中 根本 就 没有 出 现 , 且 对 所 有 z 的 
值 都 有 %(z) = lim 9n (z) = 7 

@ 一 般 说 来 , 此 结论 是 不 正确 的 .例如 级 数 1 一 1 十 1 一 1 十 -… 是 发 艇 的 然而 每 两 项 加 括号 所 得 的 


新 级 数 (1 一 1) + (1 一 1) 十-… 却 是 收敛 的 .当然 , 如 果 这 是 一 个 正 项 级 数 ， 也 即 对 一 切 n 之 1 都 
有 un > 0, 那么 此 题 的 结论 显然 是 正确 的 . 一 一 译 者 注 
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(2) 如 (z) = z/m. 这 里 对 所 有 z 的 值 都 有 %(z) = lim gn (z) = 0. 

(3) 各 (z) = nz. 如 果 z > 0, 则 各 (z) 一 二 oo; 如 果 z < 0 则 各 (z) 一 一 00: 
仅 当 z =0 时 bn (z) 当 n 一 00 时 有 极限 (也 即 0). 从 而 当 z=0 时 4(z)=0, 而 
对 任何 其 他 的 z 的 值 它 没 有 定义 . 

(4) bn (z) = 1/nz，mz/(nz+1l) 

(5) 各 (z) = zm 这 里 g(z) = 0,(-1<z< Jig(z) = 1,(z= 1); 而 对 任何 其 
他 的 z 的 值 它 没有 定义 . 

(6) 各 (z) = zn (1 一 可. 这 里 的 %(z) 与 第 (5) 题 中 的 %(z) 之 间 的 区 别 在 于 : 
当 z=1 时 它 取 值 为 0. 

(7) bn (z) = zm/n， 这 里 的 %(z) 与 第 (6) 题 中 的 %(z) 之 间 的 区 别 在 于 : 当 
二 一 1 以 及 z=1 时 它 取 值 为 0. 


(8) pn (z) = 2"/(z" +1). ($7)=0(-1<z<1);$(7)= 
(z < 一 1 或 x >1); 而 当 z= 一 1 时 它 没有 定义 .] 


E 尖 于 出 & 1 
(9) 各 (7) = 到 二 
(10) 证 明 : 如 果 z > 0, 那么 函数 (z" 一 1)/ (z" 十 1) 当 n 一 oo 时 趋向 一 个 极 
限 , 且 在 xz < 1,z = 1,z > 1 这 三 种 不 同 的 情形 , 该 极限 有 三 个 不 同 的 值 . 
(Math. Trip. 1935) 


1 
3(2=1); (0) =1 


再 讨论 函数 
nl Tz*—n 
Ti 十 1” zr+n “ 
(11) 构造 一 个 满足 6(z) =1(|z| > 1);$(z)= -1(lz| <1); 以 及 G(x)=0(z=1 
或 z= -1 时 ) 的 例子 . 


zn 1N2 n 

2Z2n 十 ” 2 十 ZTmA 十 人 
+ 四 

zn+l1 


(09 =z( 字 入 


(13) $n (2) 


[这 里 %(z) = f(z) (lz| > 1); $(z) = g(z) (lz| < 1); 4(z) = 3 {f(s) +9 (2)} 
(Zz =1); 而 当 z = -1 时 由 (z) 没有 定义 ] 

(14) bn (z) = (2/r) arctan (nz). [$(z) = 1(z > 0) $(z) = 0(z=0); $(7) = 
一 1(z < 0). 此 函数 在 数论 中 很 重要 , 通常 用 符号 sgnz 来 表示 .] 

(15) Bn (z) = sinmnzr[ 当 z 为 一 个 整数 时 , %(z) = 0; 在 其 他 情形 , %(z) 没有 定 
义 ( 例 XXIV 中 第 (7) 题 )] 
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(16) 如 果 各 (z) = sinnlzn, 那么 对 z 的 所 有 有 理 数值 $5(z) = 0( 例 XXIV 中 
第 (13) 题 ). [考虑 无 理 数 的 值 会 有 更 大 的 困难 :] 

(17) bn (z) = (cos? zx) ” [除了 z 为 整数 的 情形 外 , 都 有 4%(z) = 0; 而 在 > 为 
整数 时 有 4(z) = 1.] 

(18) 如 果 N > 1752, 那么 公元 N 年 中 的 天 数 是 

lim {a5 十 (ee jv) 一 (= 南 " 十 (eo 高 sa } 
80. 有 界 集合 的 界 

设 5 是 由 实数 。 组 成 的 任何 一 个 系统 或 者 集合 . 如 果 存 在 一 个 数 KK, 使 得 对 
3 中 每 个 s 都 有 s < K, 我 们 就 称 9 是 有 上 界 的 ; 如 果 存 在 一 个 数 , 使 得 对 S 中 
每 个 s 都 有 s > k, 我 们 就 称 S 是 有 下 界 的 ; 如 果 5 既是 有 上 界 的 , 又 是 有 下 界 的 ， 
我 们 就 简单 地 称 5 是 有 界 的 . 

首先 假设 5 是 有 上 界 的 (但 不 一 定 是 有 下 界 的 ). 则 存在 无 穷 多 个 数 具 有 数 KK 
所 具有 的 性 质 , 例如 , 任何 大 于 K 的 数 都 有 此 性 质 . 我 们 将 要 证 明 : 在 所 有 这 些 数 
中 有 一 个 最 小 的 数 ”, 将 这 个 数 记 为 M. 这 个 数 M 不 小 于 5 中 的 任何 数 , 然而 任 
何 小 于 M 的 数 都 会 小 于 S 中 至 少 一 个 数 . 

我 们 把 实数 & 分 成 两 个 类 工 和 R, 将 上 放 在 类 L 还 是 放 在 类 R 中 , 根据 上 是 
否 小 于 5 中 的 数 来 决定 .这样 , 每 个 上 属于 且 只 属于 二 和 RR 中 的 一 个 类 ， 每 一 
个 类 都 存在 , 因为 任何 一 个 小 于 5 中 任何 一 个 成 员 的 数 都 属于 二, 而 K 则 属于 RR. 
最 后 ,Z 的 任何 元 素 都 小 于 5 的 某 个 元 素 , 于 是 也 就 小 于 R 的 任何 一 个 元 素 . 从 而 
Dedekind 定理 (第 17 节 ) 的 三 个 条 件 都 满足 , 于 是 存在 一 个 划分 这 些 类 的 数 M. 

数 M 是 我 们 必须 证 明 其 存在 性 的 那个 数 . 首先 , M 不 可 能 小 于 5 中 任何 一 个 
成 员 . 因为 如 果 5S 中 有 这 样 一 个 成 员 s 存在 , 那么 我 们 就 可 以 记 s = M + ,其 中 
7 是 正 数 , 于 是 数 M 十 3 就 会 属于 工 , 这 是 因为 它 小 于 s, 它 又 属于 R, 这 是 因为 
它 大 于 M, 然而 这 是 不 可 能 的 . 另 一 方面 , 任何 小 于 M 的 数 都 属于 工 , 从 而 它 至 少 
小 于 5 中 的 一 个 元 素 . 例如 M 就 具有 所 要 求 的 所 有 这 些 性 质 . 

我 们 将 这 个 数 M 称 为 S 的 上 界 (upper bound), 我 们 可 以 来 宣布 如 下 的 定理 : 
任何 有 上 界 的 集合 都 有 一 个 上 界 M. 5 中 没有 任何 一 个 成 员 大 于 M, 但 是 任何 一 
个 小 于 M 的 数 都 小 于 S 中 至 少 一 个 数 . 

@ 一 个 由 数组 成 的 无 穷 的 集合 不 一 定 有 最 小 的 数 .例如 ,由 诸 数 


组 成 的 集合 就 没有 最 小 的 元 素 . 
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按照 完全 一 样 的 方法 , 我 们 可 以 对 有 下 界 (不 一 定 有 上 界 ) 的 集合 证 明 相对 应 
的 定理 . 任何 一 个 有 下 界 的 集合 3 都 有 一 个 下 界 m. 3 中 没有 任何 元 素 小 于 mm, 但 
是 3 中 至 少 存在 一 个 元 素 , 它 比 任意 一 个 大 于 m 的 数 都 要 小 . 

应 该 注意 到 , 当 5 有 上 界 时 , 有 M < K, 而 当 3 有 下 界 时 , 有 m > 大 而 当 8 
有 界 时 , 则 有 k<m<M<K. 
81. 有 界 函 数 的 界 

假设 %(n") 是 正 整 变量 ” 的 一 个 函数 . % (n) 的 所 有 的 值 的 总 体 就 定义 了 一 个 集 
合 5, 对 此 集合 我 们 可 以 利用 第 80 节 中 所 有 的 论证 方法 . 如 果 5 有 上 界 , 或 者 有 下 
界 , 或 者 有 界 , 我 们 就 说 %(n) 是 有 上 界 的 , 或 者 有 下 界 的 , 或 者 有 界 的 . 如 果 p(n) 
是 有 上 界 的 , 也 就 是 说 , 如 果 存 在 一 个 数 KK, 使 得 对 所 有 n 的 值 都 有 %(n) < K, 那 
么 就 有 一 个 数 M 使 得 

(i) 对 所 有 n 的 值 都 有 9 (n) < M 

( 边 如 果 5 是 任意 一 个 正 数 , 那么 对 至 少 一 个 n 的 值 有 p(n) > M 一 5. 
我 们 称 这 个 数 M 为 (mn) 的 上 界 . 类 似 地 , 如 果 gp (n) 是 有 下 界 的 , 也 就 是 说 , 如 果 
存在 一 个 数 k, 使 得 对 所 有 n 的 值 都 有 5 (n) > k, 那么 就 有 一 个 数 m 使 得 

(i) 对 所 有 n 的 值 都 用 (n) > m; 

( 边 如 果 5 是 任意 一 个 正 数 , 那么 对 至 少 一 个 n 的 值 有 由 (m) < m +5. 
我 们 称 这 个 数 mm 为 B(n) 的 下 界 . 

如 果 K 存在 , 则 有 M < K; 如 果 上 存在 , 则 有 mm > k; 又 如 果 上 和 KK 都 存在 ， 
则 有 

kgsm<M<K. 


82. 一 个 有 界 函 数 的 不 定 元 的 极限 


假设 %(n) 是 一 个 有 界 函 数 , 且 M 和 m 是 它 的 上 界 和 下 界 . 让 我 们 取 任意 一 
个 实数 &, 现在 来 考虑 在 与 对 很 大 的 n 的 值 5 (n) 所 取 的 值 之 间 有 可 能 成 立 的 不 
等 式 关系 . 有 三 种 相互 排斥 的 可 能 性 存在 : 

(1) 对 所 有 充分 大 的 n 的 值 都 有 & > p(n); 

(2) 对 所 有 充分 大 的 n 的 值 都 有 上 < 5 (n); 

(3) 对 无 穷 多 个 n 的 值 都 有 上 < b(n), 又 对 无 穷 多 个 n 的 值 都 有 & > $ (n). 

在 情形 (1), 我 们 就 说 是 一 个 优 数 (superior number); 在 情形 (2) 说 它 是 一 
个 劣 数 (inferior number); 而 在 情形 (3) 我 们 称 它 是 一 个 中 数 (intermediate number). 
显然 , 没有 任何 优 数 会 小 于 m， 出 没有 性 苛 当 数 什 信和 M. 

我 们 来 考虑 所 有 优 数 组 成 的 集合 . 它 是 有 下 界 的 , 这 是 因为 它 的 成 员 中 没有 任 
何 一 个 是 小 于 m 的 , 这 样 一 来 ， 它 就 有 一 个 下 界 我 们 用 4 来 记 这 个 下 界 . 类 似 地 ， 
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劣 数 的 集合 有 一 个 上 界 , 我 们 记 之 为 入 . 
我 们 将 4 和 和 分 别称 为 当 n 趋向 无 穷 大 时 $ (n) 的 不 定 元 的 上 极限 (upper 
limit of indetermination) 和 不 定 元 的 下 极限 (lower limit of indetermination); 并 记 为 


4=Hab(n)，A=limbg(m . 


这 些 数 有 如 下 的 性 质 : 

(D) ms 和 A<4< Mi 

(2) 如 果 有 任何 一 个 中 数 存在 的 话 , 那么 4 和 和 就 是 中 数组 成 的 集合 的 上 界 和 
下 界 ; 
(3) 如 果 5 是 任何 一 个 正 数 , 那么 对 n 的 所 有 充分 大 的 值 都 有 9$(n) < 4 +56， 
而 对 无 穷 多 个 n 的 值 , 则 有 4(n) > 4 一 5; 

(4) 类 似 地 , 对 n 的 所 有 充分 大 的 值 都 有 b(n) > 和 一 5, 而 对 无 穷 多 个 n 的 值 ， 
则 有 9(n) < 入 十 6; 

(5) %(n) 趋向 一 个 极限 的 必要 且 充 分 条 件 是 4 = 和, 且 在 此 情形 极限 就 是 和 
4 共同 的 值 1. 

在 这 些 性 质 中 , (1) 是 定义 的 直接 推论 , 我 们 可 以 如 下 来 证 明 (2).， 如 果 4 = 
和 = 1, 那么 就 至 多 存在 一 个 中 数 , 也 就 是 1, 故而 没有 什么 需要 证 明 的 了 .然后 假 
设 4 > 入 任何 一 个 中 数 上 都 要 小 于 任何 一 个 优 数 ， 且 大 于 任何 一 个 劣 数 , 所 以 
和 A<& < 4. 但 是 , 如 果 入 < < 4 那么 5 必定 是 一 个 中 数 , 因为 它 显然 既 不 是 一 个 
优 数 , 也 不 是 一 个 劣 数 . 于 是 存在 与 以 及 与 4 任意 接近 的 中 数 . 

为 了 证 明 (3), 我 们 注意 到 : 4+5 是 优 数 , 而 4 一 5 则 是 中 数 或 者 劣 数 . 于 是 这 
个 结论 就 是 定义 的 一 个 直接 推论 了 , 而 (4) 的 证 明 本 质 上 与 之 相同 . 

最 后 , (5) 可 以 证 明 如 下 . 如 果 4 = 和 =1, 那么 对 每 一 个 正 的 5 的 值 以 及 充分 
大 的 n 的 值 都 有 


lI-6<9(n)<l+6, 


所 以 $(n) 一 1. 反之 , 如 果 4(n) 一 1, 则 上 面 所 写 的 不 等 式 对 于 所 有 充分 大 的 n 的 
值 成 立 . 从 而 1! 一 5 就 是 劣 数 , 而 ! + 5 就 是 优 数 , 所 以 


AZ1-6 A<l+6, 


这 样 就 有 4 一 入 < 26. 由 于 4 一 入 > 0, 从 而 这 只 能 在 4 = 和 时 成 立 . 
例 XXXII 
(1) 无 论 是 4 还 是 和 都 不 会 因为 9 (n) 的 任意 有 限 多 个 值 的 改变 而 受到 影响 . 
(2) 如 果 对 所 有 n 的 值 都 有 $(n) = a, 那么 就 有 m= 和 = 4 二 M=a. 
(3) 如 果 8(n)=n-!, 那么 m= 入 =4=0 以 及 M=1. 
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(4) 如 果 g(n) = (-1 ,那么 柬 = 入 = -1 以 及 4=M=1. 
(5) 如 果 %(n) = (-17 mL 那么 m= -1 =4=0,M = 天 
(6) 如 果 9(n) = (-D7" (1+n ,那么 到 = 一 2 入 = -1,4=1,M = 3 
(7) 设 %(n) = sinnbr, 其 中 9 > 0. 如 果 9 是 一 个 整数 , 那么 
m = 入 =4=M=0. 
如 果 9 是 一 个 有 理 数 , 但 不 是 整数 , 会 出 现 各 种 情形 . 例如 , 假设 0= z/q,p 和 7 是 
正 的 奇数 , 且 相互 互 素 , 又 有 g > 1, 那么 $(n) 循环 地 取 下 列 数值 


2 2g 一 1 
sin 下 sin 2 … Sin @a JJ sin 
g 9 


2qpr 
av 
全 


容易 验证 : $ (n) 的 数值 最 大 和 最 小 的 值 是 cos (x/2g) 和 - cos (x/2g), 所 以 


m=》=-eo( 豆 )， 4=W=eos( 王 ) 


读者 可 以 类 似 地 讨论 p 和 4 两 者 不 都 是 奇数 的 情形 . 

9 是 无 理 数 的 情形 更 加 困难 : 可 以 证 明 , 在 此 情形 有 m = 和 = -1 以 及 4 = 
M = 1. 还 可 以 证 明 , $ (n) 的 值 以 这 样 一 种 方式 散布 在 区 间 (-1,1) 中 : 如 果 & 是 
该 区 间 中 任意 一 个 数 , 那么 就 存在 一 个 数列 mi, nz,……, 使 得 当 k 一 co 时 有 (nk) 
一 加 

当 4%(m) 是 nb 的 分 数 部 分 时 , 结果 十 分 类 似 . 
83. 有 界 函 数 收敛 的 一 般 原理 


前 面 几 节 的 结果 使 我 们 能 够 总 结 出 有 界 函数 收敛 于 一 个 极限 的 一 个 十 分 重要 
的 必要 且 充 分 条 件 . 通常 称 此 条 件 为 收敛 于 极限 的 一 般 收 敛 原理 (general principle 
of convergence). 
定理 1 ”一 个 有 界 函 数 $(n) 收 化 于 一 个 极限 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 当 任何 
一 个 正 数 9 给 定时 , 可 以 求 得 一 个 数 no (6), 使 得 对 所 有 满足 na > ni > no (6) 的 值 
m 和 ma 都 有 
le(na) — $n)| < 


@ 此 结论 的 若干 个 简单 的 证 明 在 Hardy 和 Littlewood 的 论文 Some problems of Diophantine ap- 
proximation, Acta mathematica, vol. XXXVII 中 给 出 . 
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首先 , 条 件 是 必要 的 .因为 , 如 果 $(n) 一 1, 那么 我 们 就 能 找到 no, 使 得 当 
n>no 时 有 i 
1 35<0(n) <1+35 


所 以 当 m > mo 且 mz > no 时 有 
lb(naz) 一 由 (na)| < 6 (1) 


其 次 , 该 条 件 是 充分 的 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 需要 证 明 它 包含 7 了 入 = 4. 但 
是 如 果 有 和 < 4, 那么 , 无 论 5 多 么 小 , 都 有 无 穷 多 个 n 的 值 使 得 $(n) < 入 + 5, 又 
有 无 穷 多 个 n 的 值 使 得 $(n) > 4 - 5; 这 样 一 来 , 我 们 就 能 求 得 wm 和 no 的 值 , 它 
们 每 一 个 都 大 于 任意 指定 的 数 no, 且 使 得 


p(n2) — bm) > A—A—25, 


此 数 大 于 (4 一 入 ), 如 果 5 足够 小 的 话 . 这 显然 与 不 等 式 (1) 矛盾 . 从 而 和 = 4, 故 
而 $(n) 趋向 一 个 极限 . 
84. 无 界 函 数 


到 目前 为 止 , 我 们 局 限于 讨论 有 界 函数 . 但 是 “一 般 收敛 原理 ”对 无 界 函数 与 
对 有 界 函 数 是 同样 有 效 的 , 而 词汇 “有 界 函 数 ” 则 可 以 从 定理 1 中 略 去 . 

首先 , 如 果 $ (n) 趋向 一 个 极限 1, 那么 它 一 定 是 有 界 的 ; 因为 它 除了 有 限 多 个 
值 之 外 的 所 有 值 都 小 于 1+6, 且 大 于 1 一 56. 

其 次 , 如 果 定 理 1 的 条 件 满足 , 则 只 要 ni > no 且 na > no, 就 有 


[9 (nz) — (mn) < 6. 
让 我 们 选取 某 个 大 于 no 的 特殊 的 值 mm. 则 当 no > no 时 就 有 


pn) —6 < pn2) < pn) +6. 


从 而 %(n) 是 有 界 的 ; 故而 上 一 节 中 证 明 的 第 二 部 分 仍然 适用 . 

“一 般 收敛 原理 ”的 理论 重要 性 很 难 再 被 夺 大 了 . 与 第 69 节 中 的 定理 相同 , 它 
对 于 我 们 确定 一 个 函数 是 否 趋向 极限 给 出 一 个 方法 , 而 不 需要 事先 就 能 说 出 该 极 
限 必定 是 什么 (如 果 极 限 存在 的 话 ); 这 个 定理 没有 像 第 69 节 中 的 定理 那样 所 具有 
特殊 的 特性 使 之 成 为 不 可 避免 的 限制 . 但 是 在 初等 研究 中 , 一 般 来 说 即便 没有 这 个 
定理 也 有 可 能 从 这 些 特殊 的 定理 中 得 到 我 们 想 要 的 所 有 结果 . 尽管 这 个 原理 的 重要 
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性 , 但 我 们 将 会 发 现 , 在 接 下 来 的 几 章 中 ”, 实际 上 并 没有 用 到 它 . 我 们 仅仅 指出 , 如 
果 假 设 
b(n) = sn = U1 + 2+ + dn, 
我 们 就 立即 对 无 穷 级 数 的 收敛 性 得 到 一 个 必要 且 充 分 的 条 件 , 也 即 如 下 定理 . 
定理 2 级 数 ul 十 U2 十 '… 收 全 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 , 给 定 任何 正 数 6, 都 
能 找到 no, 使 得 对 于 满足 na > nl > no 的 所 有 ni 和 n2 的 值 , 都 有 


ui+l 十 tni+2 十 … 十 tna|l < 6. 


85. 复 函 数 以 及 复 项 级 数 的 极限 


到 目前 为 止 , 本 章 关心 的 仅 限于 ” 的 实 函数 以 及 所 有 项 均 为 实数 的 级 数 ， 不 
过 , 将 我 们 的 思想 以 及 定义 推广 到 复 函 数 以 及 复 项 级 数 中 去 已 经 不 存在 困难 . 
假设 $ (n) 是 复 的 , 且 等 于 
p(n)+ic (n), 
其 中 p(n),o (n) 是 n 的 实 函数 . 那么 , 如 果 p(n) 和 oa (n) 当 n 一 co 时 分 别 收敛 
于 极限 > 和 s, 我 们 就 说 p(n) 收敛 于 1! = r +is, 并 记 
lim$ (n)=1. 
类 似 地 , 当 w 是 复数 , 且 等 于 w +iwn 时 , 如 果 级 数 
十 V2 十 V3 十 ， Wi 十 Wz 十 Wa 十 "…* 
是 收敛 的 , 且 分 别 有 和 7, s, 那么 我 们 就 说 级 数 
让 十 U2 十 U3 十 … 
是 收敛 的 , 且 有 和 1 = 十 is. 
当然 , 说 ww 十 uz 十 us 十 … 是 收敛 的 且 有 和 1, 与 说 和 式 
Sn =Ul 二 U2 十 "十 Un 三 (1 十 V2 十 十 Dn) 十 i(wi 十 Wz 十 … 十 wn) 
当 nn 一 co 时 收敛 于 极限 ! 是 完全 一 样 的 . 
在 实 函数 和 实 项 级 数 的 情形 , 我 们 也 给 出 了 发 散 以 及 有 限 振荡 和 无 限 振荡 的 定 
义 . 但 是 在 复 函 数 和 复 项 级 数 的 情形 (在 其 中 我 们 必须 考虑 p(n) 和 o (n) 这 两 者 的 
性 状 ) 有 如 此 多 的 可 能 性 存在 , 以 至 于 几乎 不 值得 在 此 加 以 讨论 . 当 需 要 对 此 做 出 
进一步 的 区 分 时 , 我 们 将 用 分 别 讨论 其 实 部 以 及 虚 部 的 性 状 这 样 一 种 方式 来 对 它 加 
处理 | 
全 第 8 章 里 给 出 的 几 个 证 明 可 以 利用 这 个 原理 加 以 简化 . 
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86. 定理 的 推广 

读者 会 发 现在 证 明 像 下 面 这 样 的 一 些 定理 时 没有 什么 困难 , 这 些 定理 显然 都 是 
对 于 实 函数 以 及 实 项 级 数 所 证 明 的 定理 的 推广 

(1) 如 果 lim9 (n) = 4, 那么 对 于 任何 固定 的 数值 p, 有 lim 9$ (n++p) = 

(2) 如 果 tw 十 uz 十 … 是 收敛 的 ， 且 有 和 1, 那么 a 十 b+c 十 … 十 kk 十 U1 十 U2 十 …… 
是 收敛 的 , 且 有 和 a 十 b 十 c 十 … 十 k++4, 而 且 wptl 十 Up+2 十 … 是 收敛 的 , 且 有 和 
{—u— U2—— Up. 


(3) 如 果 lim$ (n) =1 且 limy(n) = mm, 那么 
lim{$(n) + (n)} =1+m. 


(4) 如 果 lim$ (n) = 4, 那么 lim kb(n) = Kl. 

(5) 如 果 lim$ (n) =1 且 limy(n)=m, 那么 lim$ (n) y(n) = lm. 

(6) 如 果 ww1 十 uz 十 … 收敛 于 和 1, 且 wi 十 v2 十 … 收敛 于 和 m, 那么 (wi + wo) 十 
(uz 十 v9) 十 … 收敛 于 和 1+m. 

(7) 如 果 wi 十 wz 十 … 收敛 于 和 1, 那么 kui 十 kuz 十 … 收敛 于 入 

(8) 如 果 wi 十 wz 十 … 收敛 , 那么 lim un = 0. 

(9) 如 果 wi 十 wz 十 … 收敛, 那么 , 将 其 中 的 项 加 括号 所 得 到 的 任意 级 数 也 收 
伍 , 且 两 个 级 数 的 和 是 相同 的 . 

作为 例子 , 让 我 们 来 证 明定 理 (5). 设 


p(n) =p(n) +ic(n), Yn)=p n+io(n), l=r+is, m=r +is’. 


那么 
pW oT, (一 s PN)orT, (Nos 

但 是 

$n)y(n)= pp 一 oo +i(po’ +p'0), 
且 有 

pp 一 oo/' 一 rr —ss, po 十 pio Ts +rs; 

所 以 

bn) (n) 一 rr 一 ss +i(rs’ 十 rs)， 
这 也 就 是 


$n) y(n) 一 (r+is) (r 十 is ) = lm. 
下 面 的 定理 有 相当 不 同 的 特点 . 
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(10) 为 使 得 %(n) = p(n) +ic (n) 当 n 一 oo 时 趋向 零 , 必须 且 只 需 
p= [e+ {oH] 

收敛 于 零 . 

如 果 p(n) 和 c (n) 两 者 都 收敛 于 零 , 那么 显然 V(p? 十 o7) 亦 然 . 其 逆 由 以 下 
事实 推出 : p 和 o 的 绝对 值 不 可 能 大 于 V(p2 + o3). 

(11) 更 一 般 地 , 为 使 得 $ (n) 收敛 于 一 个 极限 1, 必须 而 且 只 需 

I$(n)—d 

收敛 于 零 . 

因为 p(n) 一 ! 收敛 于 零 , 故我 们 可 以 应 用 (10). 

(12) 当 p(n) 和 w 为 复数 值 时 , 第 83~84 节 的 定理 1 和 定理 2 仍然 成 立 . 

我 们 需要 证 明 , $ (n) 趋向 1 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 当 ns > mi > no 时 有 

[9 (n2) — $ (no) < 6. (1) 

如 果 $(n) 一 小 那么 p(n) 一 7, 且 a(n) 一 s, 故而 我 们 可 以 求 得 与 5 有关 的 

数 n6 以 及 nb, 使 得 
lp ln) p(n)| < 36, lo (ns) -a(n)l < $6 
其 中 第 一 个 不 等 式 当 na > m > nb 时 成 立 , 而 第 二 个 不 等 式 当 na > m > nb 时 成 
立 . 因此 , 当 mw > m > no 时 有 
I (n2) — $n) < lp(n2)— pm)|+lo (nz) -a(n)| < 
其 中 no 是 m6 和 ng 中 的 较 大 者 . 从 而 条 件 (1) 是 必要 的 . 为 证 明 它 是 充分 的 , 我 
们 只 需要 注意 , 当 na > ni > no 时 有 
lo(na) 一 pmajl 和 lo(nz) 一 ga < 

即 可 . 故而 p(n) 趋向 一 个 极限 >, 用 同样 的 方法 可 以 证 明 o (n) 趋向 一 个 极限 s. 
87. z” 当 n 一 co 时 的 极限 , > 是 任意 的 复数 


让 我 们 来 考虑 $ (n) = z" 这 一 重要 的 情形 . 这 个 问题 对 于 z 取 实 数值 的 情形 
已 经 在 第 72 节 中 讨论 过 了 . 

如 果 z" 一 1, 那么 根据 第 86 节 的 (1) 就 有 z"+! 一 1. 但 是 根据 第 86 节 的 (4) 
又 有 


2"+1 ~ zz" — zl, 
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于 是 1 = zl, 这 仅 当 (a) 1 = 0 或 者 (b) z = 1 时 才 有 可 能 . 如 果 z = 1, 则 有 
lim zn = 1. 除了 此 特殊 情形 之 外 , 它 的 极限 如 果 存 在 , 只 能 为 零 . 
现在 如 果 z = r(cosg +isinb), 其 中 > 是 一 个 正 数 , 那么 


2"* =7" (cosng +isinng), 


所 以 |z"| =r"*. 从 而 , |z"| 趋向 零 当 且 仅 当 > < 1; 于 是 由 第 86 节 的 (10) 推出 : 当 
且 仅 当 r <1 时 有 
lim z" = 0. 
在 其 他 任何 情形 , z" 都 不 收敛 于 极限 , 除非 > = 1, 此 时 有 z" 一 1. 
88. 当 > 为 复数 时 的 几何 级 数 1 十 z 十 z? 十 … 
由 于 


1=2" 
1—z" 
除非 > = 1, 而 当 z = 1 时 sn 的 值 为 n, 由 此 推出 , 级 数 1 +z 十 z? 十 .… 当 且 仅 当 
"三 |z| < 1 时 收敛 . 且 当 它 收敛 时 , 其 和 为 1/ (1 一 2). 
于 是 , 如 果 z =r (cos9 +isinb) = rCisb, 且 7 < 1, 我 们 就 有 
加 1 
1 一 rCisg 


8 二 1 十 z 十 22 十 … 十 zn-1 一 


1 十 z 十 z2 十 ，… 


或 者 说 
2 Hl _ 1 一 rcos0 十 irsin0 
1-rCisg 1 一 2rcosg 二 72 “ 


1 十 rCisb + r2Cis20 十 …- 


将 实 部 与 虚 部 分 开 , 我 们 得 到 : 只 要 > < 1, 就 有 


1+rcosg 十 r2cos26 十 … 一 二 
加 rsinO 
1—2reos0+r2. 

如 果 将 9 改变 为 4 + r, 我 们 就 看 到 , 这 些 结果 对 于 绝对 值 小 于 1 的 负 的 + 的 值 也 
成 立 . 从 而 它们 对 -1 < r < 1 均 成 立 . 

例 XXXIII 

(1) 直接 证 明 : 当 + < 1 时 , 9 (n) = rn cosnb 收敛 于 零 , 而 当 r =1 且 0 是 2r 
的 倍数 时 收敛 于 1. 进一步 证 明 : 如 果 + =1 且 9 不 是 2r 的 倍数 , 那么 b(n) 有 限 
振荡 ; 如 果 7 > 1 且 9 是 2r 的 倍数 , 那么 $(n) 一 +eo; 又 如 果 r > 1 且 6 不 是 2r 
的 倍数 , 那么 $ (n) 无 限 振荡 . 


Tsing +r?sin20+... 
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(2) 对 于 $ (n) = r"sinnb 建立 一 组 类 似 的 结果 . 
(3) 证 明 : 当 且 仅 当 |z| < 1 时 , 有 


2 


1—2z’ 
zm mmt ml 
1i—z 


你 用 到 了 第 86 节 中 的 哪个 定理 ? 
(4) 证 明 : 如 果 -1 <r < 1 那么 


1 一 r2 


2 一 一 一 
1 十 2rcosb 十 2r cos20 十 TREE 


(5) 如 果 | 和 | < 那么 级 数 


1 ) + 
收 策 于 和 1/ (1 - 了;) = 1+ = 证 明 , | | < 1 这 个 条 件 等 价 于 如 下 条 件 : < 


的 实 部 大 于 - 
89. 符号 0,o,~ 


我 们 将 用 几 个 定义 来 结束 这 一 章 . 后 面 的 章节 才 会 用 到 这 几 个 定义 , 不 过 把 它 
们 的 定义 放 在 这 里 也 是 合乎 逻辑 的 . 

假设 无 论 如 何 f (n) 与 5(n) 都 是 对 充分 大 的 n 的 值 (比方 说 对 于 n > no) 有 
定义 的 两 个 ”的 函数 , 且 p(n) 是 正 的 , 它 随 n 的 增加 而 递增 或 者 随 n 的 增加 而 弟 
减 , 所 以 , 当 n 一 co 时 , $ (n) 趋向 零 , 或 者 趋向 一 个 正 的 极限 , 或 者 趋向 无 穷 . 实 
际 上 9 (n) 将 是 像 1/n, 1 或 者 像 n 这 样 的 简单 函数 . 由 此 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

(i) 如 果 存 在 一 个 常数 K, 使 得 对 n> no 有 


IfI< Ky, 
我 们 就 记 为 f= O (9). 
(i 如 果 当 nn 一 00 时 有 
f/$—0, 
我 们 就 记 为 /一 0(). 
{ii) 如 果 


f/9—4, 
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其 中 1 关 0, 我 们 就 记 为 f ~ 19. 


特别 地 ， 
f=0(1) 
表示 f 是 有 界 的 (所 以 它 要 么 趋向 一 个 极限 , 要 么 有 限 振荡 ), 而 
f=0(1) 
则 表示 f 一 0. 
于 是 我 们 有 


n=0(n), 100n?+1000n=0(n?), sinngnr= 0(1), 


n=0(n?), 100n2 + 1 000n= of(na) ，sinnbr = o(n), 


nt+l~n, 100n?+1 000n ~ 100n2, n+sinnOr ~n, 


以 及 
Qon? + am? -1 十.… 十 am aonp-9 
bonr+binrl+..+bs bo 
如 果 ao 头 0 且 bo 关 0 的 话 . 


我 们 要 补充 作 一 说 明 , 以 防止 可 能 出 现 的 误解. 我 们 说 “f = O (p)” 是 表明 通常 所 说 的 “f 
的 大 小 的 阶 并 不 比 4 的 阶 高 ", 而 不 排除 7 的 阶 比 的 阶 低 (如 同上 面 第 一 个 关系 式 那样 ). 
到 目前 为 止 , 我 们 已 经 定义 了 (比方 说 )*f (n) = 0 (1)”, 或 者 “f (n) = o(n)”， 
但 还 没有 单独 地 定义 过 “O (1)” 或者“o (1)”. 不 过 可 以 使 得 定义 更 加 灵活 . 我 们 约 
定 0(9) 或 者 o(9) 表示 一 个 满足 1 = O (9) 或 者 = o(%) 的 未 予 指定 的 函数 , 例如 ， 
这 样 我 们 就 可 以 记 
0(1)+0(1)=0(1)=0(n), 


它 的 含义 是 “如果 f = 0(1) 且 g = 0(1), 那么 了 +g= 0(1), 于 是 更 有 f+g= 
o(n)”. 或 者 我 们 又 可 以 记 


n 


D0()=00m), 


r=1 
其 含义 为 n 个 绝对 值 都 小 于 一 个 常数 的 项 之 和 必 小 于 n 的 一 个 常数 倍 . 
应 该 注意 到 , 包含 O 以 及 。 的 公式 通常 并 不 是 可 着 的 .例如 , “0 (1) = O(1)”， 
也 就 是 “如 果 /= o(1), 那么 就 有 / = O (1)” 是 正确 的 , 然而 “O (1) = o(1)" 却 是 
错误 的 
容易 对 我 们 的 符号 总 结 出 像 下 面 这 样 的 若干 个 一 般 的 性 质 : 
(1) 0 (8) +0(W) = 0(8+W); 
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(2) 0 (8)O0(%) =0(0%); 

(3) O (8) 0 (wb) = 0 (9%); 

(4) 如 果 f ~ 9, 那么 f+0(9) 一 中 
这 样 的 定理 均 为 定义 之 直接 推论 . 

这 些 定义 的 效用 , 以 及 与 一 个 连续 变量 的 函数 所 对 应 的 定义 的 效用 , 都 将 在 后 
面 的 章节 中 变 得 愈加 明显 . 


第 4 章 杂 例 


1. 当 nn=0,1,2,… 时 , 函数 %(n) 取 值 为 1,0,0,0,1,0,0,0,1,…. 请 用 一 个 不 
包含 三 角 函数 的 公式 将 4 (n) 表示 成 的 函数 . 6(n) = 了 t+ (0" 二 im 十 (99] 

2. 如 果 当 n 趋向 oo 时 b(n) 递增 , 而 区 (n) 北 碱 , 又 如 果 对 所 有 n 的 值 都 有 
人 (nn) > $(n), 那么 $(n) 和 少 (n) 两 者 都 趋向 极限 , 且 limb(n) < limy(n). [这 是 
第 69 节 结果 的 直接 推论 ] 

3. 证 明 : 如 果 


s(n)= (1+ 1), pn) = 人 3) | 


那么 b(n+1) > b(n) 且 纱 (+1) < 少 (n). [第 一 个 结果 已 经 在 第 73 节 中 证 明 过 
了 |] 

4. 再 证 明 : 对 于 所 有 n 的 值 都 有 少 (n) > b(n), 且 (用 上 面 诸 例子 中 的 方法 ) 
推导 出 , 当 趋向 oo 时 , $ (n) 和 少 (n) 两 者 都 趋向 极限 ”. 

5. 和 为 n 的 所 有 不 同 的 正 整数 对 的 乘积 的 算术 平均 记 为 Su. 证 明 : lim (Sn/n2) 


= 1/6. (Math Trip. 1903) 
6. 如 果 zx1,z2,… ,zn 是 正 数 , 江 z; = n, 那么 诸 zr 不 全 等 于 1, 如 果 m 是 大 
于 1 的 有 理 数 , 那么 就 有 2 > n. (Math. Trip. 1934) 


[利用 不 等 式 zm 一 1 > m(z 一 1, 该 不 等 式 对 除去 1 以 外 的 所 有 正 的 z 都 成 立 
(第 74 节 ).] 

7， 如 果 对 所 有 n 的 值 $ (n) 都 是 正 整 数 , 且 与 n 一 起 趋向 co, 那么 , 如 果 
0<z<1, 则 zt(m 趋向 零 , 如 果 z>1, 则 zo 趋向 +co. 对 z 的 其 他 的 值 , 讨论 
Z4(m) 当 n 一 co 时 的 性 状 . 


@@ 我 们 将 在 第 9 章 中 证 明 lim {ubp (mn) 一 $(n)} = 0, 这 样 一 来 , 每 个 函数 都 趋向 极限 e. 
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8?. 如 果 当 n 增加 时 an 递增 或 者 递减 , 那么 (al + oz 十 … 十 an) /n 也 有 同样 
的 性 质 . 

9. 对 所 有 的 z 的 值 , 函数 f(z) 递增 且 连 续 ( 见 第 5 章 ), 序列 zi,zo,zs,…… 由 
方程 zw+l = f(zn) 所 定义 . 以 一 般 的 图 形 作为 基础 讨论 下 述 问题 : z,, 是 否 趋向 方 
程 z = f(z) 的 一 个 根 ? 特别 地 , 考虑 该 方程 仅 有 一 个 根 的 情形 , 将 曲线 y = f(z) 
与 直线 y = z 从 上 面向 下 面相 交 的 情形 和 从 下 面向 上 面相 交 的 情形 分 开 来 讨论 . 

10. 如 果 zn+l = kk/ (1 十 zn), 而 上 和 zi 是 正 数 , 那么 序列 z1,z3,z5,… 和 
z2;Z4,z6,…… 中 有 一 个 是 递增 的 , 另 一 个 是 递减 的 数列 . 且 每 个 数列 都 趋向 极限 a 
它 是 方程 zz +z = 大 的 正 根 . 

11. 如 果 rzn+l = Vk 十 zn), 而 上 和 zi 是 正 数 , 那么 序列 ri, rz,za,… 是 递 
增 的 还 是 递减 的 , 要 根据 zi 是 小 于 a 还 是 大 于 a 而 决定 . a 是 方程 z = z+K 的 
正 根 ; 且 无 论 哪 一 种 情形 , 当 n 一 co 时 都 有 zn 一 a. 

12. 一 个 数列 rn 由 


ZT1=h znti= 22+k 
来 定义 , 其 中 0 < < 了, 而 则 介 于 方程 
rz2—r+k=0 


的 根 a 和。 之 间 . 证 明 


a<onti <En <h 
并 确定 zw 的 极限 . (Math. Trip. 1931) 
13. 证 明 : 如 果 mi 一 于 {+ CA/ ma = 了 fa + (CQ/za)j 如 此 等 等 , = 和 4 
是 正 数 , 那么 lim zw = VA 


rg rn VA 1z-vVIN 
呆 baE 明 2 二 风 = (于 次 ) 
14. 数列 wm 由 关系 式 
2 一 aG 十 有， 如 Eap :202 (n>1) 
Un~1l 
来 定义 , 其 中 a > 8 > 0. 证 明 
_ oatl— pntl 


om 二 Br ， 


@ 第 8~11 题 以 及 第 15 题 取 自 Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 . 
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并 确定 当 n 一 oo 时 w 的 极限 . 


讨论 a = 8 >0 的 情形 . (Math. Trip. 1933) 

15， 如果 mivza 是 正 数 , 且 znt = 了 (zs + mm-) 那么 ,数列 mvzsizs 
与 zz z4,z6,…… 中 一 个 是 递减 的 数列 , 另 一 个 是 递增 的 数列 , 且 它们 有 共同 的 极限 
了 + 272). 


16. 如 果 lim sn = 4 那么 


31 十 32 十 … 十 sn 
六 一 oo n 


[ 设 s = 1+t. 则 我 们 必须 证 明 : 如 果 t 趋向 零 , 那么 (十 刀 十 … 十 tn) /nn 
亦 趋 向 零 . 

我 们 把 诸 数 ,to，,… ,tn 分 成 石 ,t2,… 和 tpr1,tp+2,… ,tn 两 个 集合 . 这 
里 假设 p 是 n 的 函数 , 当 m 一 ce 时 它 趋向 co, 但 是 其 速度 要 比 n 来 得 更 慢 , 所 以 
有 了 一 oo 以 及 p/n 一 0: 例如 ,我 们 可 以 假设 p 是 Vai 的 整数 部 分 . 

设 5 是 任意 一 个 正 数 ， 无 论 5 多 小 , 我 们 都 能 选取 no, 使 得 当 n > no 时 ， 


名 加 ta tn 的 绝对 值 全 都 小 于 35, 所 以 


=1. 


[OR We A 36(n -nD) /n < 起 
但 是 , 如 果 4 是 所 有 的 数 所 ,如 ,…… 中 模 的 最 大 值 , 我 们 就 有 


[i++ +ty) /n| < p4/m， 


如 果 no 足够 大 的 话 , 这 个 数 当 n > no 时 也 是 小 于 35 的 , 这 是 因为 当 n 一 co 时 
有 p/n 一 0. 从 而 当 n>no 时 


| 和 十 让 十 二 如 ) /| < | +ta tttp) /nl + l(tptit+tpt2+ +tn) /n| < 人 


定理 得 证 . 

如 果 读者 想 成 为 处 理 极限 问题 的 专家 的 话 , 那么 他 就 应 该 极其 仔细 地 研究 上 面 
的 论证 方法 . 在 证 明 某 个 给 定 的 表达 式 趋 向 零 时 , 常常 需要 将 它 分 成 两 部 分 , 对 这 
两 部 分 用 稍微 不 同 的 方法 来 证 明 它们 有 极限 零 . 在 这 样 的 情形 , 证 明 从 来 都 不 是 很 
容易 的 . 

证 明 的 关键 在 于 : 当下 标 很 大 时 , 对 应 的 诸 个 t 是 很 小 的 . 我 们 需要 证 明 当 mm 
很 大 时 全 十 刀 十 … 十 如 ) /n 很 小 . 我 们 把 括号 中 的 项 分 成 两 组 . 第 一 组 中 的 项 并 
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非 都 很 小 , 但 它们 的 个 数 与 n 相 比 很 少 . 而 第 二 组 中 的 数 的 个 数 与 n 相 比 并 不 是 
很 少 , 但 该 组 中 的 项 全 都 很 小 , 而 它们 的 个 数 无 论 如何 都 小 于 n, 所 以 它们 的 和 与 m 
相 比 是 很 小 的 . 因此 (ti 十 刀 十 … 十 如 ) /n 所 分 成 的 每 一 部 分 当 n 很 大 时 都 很 小 .] 

17. 如 果 当 n 一 00 时 有 9(n) 一 9(n 一 1) 一 4, 那么 $(n) Am 一/ 

[如 果 9 (n) = sl 十 s2 十 … 十 sn, 那么 9(n) 一 $(n 一 1) = sn, 于 是 定理 就 转化 
成 在 上 一 个 例子 中 已 经 证 明 的 结论 了 .] 

18. 如 果 so = 雪人 一 (-)"}, 则 sw 根据 n 是 奇数 还 是 偶数 而 取 值 1 或 者 0 
那么 当 n 一 oo0 时 有 (si 十 s2 十 … 十 sn) /nn 一 到 

[这 个 例子 证 明了 第 16 题 的 逆 不 真 : 因为 当 n 一 co 时 s,, 是 振荡 的 :] 

19. 如 果 用 cn, sn 来 记 级 数 

+ cos0 + cos20 + ，sing 二 sin20 十 … 
的 前 n 项 之 和 , 且 9 不 是 2r 的 倍数 , 那么 
lim (cl + cz 十 … 十 cn) /n=0, lim(s1+s2+:+t sn) /n= Bcot30 le 


20. 数列 y,, 由 数列 z 通过 关系 式 


2 =Z0， 如 三 Zn 一 azn-l (n>0) 
来 定义 , 其 中 lal < 1. 将 zn 用 来 表示 , 并 证 明 : 如 果 y, 一 1 那么 rn 一 
1/ (1— a). (Math. Trip. 1932) 
21. 画 出 由 方程 
、 T2n sin de 十 Z2 
?人 
所 定义 的 函数 y 的 图 形 . (Math. Trip. 1901) 
22. 函数 
y= lim 1 


neo 1 +nsin? nr 
除了 当 z 为 整数 时 其 值 均 为 0, 而 当 z 为 整数 时 其 值 为 1. 函数 
i Br)+ng 名 sin2 rz 
nmoo l1+nsin’ xz 
除了 当 z 为 整数 时 其 值 均 为 %(z), 而 当 z 为 整数 时 其 值 为 (7). 
23. 证 明 : 函数 
li 0 (0) + ey (0) 


Ye 十 3 
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的 图 形 是 由 $(z) 和 (x) 的 部 分 图 形 以 及 (通常 还 有 ) 两 个 孤立 点 一 起 组 成 的 . 当 
(aljz=dli(blz=-l(oz=0 时 yy 有 定义 吗 ? 

24. 证 明 : 当 z 是 有 理 数 时 取 值 为 0, 而 当 z 是 无 理 数 时 取 值 为 1 的 函数 y 可 
以 表 为 如 下 形式 

攻 主 ,im, sgn {sin? (mlrz)} ， 
其 中 
sgnz 一 dm 局 arctan (nz) 

(与 在 例 XXXI 中 的 第 (14) 题 中 一 样 )，[ 如 果 z 是 有 理 数 , 那么 sin? (rnlrz), 从 而 
sgn{sin? (mlrz)} 从 m 的 某 个 值 往 后 都 等 于 零 : 如 果 z 是 无 理 数 , 那么 sin? (mlrz) 
总 是 正 数 , 故而 sgn{sin? (mlrz)} 也 总 是 等 于 1.] 

证 明 : y 还 可 以 表示 成 形式 

1 一 ,im [lim, {cos (mz)}™”] 5 
25. 对 级 数 本 
六 


出 
Fry DT 


求 和 . 
[由 于 


1 EX 1 1 
ZUz 二 1 (V+R) 人 Do 


我 们 有 


于 1 1 
DD -1 


所 以 
— 1 ' 
Dr = 


26. 如 果 |z| < |al, 那么 


而 如 果 |z| > |al, 则 有 
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27. 将 (4z + B)/ (az? ++26bz 十 c) 按 照 z 的 寡 展 开 . 设 %B8 是 az2+2bz+c=0 
的 根 , 所 以 az? 十 2bz+c = 二 a(z 一 a) (z 一 B). 我 们 可 以 假设 4, B,a,b,c 全 都 是 实数 ， 
且 a,8 不 相等 . 这 样 就 不 难 验 证 


Az+B _ 1 Aat+B AB+B 
az2+2bz+c a(la—-P)\ z-a z-BJ 


根据 刀 > ac 还 是 刀 < ac, 这 里 有 两 种 情形 . 

(1) 如 果 如 > ac, 那么 根 w 5 都 是 实数 且 不 相同 . 如 果 |z| 小 于 lol 和 |6| 中 的 
每 一 个 , 我 们 就 能 将 1/ (z 一 a) 和 1/(z- 8) 都 展开 成 > 的 升 笑 形 式 (第 26 题 ). 如 
果 |z| 大 于 |al 和 16| 中 的 每 一 个 , 我 们 就 必须 将 它们 都 展开 成 > 的 降 客 形式 ; 而 如 
果 |z| 夹 在 |al 和 |8| 之 间 , 那么 一 个 分 式 就 要 展开 成 z 的 升 智 形式 , 而 另 一 个 分 式 
则 必须 展开 成 的 降 寡 形式 . 读者 可 以 自己 写 出 实际 的 结果 . 如 果 |z| 等 于 |a| 或 
者 等 于 |B8|, 那么 这 样 的 展开 式 就 是 不 可 能 的 . 

(2) 如 果 如 < ac, 那么 它 的 根 是 一 对 共 配 复数 (第 3 章 第 43 节 ), 故我 们 可 以 


记 
a=pCis$, B=pCis(-$): 
其 中 p2? = aB8 = c/a, pcos$ = $3(a+B) = —b/a, 所 以 cosg =—V(D/ac), sing = 
V{1— (到 /ao 
如 果 |z| < p, 那么 每 一 个 分 式 都 可 以 展开 成 z 的 升 笑 形 式 . 可 以 求 得 z 的 系 


数 是 
Apsinng + Bsin{(n+ 1)9} 


apm+lsin 内 

如 果 |z| > m 我 们 类 似 地 得 到 一 个 按照 降 寡 排列 的 展开 式 , 而 如 果 |z| = p, 则 这 样 
的 展开 式 是 不 可 能 的 . 

28. 证 明 : 如 果 |z| < 1, 那么 

1+2z+3z2 十 … 二 (+1)zm + 一 1 一 2 

本 1 一 2 n2™ 
[ 它 的 前 ”项 之 和 为 a - 这 了] 

29. 将 L/ (z 一 a)? 按照 z 的 寡 展 开 , 并 根据 |z| < |a| 还 是 |z| > lal 按照 升 寡 


或 者 降 寡 展 开 . 
30. 证 明 : 如 果 如 二 ac 且 |az| < ,那么 


Az+B — 
te 2 Pr? 
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其 中 ps = (-a)"6-"-?{(n 十 1)aB 一 nbA}; 并 求 出 相应 的 按照 的 降 寡 排列 的 展 
开 式 , 该 展开 式 当 |az| > |b| 时 成 立 . 
31. 如 果 a/ (a 十 bz 十 cz?) =1+piz 十 222 十 …，, 那 么 


十 a? 
lt t+ 
(Math. Trip. 1900) 
32. 如 果 当 n 一 oo 时 sin2nbr 一 1, 那么 1=0, 且 9 是 一 个 分 母 是 2 的 舌 的 有 
理 数 . 
[显然 


2"0 = pn + C+ In, 
其 中 mm 是 一 个 整数 , c 是 一 个 常数 , 而 wn 一 0; 所 以 
Pnt+1 — 2pn — C+ n+1 — 2n = 0. 


由 于 pmn+l 一 2pn 是 一 个 整数 , 故而 这 仅 当 (i)c = 0( 所 以 1=0) 以 及 (i) 从 m 的 某 
个 值 开始 , 比方 说 对 n> no 有 pn+1 = 2pn 且 mn+l = 2mn 时 才 有 可 能 . 但 是 那样 就 
会 有 : 当 v 一 时 


27m7no = Tnotv 一 0; 


而 这 仅 当 mo。 = 0 时 才 有 可 能 , 所 以 2"0 = pno- 
考虑 sina"br 是 富有 教 益 的 , 其 中 a 是 一 个 大 于 2 的 整数 . 此 时 有 可 能 ! 0; 


从 而 当 0 = 了 时 有 sing"gr 一 1] 
33. 如 果 P(n) 是 关于 n 的 一 个 m 次 整 系数 多 项 式 , 且 sin{P(n)9x} 一 0, 那 


么 9 是 一 个 有 理 数 . 
[最 好 是 证 明 的 更 多 一 些 ", 也 即 证 明 : 如 果 


P(n)0= kn +ant+En, (1) 


其 中 k& 是 一 个 整数 , a 取 某 任意 有 限 多 个 值 中 的 某 个 值 , 而 ea 一 0, 那么 9 是 有 
理 数 . 

首先 , 如 果 我 们 在 (1) 中 用 n+1 来 代替 n, 再 相 减 , 并 注意 到 (i) P (n+ 1-P(n) 
是 一 个 m 一 1 次 多 项 式 以 及 (i an+l 一 an 仅 有 有 限 多 个 可 能 的 值 , 我 们 就 得 到 从 


外 这 个 方法 来 源 于 Ingham 先生 . 
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m 一 1 到 m 的 归纳 法 . 于 是 问题 就 转化 成 讨论 m = 1 的 情形 , 此 时 P (n) = An+B. 
在 此 情形 (1) 给 出 


46 = (knti— kn)+ (anti— an)+ (ent1 — En). 
这 仅 当 对 n > no 有 sn+l 一 en = 0 成 立时 才 有 可 能 ; 此 时 有 
an = Qno + n+ (nC— no) 40， 


其 中 当 n> no 时 1 是 一 个 整数 . 由 于 an 仅 有 有 限 多 个 值 , 故而 ln 二 n49 也 仅 有 
有 限 多 个 值 , 从 而 9 是 有 理 数 .] 
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连续 函数 和 不 连续 函数 


90. z 趋向 oo 时 的 极限 


现在 要 转 而 研究 一 个 连续 实 变量 的 函数 ,我们 将 完全 局 限于 讨论 单 值 的 (one- 
valued) 函数 ”, 并 将 把 这 样 的 函数 记 为 %(z). 假设 > 取 与 位 于 基本 直线 4 上 从 某 
个 确定 的 点 开始 一 直 向 右 延 伸 的 点 所 对 应 的 所 有 连续 不 断 的 值 . 在 这 些 情形 , 我 们 
就 说 x 趋向 无 穷 , 或 者 oo, 并 写成 zx 一 co. 在 第 4 章 里 讨论 过 的 “nm 趋向 oo” 与 这 
里 说 的 “z 趋向 oo” 二 者 之 间 仅 有 的 区 别 在 于 : 当 z 趋向 oo 时 , 它 取 所 有 的 值 . 也 
就 是 说 , 与 z 对 应 的 点 P 依次 与 4 上 从 起 始点 向 右 的 每 一 点 重合 , 而 n 趋向 oo 则 
是 通过 一 系列 的 跳跃 趋向 oo. 我 们 可 以 说 成 “z 连续 地 趋向 oo” 来 表达 这 种 区 别 . 

如 同 在 第 4 章 的 开头 所 说 明 的 那样 , 在 z 的 函数 与 n 的 函数 之 间 有 一 个 十 分 
紧密 的 对 应 关系 . 每 个 n 的 函数 都 可 以 看 成 是 从 一 个 z 的 函数 的 值 中 选取 出 来 的 . 
第 4 章 讨论 了 可 以 用 来 刻画 当 n 趋向 oo 时 函数 $(n) 的 性 状 的 那些 特性 . 现在 我 
们 要 关心 的 是 关于 函数 wz) 的 同样 的 问题 ; 要 导出 的 定义 和 定理 实际 上 是 第 4 章 
中 的 定义 和 定理 的 重复 . 例如 , 与 第 58 节 的 定义 I 相对 应 的 我 们 有 以 下 定义 ， 

定义 1 函数 gz) 被 说 成 是 当 7 趋向 co 时 趋向 一 个 极限 1,， 如 果 给 定 无 论 
多 么 小 的 一 个 正 数 5, 都 能 选取 到 一 个 数 zo(5), 使 得 对 于 z 的 所 有 等 于 或 者 大 于 
zo(6) 的 值 , gz) 与 1 的 差 都 小 于 6, 也 即 当 > zo(5) 时 有 


lblz) -中 < 
当 定义 中 的 情形 发 生 时 , 我 们 可 以 记 为 
Jlim gz) =1, 
或 者 当 不 可 能 出 现 混淆 时 , 就 简单 记 为 lim btz) = 4, 或 者 写成 wz) 一 1 类 似 地 我 
们 有 定义 2. 


定义 2 ”函数 dz) 被 说 成 是 与 工 一 起 趋向 00, 如 果 给 定 无 论 多 么 大 的 一 个 
数 人 , 我 们 都 能 选取 到 一 个 数 Zo(A), 使 得 当 工 > zo(A) 时 有 


dz) > A. 


@ 例如 在 本 章 中 Vz 就 表示 单 值 函数 十 Vz, 而 不 是 ( 像 在 第 26 节 中 那样 ) 指 取 值 为 +Vz 以 及 
一 Vz 的 那个 双 值 函数 . 
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此 时 我 们 记 
(2) — oo. 

我 们 可 以 类 似 地 定义 yz) 一 -oo m. 最 后 我 们 有 如 下 定义 . 

定义 3 如 果 上 面 两 个 定义 中 的 条 件 都 不 满足 , 就 称 bz) 当 z 趋向 co 时 是 
振荡 的 . 如 果 |$(Z)| 当 工 > zo(A) 时 小 于 某 个 常数 K2, 那么 就 称 (TI) 是 有 限 振荡 
的 , 反之 则 称 它 是 无 限 振荡 的 . 

读者 应 该 记 住 : 在 第 4 章 里 我 们 已 经 相当 仔细 地 考虑 过 用 各 种 不 太 正式 的 方 
法 来 表达 公式 Yln) 一 1 和 9(n) oo 所 表示 的 事实 . 类 似 的 表示 模式 当然 也 可 以 
用 于 现在 的 情形 . 比如 , 利用 词汇 “很 小 "、“ 接 近 于 ”、“ 很 大 " 与 在 第 4 章 中 所 用 到 
的 类 似 的 含义 , 我 们 可 以 说 dz) 很 小 lz) 接近 于 1、 6(z) 很 大 . 

例 XXXIV 

(1) 考虑 下 列 函 数 当 z -co 时 的 性 状 : 


1/z, 1+(1/z), z?, zt, [z], z—[z], [z]+V{z— [za]}. 


前 四 个 函数 恰好 与 第 4 章 中 充分 讨论 过 的 n 的 函数 相对 应 . 后 三 个 函数 的 图 
画 在 第 2 章 中 ( 例 XVI 中 的 第 1, 2, 4 题 ), 读者 可 以 立即 看 出 : [z] 一 co z 一 [x] 有 
限 振 荡 , 而 [z] + V{z 一 [zx]} 一 co. 

在 此 可 以 插入 一 个 简单 的 说 明 . 函数 lz) =z 一 [z] 在 0 与 1 之 间 振荡 , 这 由 
它 的 图 形 可 以 明显 地 看 出 来 . 当 z 为 整数 时 它 等 于 零 , 所 以 由 它 所 导出 的 函数 9(n) 
永远 取 值 为 零 , 当然 也 趋向 零 . 如 果 


gz) = sinzr， b(n) = sinmnr = 0, 


则 同样 的 结论 为 真 ， 显然 , gz) 一 4, 或 者 glz) 一 oo, 或 者 lz) 一 -co 都 包含 了 
9(n) 的 对 应 的 性 质 , 但 是 其 逆 通 常 不 真 . 
(2) 用 同样 的 方法 考虑 函数 


sin ZT 
用 函数 的 图 形 来 描述 你 的 见解 . 
(3) 对 定义 1 给 出 一 个 与 第 4 章 第 59 节 所 给 出 的 相 类 似 的 一 个 几何 解释 . 


@ 有 时 我 们 会 发 现 , 用 +oo,z 一 +oo,g(z) 一 十 oo 来 代替 co,z 一 co, p(z) 一 oo 是 很 方便 的 . 

加 在 第 62 节 中 对 应 的 定义 里 , 我 们 假设 了 对 于 mn 所 有 的 值 , 而 不 仅仅 是 对 nn > no 有 jd(n)| < 天 
成 立 . 不 过 在 那里 这 两 个 假设 条 件 应 该 是 等 价 的 ; 因为 如 果 当 n > no 时 有 |$(n)| < K, 那么 对 ne 
所 有 的 值 也 都 有 I$(n)| < K', 其 中 K' 是 |6(D)|, 19(2)|…, ld(no 一 了)| 以 及 K 中 之 最 大 者 . 
然而 这 里 的 问题 不 是 那么 简单 ,因为 小 于 zo 的 z 的 值 有 无 穷 多 个 - 


， 2 tan zx 2 2 
Zsinzn, (Tsinzn)’, tanzn, 一 一， acos? zx + bsin? zn, 
TI 
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(4) 如 果 4(z) 一 4, 且 1 不 是 零 , 那么 (zx) coszr 和 lz)sin zr 都 是 有 限 振荡 
的 . 如 果 dlz) 一 00 或 者 9(z) 一 -co, 那么 它们 是 无 限 振荡 的 . 每 个 函数 的 图 形 都 
是 夹 在 曲线 y = dz) 和 y= -9%(z) 之 间 振荡 的 一 条 波浪 形 曲线 . 

(5) 讨论 函数 

y= f(r) cos2 zr + F(z)sin? zn 

当 zx 一 co 时 的 性 状 , 其 中 f(z) 和 F(z) 是 某 一 对 简单 的 函数 ( 例如 z 和 z2). [y 
的 图 形 是 一 条 在 曲线 y = f(z) 与 y= F(z) 之 间 振荡 的 曲线 . ] 
91. 当 = 趋向 一 ce 时 的 极限 

读者 对 于 给 出 论断 “z 趋向 -co” 或 者 “z 一 -co" 以 及 

im gz) =1，Wz) 一 oo， gz) 一 -00 


的 意义 的 定义 将 不 会 有 任何 困难 . 事实 上 , 如 果 z = -y 且 wz) = 8(-y) = wy)， 
那么 当 z 一 -co 时 有 y 趋向 co, 于 是 研究 9(z) 当 z 趋向 -co 时 的 性 状 就 与 研究 
ui(y) 当 Y 趋向 oo 时 的 性 状 是 同样 的 问题 . 

92. 与 第 4 章 第 63~69 节 的 结论 相对 应 的 定理 


在 第 4 章 里 关于 函数 的 和 、 积 以 及 商 所 证 明 的 定理 对 于 连续 变量 x 的 函数 来 
说 全 都 成 立 (在 表述 上 要 有 显然 的 改动 , 读者 将 能 毫 无 困难 地 予以 补足 ). 不 仅 定理 
的 表述 , 而 且 它们 的 证 明 在 本 质 上 仍然 是 相同 的 . 

与 第 69 节 中 的 定义 相对 应 的 定义 叙述 如 下 : 函数 (7) 被 说 成 是 随 z 递增 的 ， 
如 果 只 要 T2 > ZT1, 就 有 9(T2) > (zl). 当然 , 在 许多 情形 中 , 此 条 件 仅仅 是 对 从 某 
个 确定 的 z 的 值 开 始 往 后 才 是 满足 的 , 也 就 是 说 , 此 条 件 是 当 z2 > z1 > zo 时 才 满 
足 的 . 69 节 中 接 下 来 的 定理 不 需要 加 以 改动 , 不 过 要 将 n 改 成 z: 除了 在 表述 上 有 
明显 的 改变 之 外 , 证 明 也 是 一 样 的 . 

如 果 只 要 za > z1, 就 有 $(z2) > b(z1), 即 排除 掉 相等 的 可 能 性 , 那么 9(z) 就 
称 为 是 稳定 和 严格 递增 的 (steadily and strictly increasing), 或 者 简单 说 成 是 严格 递 
增 的 (strictly increasing). 我 们 将 会 发 现 这 一 区 分 常常 是 很 重要 的 (参见 第 109, 110 
节 ) 


读者 应 该 考虑 下 面 的 函数 是 否 随 z 一 起 递增 ( 或 者 至 少 是 从 z 的 某 个 值 开始 
是 递增 的 ): zz - z, z+sinz,z+2sinz,z2? 十 2sinz, [z], [z] + sinz, [z] + V{z— [zx]}. 
所 有 这 些 函 数 当 z 一 co 时 都 趋向 cc. 


93. 当 z 趋向 0 时 的 极限 
设 wz) 是 x 的 一 个 函数 ，lim 9(z) =1, 并 令 y=1/z. 那么 就 有 , 比方 说 
gz) = 6(1/Y) = wy). 
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当 z 趋向 oo 时 , y 趋向 极限 0, 且 yw(y) 趋向 极限 4. 

现在 我 们 不 考虑 z, 而 把 w(y) 直接 看 成 y 的 函数 来 加 以 考虑 . 暂时 我 们 只 关心 
4 的 那些 与 很 大 的 正 数值 > 相对 应 的 值 , 也 就 是 说 , 只 考虑 y 很 小 的 正 数 值 . y(y) 有 
如 下 性 质 : 取 y 足够 小 , 可 以 使 w(y) 与 ! 的 差 小 到 我 们 所 希望 的 任何 程度 . 更 精确 
地 说 , 由 lim d(z) =1 所 表示 的 命题 的 意义 在 于 : 无 论 指定 一 个 多 么 小 的 正 数 5, 我 
们 都 能 选取 zo, 使 得 对 z 的 所 有 大 于 或 者 等 于 zo 的 值 都 有 |4(z) 一 !| < 5. 但 这 与 
说 “可 以 选取 yo = 1/zo, 使 得 对 y 的 所 有 小 于 或 者 等 于 yo 的 值 都 有 |w(y) 一 t < 5 
是 一 回 事 . 
于 是 我 们 有 如 下 的 定义 . 

A. 如 果 对 于 给 定 的 无 论 多 小 的 正 数 5, 我 们 都 能 选取 yo(6), 使 得 当 0 <y < 
yo(6) 时 都 有 


|%(y) 一 中 < 
那么 我 们 就 称 当 yy 取 正 值 且 趋向 0 时 p(y) 趋向 极限 1, 并 记 为 


lim hy) = 


B. 如 果 对 于 给 定 的 无 论 多 大 的 数 A, 我 们 都 能 选取 yo(A), 使 得 当 0 < y < 
yo( 人 A) 时 都 有 
$(y) > A, 


那么 我 们 就 称 当 8 取 正 值 且 趋向 0 时 p(y) 趋向 oo, 并 记 为 
$y) 一 co. 


可 以 用 类 似 的 方法 来 定义 “ 当 y 取 负 值 且 趋向 0 时 p(y) 趋向 极限 1*” 也 就 是 
“ 当 y 一 -0 时 有 limg(y) = 个 . 事实 上 我 们 只 需要 在 定义 A 中 将 0 <y < yo(6) 改 
成 -yo(6) < y <0 即 可 . 当然 还 有 一 个 与 定理 B 对 应 的 类 似 的 结果 , 类 似 地 可 以 定 
义 当 y 一 +0 或 者 y 一 -0 时 有 


$y) 一 一 co- 
如 果 lim dly) = ! 且 lim_ p(y) = 我 们 就 简 记 为 
2 一 十 0 3 一 一 0 
lm $y) 一 


这 种 情形 是 如 此 重要 , 因此 值得 对 它 给 出 一 个 正式 的 定义 . 
如 果 对 于 给 定 的 无 论 多 小 的 正 数 5, 我 们 都 能 选取 yo(6), 使 得 对 于 所 有 异 于 零 
且 绝 对 值 小 于 或 者 等 于 yo(5) 的 y 的 值 , p(y) 与 ! 相差 都 小 于 56, 那么 我 们 就 称 当 
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Y 趋向 0 时 9(y) 趋向 极限 |, 并 记 为 
lm $(y) =1. 


同样 地 , 如 果 当 y 一 +0 时 有 9(y) 一 oo, 当 y 一 -0 时 也 有 9(y) 一 co, 那 
么 我 们 就 称 当 y 一 0 时 有 6(y) 一 co. 类 似 地 我 们 可 以 定义 命题 “ 当 y 一 0 时 有 
$Y) 一 一 co 

最 后 , 如 果 当 y 一 +0 时 6(y) 既 不 趋向 极限 , 也 不 趋向 oo 或 者 -co, 我 们 就 
称 当 y 一 +0 时 p(y) 是 振荡 的 , 它 是 有 限 振荡 还 是 无 限 振荡 则 要 根据 情形 来 判断 ; 
我 们 还 可 以 类 似 地 定义 当 y 一 -0 时 函数 是 振荡 的 . 

前 面 这 些 定义 都 是 用 记 成 y 的 这 个 变量 来 表述 的 : 当然 , 用 哪个 字母 来 表述 是 
无 关 紧 要 的 , 故而 我 们 可 以 始终 假设 用 zx 来 代替 y. 


94. 当 xz 趋向 a 时 的 极限 
接 下 来 假设 当 y 一 0 时 有 p(y) 一 4 并 记 


y=7—a, $y) = $7 —a)= (7). 
如 果 y 一 0, 那么 x 一 a 且 %(z) 一 4, 于 是 我 们 自然 就 写成 


lim w(z) = 1, 


Zz—a 


或 者 简单 记 为 limw(z) =1, 或 者 写成 W(z) 一 上 并 说 成 当 z 趋向 o 时 vw(z) 趋向 极 
限 1. 此 等 式 的 含义 可 以 正式 地 直接 定义 如 下 : 如 果 对 于 给 定 的 5, 我 们 总 可 以 确定 
数 <(6), 使 得 当 0 < |z 一 al < a(6) 时 有 


lg(z) -4 < 6 


那么 
lim $(z) =1. 


限制 = 仅 取 大 于 a 的 值 , 也 即 用 a < z 和 a+e(5) 代替 0<|z 一 al < e(0), 我 
们 就 定义 了 “ 当 z 从 右边 趋向 a 时 $(z) 趋向 ”, 可 以 把 它 写成 
lim dz) =1. 


za+0 


用 同样 的 方法 我 们 可 以 定义 
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于 是 lim 9(z) = 1 等 价 于 两 个 结论 


ade $7) 一 sms $7) = 


我 们 还 可 以 给 出 与 下 列 诸 情形 有 关 的 定义 : 当 z 取 大 于 a 的 值 趋向 a 或 者 取 
小 于 a 的 值 趋 向 a 时 dz) 一 co 或 者 g(z) 一 -coi 但 是 大 概 不 需要 进一步 将 这 些 
定义 仔细 加 以 陈述 , 因为 它们 与 上 面 陈述 过 的 当 a = 0 时 的 特殊 情形 下 的 那些 定义 
非常 类 似 , 通过 令 z -a =y 并 假设 y 一 0, 我 们 总 可 以 讨论 wz) 当 z 一 a 时 的 性 
状 . 

95. 递增 以 及 递减 的 函数 

如 果 有 一 个 数 <, 使 得 只 要 a 一。 < z' < x” <a+te, 就 有 dz') < 9(z”), 那么 
我 们 就 称 wz) 在 z = a 的 邻 域内 是 递增 的 . 

首先 假设 z < a 并 置 y = 1/(a - z). 那么 当 z 一 a-0 时 有 y 一 o%, 且 
9(z) = yw(y) 是 y 的 递增 函数 , 它 从 不 大 于 p(a). 由 第 92 节 推 出 , 8(z) 趋向 一 个 不 
大 于 g(a) 的 极限 . 并 将 之 记 为 

lim gz) = pla — 0)°. 


一 a 一 0 
我 们 可 以 用 类 似 的 方法 定义 Wo + 0); 明显 有 
ga 一 0) < pla) < pla +0). 


显然 , 类 似 的 考虑 还 可 以 应 用 到 递减 的 函数 中 去 . 
如 果 只 要 a 一 e < z' < xz” <a+te, 就 有 9(z') < 9(2”), 即 排除 了 等 式 出 现 的 可 
能 性 , 那么 就 称 p(z) 是 在 严格 意义 下 的 递增 函数 . 


96. 不 定 元 的 极限 以 及 收敛 原理 


第 80~84 节 中 所 有 的 论证 都 可 以 应 用 到 一 个 趋向 极限 a 的 连续 变量 x 的 函数 
上 去 . 特别 地 , 如 果 p(z) 是 在 某 个 包含 a 的 区 间 内 有 界 的 函数 ( 世 就 是 说 , 如 果 
我 们 可 以 找到 e, 有 H 和 K, 使 得 只 要 a 一 e < zx < a+s, 就 有 HH< glz) < 天 ,这 
样 我 们 就 能 定义 > 和 4, 即 当 z 一 a 时 p(z) 的 不 定 元 的 下 极限 和 上 极限 , 并 证 明 
和 =4=1 是 $(z) 趋向 1 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 . 我 们 还 可 以 建立 与 收敛 原理 类 似 
的 结论 , 也 即 证 明 : %(z) 趋向 极限 的 一 个 必要 且 充分 条 件 是 , 当 6 给 定时 , 我 们 可 

@ 当然 这 应 该 理解 成 : %(a 一 0) 除了 作为 左 极限 的 约定 的 缩写 符号 之 外 没有 其 他 的 含义 . 只 要 符号 

da + 0) 和 da 一 0) 所 定义 的 极限 存在 , 我 们 就 可 以 用 这 样 的 符号 ; 不 过 它们 通常 并 不 满足 与 本 


教程 中 相似 的 那些 不 等 式 . 
加 见 第 103 节 . 
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以 选取 e(6), 使 得 当 0 < |z2 一 al < |z1 一 a| < e(6) 时 就 有 |g(za) - %(zi)| < 6. 类 似 
地 , 当 z 一 co 时 $(z) 趋向 极限 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 , 当 zz > zl > X(6) 时 就 
有 ld(za) -9(z1)| < 5 

例 XXXV 

(1) 如 果 当 z 一 a 时 9(z) 一 1,w(z) 一 L, 那么 


$7) + YE) oth Gz) = U, Gr)/y(z) 一 2 


在 最 后 一 种 情形 中 除去 1 = 0. 

[在 第 92 节 中 我 们 看 到 : 第 4 章 第 63 节 及 其 以 后 的 几 节 中 的 定理 当 z 一 co 
或 者 z 一 -co 时 , 对 于 z 的 函数 依然 成 立 . 置 z = 1/y, 我 们 可 以 将 这 些 定理 拓 广 
到 y 的 函数 当 y 一 0 的 情形 , 又 令 y = z 一 a 则 可 以 推广 到 z 的 函数 当 > 一 a 的 
情形 . 

读者 也 可 以 用 上 面 给 出 的 规范 的 定义 来 直接 证 明 它们 . 例如 , 为 了 得 到 第 一 个 
结论 的 一 个 直接 的 证 明 , 他 只 需要 取 第 63 节 中 定理 I 的 证 明 , 并 自始至终 用 z 代 
替 几 用 wa 代替 co, 用 0<lz-al 和 es 代 替 m > mo 即 可 .] 

(2) 如 果 m 是 一 个 正 整数 , 那么 当 z 一 0 时 , 有 zm 一 0. 

(3) 如 果 mm 是 一 个 负 整 数 , 那么 当 z 一 +0 时 , 有 zm 一 +oo, 而 当 zx 一 -0 
时 , 有 zm 一 -co 或 者 om 一 +oo, 具体 要 根据 m 是 奇数 还 是 偶数 而 确定 .如果 
m 二 0, 那么 zm = 1, 从 而 zm 一 1. 

(4) lm(a+br+cer? +..+hr™) =a. 

(5) i 
除非 有 a = 0. 如 果 a = 0 而 a 关 0,6 关 0, 那么 该 函数 当 zx 一 +0 时 趋向 +oo 还 
是 -oo, 要 根据 a 和 B 是 有 相同 还 是 相反 的 符号 而 定 ; 如 果 z 一 -0, 则 情形 正好 
相反 . a 和 a 两 者 都 为 零 的 情形 在 例 XXXVI 的 第 (5) 题 中 已 经 考虑 过 了 . 请 讨论 
当 a 关 0 且 分 母 的 前 面 几 个 系数 中 有 多 于 一 个 为 零 时 出 现 的 情形 . 

(6) 如 果 m 是 任意 一 个 正 的 或 者 负 的 整数 , 则 有 lim 2™ =a™, 除非 a=0 且 m 
是 负 的 . [如 果 m > 0, 置 z = y+a, 并 应 用 第 (4) 题 . 当 mm < 0 时 , 结论 从 上 面 的 第 
(1) 题 得 出 . 由 此 立即 推出 : 如 果 P(z) 是 任何 一 个 多 项 式 , 那么 im P(z) = P(a).] 

(7) 如 果 R 表示 任何 一 个 有 理 函 数 , 且 a 不 是 它 的 分 母 的 根 , 那么 lim R(z) = 
R(a). 

(8) 证 明 : 对 mm 所 有 的 有 理 数值 , 有 lm xm 二 am, 除非 a = 0 且 mm 是 负 
的 ，[ 当 a 是 正 数 时 , 这 可 以 立即 由 第 74 节 的 不 等 式 (9) 或 者 (10) 得 出 . 因为 
|z™ 一 a™| < 吾 z 一 中 其 中 再 是 mzm-l 和 ma :中 绝对 值 的 较 大 者 ( 参见 例 
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XXVIT 第 (4) 古 ). 如 果 a 是 负 的 , 我 们 记 z = -y 以 及 a = -b. 那么 
limzm =lim(—1)™y™ = (一 1)mbm = om] 


97. 不 定 元 的 极限 以 及 收敛 原理 ( 续 ) 

一 开始 读者 有 可 能 未 能 看 出 : 对 像 上 面 的 第 (4), (5), (6), (7), (8) 题 那 样 的 结 
果 中 的 任意 一 个 结论 给 出 证 明 是 必要 的 . 

他 可 能 会 问 :“ 为 什么 不 直接 令 z = 0 或 者 z = a 呢 ? 当然 , 那样 我 们 就 得 到 
wa/aam, P(a), R(a) 了 ”. 非常 重要 的 是 , 他 应 该 看 到 这 恰恰 就 是 他 犯错 误 的 地 方 . 
于 是 , 在 过 渡 到 讨论 任何 进一步 的 例子 之 前 , 我 们 应 该 仔细 考虑 这 一 点 . 

命题 


lim $(7) =1 


是 当 z 取 任何 异 于 零 且 与 零 相差 很 小 的 值 时 有 关 4(z) 的 值 的 一 个 命题 ?. 而 不 是 
当 z=0 时 关于 4(z) 的 值 的 一 个 命题 . 当 给 出 该 命题 时 , 我 们 断言 “ 当 z 几乎 等 于 
0 时 , %(z) 几乎 等 于 1*. 我 们 并 没有 对 当 z 实际 上 等 于 0 时 会 发 生 什 么 结果 做 出 
任何 论断 ,到 目前 为 止 , 就 我 们 所 知 而 言 , %(z) 可 能 对 > = 0 根本 就 没有 定义 ; 或 
者 也 可 能 在 该 点 取 某 个 异 于 ! 的 值 . 例如 , 考虑 由 方程 wz) = 0 给 出 的 对 所 有 x 的 
值 都 有 定义 的 函数 . 显然 

lim $(z) = 0. (1) 


现在 考虑 函数 V(z), 它 与 $(z) 的 区 别 仅 在 于 当 xz = 0 时 有 w(z) = 1. 那么 


limy(z) = 0. (2) 


因为 , 当 x 几乎 等 于 零 时 , %(z) 不 仅 几 乎 , 而 且 恰好 就 等 于 零 . 但 是 y(0) = 1. 此 
函数 的 图 形 由 x 轴 挖 掉 点 > = 0, 并 添加 一 个 孤立 点 , 也 就 是 添加 点 (0,1) 所 组 成 . 
等 式 (2) 表示 这 样 一 个 事实 ; 如 果 我 们 沿 着 该 图 形 无 论 从 哪 一 边 向 y 轴 移 动 , 该 曲 
线 的 纵 坐 标 ( 它 总 是 等 于 零 ) 都 趋向 极限 零 . 这 个 事实 无 论 如 何 都 不 会 受到 孤立 点 
(0,1) 的 影响 . 

读者 或 许 会 因为 这 个 例子 过 于 人 为 制造 而 不 接受 它 : 不 过 容易 写 出 简单 的 公 
式 , 它们 表示 的 函数 在 接近 z = 0 处 性 状 恰 与 此 相 象 . 其 中 一 个 函数 就 是 


VW(z) = {1 — 23], 


@ 例如 在 第 93 节 的 定义 A 中 , 我 们 对 满足 0 < y < yo 的 y 的 值 给 出 一 个 命题 , 在 这 些 不 等 式 中 插 
入 的 第 一 个 不 等 式 很 明确 地 是 为 了 排除 取 到 y = 0 这 个 值 
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其 中 [1 - za] 表示 通常 的 不 超过 1 - z? 的 最 大 整数 . 因为 如 果 z = 0, 那么 W(z) = 
D = 1 而 如 果 0 < zx < 1, 或 者 -1 < rz < 0, 那 么 0< 1 一 zz < 1, 所 以 
yz) = [1 -2d]=0. 

再 次 让 我 们 考虑 在 第 2 章 第 24 节 (2) 中 讨论 过 的 函数 


y=/%: 


这 个 函数 对 除了 x = 0 以 外 的 > 的 所 有 的 值 取 值 都 为 1. 当 z = 0 时 它 不 等 于 1: 
事实 上 它 对 于 x = 0 根本 没有 定义 . 因为 当 说 到 dz) 对 z = 0 有 定义 时 , 我 们 是 
指 (如 同 在 第 2 章 的 前 述 引文 处 所 说 明 的 那样 ): 能 在 定义 4%(z) 的 公式 中 置 z = 0 
算出 函数 在 xz = 0 处 的 值 . 而 在 上 述 情形 中 我 们 不 能 做 到 这 一 点 , 当 在 p(z) 中 置 
z = 0 时 , 我 们 得 到 0/0, 它 是 没有 意义 的 . 读者 或 许 会 以 “分 子 和 分 母 同 除 以 2” 
作为 反对 的 理由 , 但 这 在 > = 0 时 是 不 可 能 的 . 所 以 y = z/z 是 一 个 仅仅 在 > = 0 
没有 定义 这 点 上 与 y = 1 有 不 同 之 处 的 函数 . 尽管 如 此 , 仍 有 


lim(z/z) = 1, 


因为 不 论 z 与 零 的 差距 有 多 小 , 只 要 z 异 于 零 , r/z 就 等 于 1. 

类 似 地 , 只 要 zx 不 等 于 零 , 就 有 dlz) = {(z+1)2- 1}/z=z+2, 而 当 z= 0 时 
它 没有 定义 . 尽管 如 此 , 仍 有 lim $(z) = 2. 

另 一 方面 , 自然 没有 任何 东西 能 阻止 当 z 趋向 零 时 , $(z) 的 极限 等 于 $(z) 在 
z = 0 时 的 值 (0) 这 种 情况 的 发 生 ， 例 如 , 如 果 p(z) = z, 那么 (0) = 0, 且 有 
lim dz) = 0. 

例 YL 

(1) lim 二 


za T— 


= 2a. 

(2) 如 果 mn 是 任何 一 个 整数 (包含 零 在 内 ), 那么 lim 于 二 全 man 

(8) 证 明 : 只 要 a 是 正 数 , 则 对 m 所 有 的 有 理 数 值 , 第 (2) 题 的 结果 依然 为 真 
[这 可 以 立即 从 第 74 节 的 不 等 式 (9) 和 (10) 得 出 . ] 


2: 1 
(4) tml 夸 二 5 十 3 = 1. 了 注 意 > - 1 是 分 子 和 分 母 两 者 的 因子 ] 


(5) 讨论 


aozm 十 alZm+1 十 .十 QkZm+k 
$0) = mT bmi nT 
当 z 取 正 的 值 或 者 负 的 值 趋向 零 时 的 性 状 , 其 中 ao #0, bo 关 0. 
[如 果 m > mw 则 有 lim gz) = 0. 如 果 m = n, 则 有 lime(z) = ao/bo、 如 果 
m<n 且 n 一 m 是 偶数 , 那么 $(z) 一 十 oo 还 是 wz) 一 -oo, 要 根据 ao/bo > 0 还 


168 纯 数学 教程 


是 ao/bo < 0 而 定 . 如 果 m < n 且 n 一 m 是 奇数 , 那么 当 z 一 +0 时 9$(z) 一 +oo， 
而 当 z 一 -0 时 9(z) 一 -oo, 或 者 当 z 一 +0 时 dz) 一 一 00, 而 当 z 一 -0 时 
4(z) 一 +co, 这 要 根据 ao/bo > 0 还 是 ao/bo < 0 而 定 . ] 

(6) 如 果 a 和 是 正 数 , 那么 


b] bb ,4b 
mo 一 ,3 [7] = 
当 z 取 负 值 趋向 零 时 , 这 些 函 数 的 性 状 如 何 ? 

(7)olim VE+z=limnVz=1[ 令 1+z=yh 或 者 1-z=z 妨 并 利用 例 
XXXV 第 (8) 题 . ] 

(8) lim{f VOU+7z) 一 VQ 一 z)}/z=1. [用 V(1+z)+ V(l 一 z) 来 乘 分 子 和 分 
母 . ] 

(9) 如 果 m 和 n 是 正 整 数 , 考虑 当 z 一 0 时 {V(L+zm)- VIL -zzm)}/zn 的 
性 状 . 
(10) lm 1{ VOTETE) 1)} =3. 
(11) lim V+ — VU+zD) V(l+z°) Ey 

VU VO 


{12) 画 出 函数 
1 1 1 1 1 1 & tL 
a i i 5 
2 3 4 2 3 4 
的 图 ， 当 z 一 0 时 它 有 极限 吗 ? [除了 z = 1,3,3, 了 之 外 均 有 y = 1, 而 在 x = 
3 了 时 没有 定义 , 且 当 z 一 0 时 有 y 一 1.] 
sinz 


(13) lim Ve 
[可 以 从 三 角 比 的 定义 推出 *: 如 果 z 是 正 数 且 小 于 3x 那么 就 有 
sinz <Zz < tanz, 


也 即 
sinz 

cosT< 
I 


<1, 
人 在 接 下 来 的 一 些 例子 中 都 假设 取 z 一 0 时 的 极限 , 除非 ( 如 同 在 第 (19), (22) 题 中 那样 ) 明显 指 
出 相反 的 情形 . 
加 这 里 所 用 到 的 诸 不 等 式 的 证 明 依赖 于 扇形 “面积 ”的 某 种 性 质 , 它们 通常 可 视 为 几何 直观 . 例如 , 扇 
形 的 面积 大 于 该 扇形 的 内 接 三 角形 的 面积 . 验证 这 些 前 提 条 件 的 合法 性 要 推迟 到 第 7 章 中 才能 给 
出 . 
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这 也 就 是 
0<1- 2 < 1 cosr = 2sin? 5 
E23 2 


2 
但 是 2sin? lz <2 (lz) = lz 
2 2 2 


从 而 | 
lim 人 2 ei) 0 i ee. 
wT T z+0 2 
由 于 2 是 一 个 偶 函 数 , 结论 得 证 . ] 

(14) jiml -= 天 (8) jin 空 虹 sinaz _ a 此 结论 对 a 二 0 成 立 吗 ? 
(16) lim Ss =1. (17) lim 0 -=w im rn 

, cosecr 一 cotT 1 bi Lt em 1 
89 A 2 (0 z—l tan2rz 2° 


(20) 当 xz 一 0 时 函数 sin(1/z), (1/z)sin(1/z),zsin(1/z) 性 状 如 何 ? [第 一 个 函 
数 有 限 振荡 ， a 而 第 三 个 则 趋向 极限 零 . 当 z = 0 时 没有 一 个 
函数 有 定义 . 见 例 XV 第 (6),(7), (8) 题 . ] 

(21) 当 z 趋向 0 时 ， 


y= (snt) / (snt) 

是 否 趋 向 一 个 极限 ?[ 否 . 除了 sin 上 = 0 之 外 , 该 函数 的 值 都 等 于 1， 也 即 除了 
Z 三 1/mw1/27,… ,一 1/7, 一 1/2n,… 之 外 其 值 均 为 1. 对 于 z 的 这 些 值 , y 的 定义 公 
式 取 没 有 意义 的 形式 0/0, 所 以 y 对 于 无 穷 多 个 接近 z = 0 的 z 的 值 没有 定义 . ] 

(22) 证 明 : 如 果 m 是 任意 一 个 整数 , 那么 当 z 一 由 +0 时 ,有 [z] 一 mm 以 及 
Zz 一 2] 一 0, 而 当 z 一 m 一 0 时 ,有 [z 一 mm 一 1 以 及 z-[z] 一 1. 
98. 符号 O,o, ~~: 小 量 和 大 量 的 阶 

在 做 了 显然 的 修改 之 后 , 第 89 节 中 的 定义 可 以 推广 到 一 个 趋向 无 穷 或 者 趋向 
一 个 极限 的 连续 变量 的 函数 上 去 . 例如 , 当 zx 一 oo 时 f = 0O(9) 的 含义 是 对 = > zo 
有 |fl< Kw; f = ol9) 的 含义 是 1/9 一 0; f~19( 其 中 1 了 0 ) 的 含义 是 f/9 一 1. 
类 似 地 , 当 z 一 a 时 f= O(g) 的 含义 是 : 对 所 有 异 于 a 但 充分 接近 a 的 z 的 值 有 
Ifl< Ks$. 

于 是 , 当 z 一 00 时 有 


CD 原 书 此 处 误 写 为 2sin? Lz <2 (1z] < 1z2 一 详 者 注 
a 
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z+z2 = O02), z=07), z+r2~7, sinz=O(l), r-¥= ol), 
而 当 z 一 0 时 有 
z+72 = Or), z=o(z), z+r~r, sin(l/z)= 0(1), z¥ = ol). 
为 确定 起 见 , 假设 z 一 0. 则 诸 函 数 
2 73, 


构成 一 个 尺度 , 其 中 每 一 个 成 员 都 比 它 前 面 那个 成 员 更 快 地 趋向 零 , 这 是 因为 对 每 
个 正 整 数 m 都 有 


一 ozm 1)，2mtl = 0(2"™); 


所 以 自然 可 以 用 它们 来 对 任何 一 个 与 z 一 起 趋向 零 的 函数 的 “小 量 的 阶 ”进行 度 
量 . 如 果 当 z 一 0 时 有 
dz) ~ lz™, 


其 中 ! 关 0, 那么 我 们 就 称 : 当 z 很 小 时 , %(z) 是 一 个 m 阶 的 小 量 ?. 

当然 , 这 一 尺度 无 论 如 何 都 是 不 完全 的 . 例如 , (lz) = zf 比 z 趋向 零 更 快 , 但 
是 比 z? 趋向 零 更 慢 . 我 们 可 能 会 试图 通过 添加 分 数 阶 的 无 穷 小 来 使 之 变 得 更 加 完 
全 . 例如 , 可 以 说 z# 是 3 阶 的 小 量 . 不 过 在 第 9 章 中 将 会 看 到 , 即使 那样 做 我 们 
用 于 度量 小 量 的 阶 的 尺度 依然 是 不 完全 的 . 

类 似 地 我 们 可 以 定义 大 量 的 阶 . 例如 , $(z) 是 一 个 m 阶 的 大 量 , 如 果 当 z 一 0 
时 , 8(z)/z-m = zm9(z) 趋向 一 个 不 等 于 零 的 极限 1 

这 些 定义 涉及 的 是 z 一 0 的 情形 . 自然 , 当 z 一 oo 或 者 z 一 a 时 也 有 相对 应 
的 定义 , 例如 , 如 果 当 z 一 oo 时 , z™9(z) 趋向 一 个 不 等 于 零 的 极限 , 我 们 就 说 : 对 
于 很 大 的 z, $(z) 是 一 个 mm 阶 的 小 量 ; 如 果 当 z 一 a 时 ,(z - amd(z) 趋向 一 个 不 
等 于 零 的 极限 , 我 们 就 说 : 对 于 很 接近 a 的 r, $(z) 是 一 个 m 阶 的 大 量 . 

最 后 这 组 例子 中 有 许多 可 以 用 本 节 的 语言 重新 表述 . 例如 


1 1 
sinaz ~ar, 1 一 cosZ 性 5， cosecZ 一 cotT 必 5， 


其 中 第 二 个 函数 是 一 个 2 阶 小 量 , 而 其 余 的 均 为 1 阶 小 量 . 
四 更 加 一 般 地 , 我 们 可 以 说 bz) 是 一 个 m 阶 的 小 最 , 如 果 有 正常 数 A, BB 存在 , 全 和 
Alzl™ 和 las Blel™. 
对 于 我 们 的 用 途 来 说 , 正文 中 给 出 的 定义 是 相当 一 般 的 . 


第 5 章 一 个 连续 变量 的 函数 之 极限 , 连续 函数 和 不 连续 函数 171 


99. 一 个 实 变量 的 连续 函数 

读者 对 于 一 条 连续 曲线 (continuous curve) 所 蕴含 的 思想 是 不 会 有 怀疑 的 . 例 
如 , 他 会 把 图 27 中 的 曲线 C 称 为 连续 的 , 而 把 曲线 C' 称 为 总 体 上 连续 、 但 在 
z= 二 6 以 及 zx =" 是 不 连续 的 . 


图 27 


这 些 曲线 中 的 每 一 条 都 可 以 看 成 是 一 个 函数 yz) 的 图 形 . 如 果 一 个 函数 的 图 
形 是 一 条 连续 的 曲线 , 自然 就 把 此 函数 称 为 一 个 连续 函数 , 反之 则 称 它 是 不 连续 的 . 
我 们 可 把 它 当 作 一 个 临时 性 的 定义 并 力图 将 其 中 涉及 的 某 些 性 质 更 精确 地 加 以 区 
分 . 

首先 显然 的 是 , 以 C 作为 其 图 形 的 函数 y = 4(z) 的 性 质 可 以 被 分 解 成 该 曲线 
在 它 的 每 一 点 所 具有 的 某 种 性 质 . 为 了 能 对 z 的 所 有 的 值 定 义 连续 性 , 我 们 首先 必 
须 对 z 的 任何 一 个 特殊 的 值 定义 连续 性 . 让 我 们 固定 z 的 某 一 个 特殊 的 值 , 比方 
说 x = &, 它 与 图 形 上 的 点 P 相对 应 . 与 x 的 这 个 值 相 对 应 的 p(z) 有 什么 样 的 特 
性 呢 ? 

首先 , $(z) 对 了 = 上 有 定义 . 这 显然 是 有 基本 重要 性 的 . 如 果 p(&) 在 该 点 没有 
定义 , 那么 此 曲线 就 会 少 掉 一 个 点 . 

第 二 , %(z) 对 所 有 接近 z = & 的 z 的 值 都 有 定义 ; 也 就 是 说 , 我 们 可 以 找到 一 
个 包含 z =& 在 其 内 部 的 区 间 , 对 该 区 间 内 所 有 的 点 p(z) 都 有 定义 . 

第 三 , 如 果 z 无 论 从 哪 一 边 接近 €, (Zz) 都 会 接近 极限 $(&). 

这 样 定义 的 性 质 还 远 不 能 将 常人 的 眼睛 所 观察 到 的 曲线 的 图 形 的 那些 性 质 都 
网 罗 殖 尽 , 这 些 曲 线 是 从 直线 以 及 圆 这 样 特殊 的 曲线 推 而 广 之 得 到 的 . 但 是 它们 有 
最 简单 也 是 最 基本 的 性 质 : 任何 具有 这 些 性 质 的 函数 的 图 形 都 会 满足 我 们 对 于 一 
条 连续 曲线 所 应 该 具有 的 几何 直 感 , 正如 到 目前 为 止 实际 上 可 能 画 出 的 那样 . 因此 
我 们 选取 它们 来 作为 连续 性 这 一 数学 概念 的 载体 . 这 样 就 导出 下 面 的 定义 . 

定义 “函数 b(z) 称 为 在 工 = 5 是 连续 的 , 如 果 当 工 从 每 一 边 趋向 5， 9(z) 都 
趋向 一 个 极限 , 且 这 些 极限 都 等 于 (5). 

于 是 , 如 果 8(&), 9(€ 一 0) 以 及 9%(5 + 0) 都 存在 且 相 等 , 那么 yz) 在 z= 处 


172 纯 数 学 教程 


连续 . 

现在 我 们 可 以 来 定义 在 整个 区 间 上 的 连续 性 . 函数 $(z) 被 说 成 是 在 x 的 某 个 
取 值 区 间 上 是 连续 的 , 如 果 它 在 该 区 间 中 所 有 的 z 的 值 都 是 连续 的 . 一 个 函数 被 说 
成 是 处 处 连续 的 , 如 果 它 对 z 的 每 个 值 都 连续 . 于 是 [z] 在 区 间 (e,1 6) 中 是 连续 
的 , 其 中 < 是 一 个 小 于 3 的 正 数 , 但 是 它 在 z = 0 和 z = 1 并 不 连续 , 在 包含 这 两 


点 中 任意 一 点 在 内 的 任何 一 个 区 间 上 也 都 不 连续 , 而 1 和 zx 则 是 处 处 连续 的 . 

如 果 重 新 回 到 极限 的 定义 , 可 以 看 出 我 们 的 定义 等 价 于 “如 果 给 定 5, 我 们 就 可 
以 选取 e(6), 使 得 当 0 < |r 一 | < e(6) 时 就 有 |p(Z) 一 8(E) < 6, 那么 gz) 在 = 
处 连续 .” 

我 们 还 常 需要 考虑 仅 在 一 个 区 间 (a,5b) 有 定义 的 函数 . 在 这 种 情形 中 , 将 函数 
的 连续 性 的 定义 在 特殊 点 a 和 4。 处 稍 作 自然 的 改变 是 很 方便 的 . 我 们 将 称 w(z) 在 
z=a 是 连续 的 , 如 果 p(a + 0) 存在 且 等 于 g(a), 而 称 $(z) 在 x =》 是 连续 的 , 如 
果 pl(b 一 0) 存在 且 等 于 8(b).” 
100. 一 个 实 变量 的 连续 函数 ( 续 ) 


上 一 节 里 给 出 的 连续 性 的 定义 可 以 用 几何 方法 描述 如 下 . 

画 出 两 条 水 平 线 y = %(S) -5 和 y= %(6) +6. 那么 ld(z) - 0(8)| < 6 表示 这 
样 的 事实 : 曲线 上 与 z 对 应 的 点 落 在 这 两 条 直线 之 间 . 类 似 地 , |z - | < = 表示 这 
样 的 事实 : x 落 在 区 间 (5 一 e,& +e) 之 中 . 于 是 由 定义 断言 : 如 果 画 出 两 条 这 样 的 
水 平 直线 , 无 论 它 们 多 么 靠近 , 我 们 都 能 通过 画 出 两 条 竖 直 的 直线 在 平面 上 切 出 一 
个 竖 的 带 状 区 域 , 使 得 该 函数 包含 在 这 个 条 状 区 域 之 内 的 图 形 完全 夹 在 这 两 条 水 平 
直线 之 间 . 无 论 & 取 什 么 样 的 值 , 这 对 于 曲线 C( 图 27) 显然 为 真 . 


-======o 中 =~=~= 一 -~-==~=-= 十 -<-- -y=0(6)+6" 


a nd hp dad tt hi y=9(€) -6 


0 《一 E +e 本 
图 28 
现在 我 们 将 要 来 讨论 某 些 特殊 类 型 的 函数 的 连续 性 ， 这 里 所 得 出 的 某 些 结论 


@ 用 现在 通用 的 数学 语言 来 说 , 我 们 称 满足 上 述 条 件 的 函 教 4(z) 在 z = a 是 右 连续 的 , 而 在 z = b 
是 左 连续 的 . 一 一 译 者 注 
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例 XXXVII 

(1) 在 一 点 连续 的 两 个 函数 的 和 以 及 乘积 在 该 点 连续 . 其 商 也 连续 , 除非 分 母 
在 该 点 取 值 为 零 . [立即 由 例 XXXV 第 (1) 题 得 出 . ] 

(2) 任何 多 项 式 对 所 有 z 的 值 都 是 连续 的 . 任何 有 理 函数 在 除了 使 得 分 母 取 值 
为 零 的 zx 的 值 之 外 都 是 连续 的 . [由 例 XXXV 第 (6) 和 第 (7) 题 得 出 . ] 

(3) Vz 对 z 的 所 有 正 的 值 都 是 连续 的 ( 例 XXXV 第 (8) 题 ). 它 对 z < 0 没有 
定义 , 但 是 根据 第 99 节 末 尾 所 作 的 说 明 , 它 在 = = 0 是 连续 的 ?对 于 z™" 也 有 同 
样 的 结论 成 立 , 这 里 m 和 n 是 任何 正 整 数 , 且 n 是 偶数 . 

(4) 如 果 n 为 奇数 , 那么 z™" 对 于 所 有 z 的 值 都 是 连续 的 . 

(5) 1/z 在 z = 0 不 连续 . 它 在 z = 0 没有 函数 值 , 且 当 z 一 0 时 也 没有 极限 . 
事实 上 1/z 一 +oe 或 者 1/z 一 -co, 要 根据 x 是 取 正 值 趋向 零 还 是 取 负 值 趋向 零 
而 定 . 

(6) 讨论 z-"™" 在 z =0 的 连续 性 , 其 中 m 和 n 是 正 整 数 . 

(7) 标准 的 有 理 函 数 R(z) = P(z)/Q(z) 在 z = a 不 连续 , 这 里 a 是 Q(zx) = 
的 任意 一 个 根 . 于 是 (z? + 1)/(z2 - 3z+2) 在 z= 1 不 连续 . 应 该 注意 到 , 在 有 理 函 
数 的 情形 , 不 连续 性 总 是 与 以 下 事实 有 关 : (a) 对 z 的 某 个 特殊 值 没有 定义 , 以 及 
(b) 当 zx 从 某 一 边 趋 向 这 个 值 时 , 函数 趋向 -+oc 或 者 -co. 这 样 的 一 种 特殊 种 类 的 
不 连续 点 通常 说 成 是 函数 的 一 个 无 穷 大 点 ( infinity).“ 无 穷 大 点 " 是 在 日 常 研究 工 
人 

8) 讨论 


三 9 (入 ?) 


{(z— ob—2)}, WV{(z—a)(b—z) 


的 连续 性 . 
(9) sinz 和 cosz 对 所 有 z 的 值 都 连续 . 
[我 们 有 
sin(z 十 如 一 sinz 一 2sin Shcos 人 十 32) 


它 在 绝对 值 上 小 于 h 的 数值 . ] 

(10) 对 何 种 z 的 值 , tan z,cot z,secz 以 及 cosecz 是 连续 的 和 不 连续 的 ? 

(11) 如 果 f(y) 在 y =7 连续 , 而 6(z) 是 z 的 连续 函数 , 它 在 z = & 时 取 值 为 
7 那么 f{9(z)} 在 z=& 连续 . 

(12) 如 果 gz) 在 z 人 全 的 条 址 二 二 续 的 那么 任何 关于 dz) 的 
多 项 式 人 例如 像 ofe(z)}j” + …) 也 是 连续 的 . 


加 用 现在 的 数学 语言 ， 这 应 该 表述 成 “VE 在 z = 0 是 右 连续 的 ” 才 更 加 准确 ， 以 下 同 此 ， 不 再 玩 
述 . 一 一 译 者 注 
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{13) 讨论 
(acos*z +bsin?z)-!, V+cosz), VI+sinz), (1+sinz)-¥ 
的 连续 性 . 


(14) sin(1/z),zsin(1/z) 和 z?sin(1/z) 除 x = 0 之 外 均 连 续 . 

(15) 当 z 夫 0 时 等 于 zsin(1/z), 而 当 z = 0 时 等 于 零 的 函数 对 所 有 z 的 值 均 
连续 . 

(16) [z] 和 z 一 [z] 对 z 的 所 有 整数 值 均 不 连续 . 

(17) 对 什么 样 的 z 的 值 (如 果 这 样 的 值 存在 的 话 ), 下 列 函数 是 不 连续 的 : 


[lz], [Va, Ve -ED), f+ Vz -Ee), lr], [a+[-a]? 


(18) 不 连续 的 分 类 . 前 面 的 某 些 例子 启发 我 们 对 不 同 的 间断 类 型 加 以 分 类 . 

(1) 假设 当 z 无 论 从 小 于 还 是 大 于 a 的 值 趋向 a 时 , dz) 都 趋向 一 个 极限 . 如 
同 在 第 95 节 中 那样 , 分 别 将 这 些 极限 记 为 (a - 0) 和 4(a + 0). 那么 , 对 于 连续 性 
的 必要 且 充 分 的 条 件 是 : %(z) 在 z = a 有 定义 , 且 


pla —0)= $a) = la + 0). 


间断 可 能 以 任何 一 种 方式 发 生 . 

(a) Vla 一 0) 可 能 等 于 p(a + 0), 但 可 能 $(a) 没有 定义 , 或 者 可 能 $(a) 与 
ga 一 0) 以 及 pla + 0) 不 相等 例如, $(z) = zsin(1/z) 和 a= 0 就 是 这 种 情形 . 
$0 一 0) = 9(0++0) = 0, 然而 p(x) 在 z=0 没有 定义 . 或 者 取 dz) = [1 一 z2] 以 及 
4a=0, 则 有 9(0 一 0) = 40+0)=0, 然 而 %(0) = 1. 

(8) g(a 一 0) 与 (a + 0) 可 能 不 相等 . 在 此 情形 (a) 有 可 能 等 于 其 中 的 一 个 ， 
或 者 与 哪 一 个 都 不 相等 , 或 者 它 没有 定义 . 第 一 种 情形 由 $(z) = [z] 给 出 例证 , 对 
此 函数 有 (0 - 0) = -1,9(0 +0) = 9(0) = 0; 第 二 种 情形 由 9(z) = [z] - [可 
给 出 例证 , 对 此 函数 有 $(0 - 0) = -19%(0 +0) = 1,9(0) = 0; 而 第 三 种 情形 由 
gz) = 加 ] +zsin(1/z) 给 出 例证 , 对 此 函数 有 9$(0 一 0) = 一 1,$(0 填 0) = 0, 而 $(0) 
则 没有 定义 . 

在 这 些 情形 的 任意 一 种 情形 , 我 们 都 称 wz) 在 > = a 有 简单 间断 点 . 可 以 将 
下 述 情形 添加 到 这 些 情 形 去 : $(z) 仅 在 z = a 的 一 边 有 定义 , $(a 一 0) 或 者 gla+0) 
存在 ( 这 是 有 可 能 发 生 的 ), 但 是 ylz) 要 么 在 z = a 没有 定义 , 要 么 它 在 此 点 处 的 
函数 值 与 Wo - 0) 或 者 $(a + 0) 不 等 . 

由 第 95 节 显然 可 见 , 一 个 在 z = a 的 邻 域内 递增 或 者 递减 的 函数 在 工 = az 处 
至 多 有 一 个 简单 间断 点 . 

@@ 原 书 此 处 写成 了 c = a, 有 误 . 一 译 者 注 
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(2) 有 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 当 z 从 每 一 边 趋 向 a 时 , %(z) 都 趋向 一 个 极限 ， 
或 者 趋向 +oo, 或 者 趋向 -co, 而 且 至 少 当 z 从 某 一 边 趋 向 a 时 , gz) 趋向 +eo， 
或 者 趋向 -oo. 比方 说 , 如 果 dz) 是 1/z, 或 者 是 1/z? 时 , 或 者 , 如 果 对 于 正 的 z 
值 yz) 是 1/z, 而 对 负 的 z 值 p(z) 取 值 为 零 . 在 这 样 的 情形 我 们 就 说 , > = a 是 
9(z) 的 一 个 无 穷 大 间断 点 . 我 们 也 把 下 面 这 些 情 形 归 入 到 无 穷 间 断 点 中 : 在 a 的 
一 边 gtz) 趋向 +ee, 或 者 趋向 -co, 而 在 另 一 边 它 没 有 定义 . 

(3) 任何 一 个 不 是 简单 间断 点 、 也 不 是 无 穷 间断 点 的 间断 点 称 为 一 个 振荡 间断 
点 . 例如 z = 0 是 sin(1/z) 的 一 个 振荡 间断 点 . 

(19) 诸 函 数 


es, 四 + [zj， cosecz, /@). /8). cosecl, 3 


在 z=0 间断 的 特征 是 什么 ? 

(20) 当 z 是 有 理 数 时 取 值 为 1, 而 当 z 是 无 理 数 时 取 值 为 0 的 函数 ( 第 2 章 
例 XVI 第 (10) 题 ) 对 所 有 z 的 值 均 间断 . 任何 仅 对 z 的 有 理 数值 有 定义 或 者 仅 对 
2 的 无 理 数值 有 定义 的 函数 亦 有 此 性 质 . 

(21) 当 z 是 无 理 数 时 取 值 为 z， 而 当 z 是 有 理 分 数 p/g 时 取 值 为 
VPCL+0)y 的 函数 (第 2 章 例 XVI 第 11 题 ) 对 所 有 负 的 z 的 值 以 及 
所 有 正 有 理 数 的 * 的 值 均 间断 , 但 对 正 无 理 数 的 > 的 值 均 连续 . 

(22) 第 4 章 例 XXXI 中 考虑 的 函数 在 什么 样 的 点 处 是 间断 的 ? 它们 间断 的 性 
质 又 是 什么 ? [例如 , 考虑 函数 y = limz"( 第 (5) 题 ). 这 里 y 仅 对 -1 < z < 1 有 定 
义 : 当 -1<z< 1 时 它 等 于 零 , 而 当 z = 1 时 它 等 于 1. 点 z=1 以 及 z= -1 是 
简单 间断 点 . ] 

101. 连续 函数 的 基本 性 质 

通常 意义 下 的 “连续 曲线 ” 有 另外 一 些 特征 性 质 . 设 4 和 B 是 wz) 的 图 形 上 
两 个 点 , 其 坐标 为 zo, gtzo) 以 及 z1,9(z1), 令 入 是 穿 过 4 和 B 中 间 的 一 条 直线 . 
那么 , 如 果 该 图 形 看 起 来 是 连续 的 , 则 它 必 定 与 和 相交 . 

显然 , 如 果 我 们 把 此 性 质 视 为 连续 曲线 的 一 个 内 在 的 几何 性 质 , 那么 假设 ^ 与 
2 轴 平 行 并 不 会 真正 失去 其 一 般 性 . 在 此 情形 4 和 B 的 纵 坐 标 不 可 能 相等 : 为 了 
确定 起 见 , 假设 w(zi) > 4zo). 又 设 和 是 直线 y = 其 中 9(z0) < 7 < 9(z1). 那 
么 , 说 “gp(z) 的 图 形 必定 与 和 相交 ”与 说 “存在 一 个 介 于 zo 与 zi 之 间 的 z 的 值 ， 
使 得 dz) = n. ”完全 是 同一 回 事 . 

然后 我 们 可 以 断言 : 一 个 连续 的 函数 gz) 应 该 具有 下 面 的 性 质 : 如 果 


gzo) = yo， PT1) = 


176 纯 数学 教程 


二 


且 z < 九 < 妨 , 那么 就 存在 介 于 zo 与 zl 之 间 的 一 个 z 的 值 , 使 得 W(z) = 7. 换 言 
之 , 当 z 从 zo 变 到 zl 时 ,2 必定 取 遍 yo 与 ji 之 间 的 每 个 值 至 少 一 次 . 

我 们 现在 要 来 证 明 : 如 果 d(z) 是 在 第 99 节 所 定义 的 意义 下 的 连续 函数 , 那 
么 它 实际 上 的 确 具有 这 一 性 质 . 在 zo 的 右边 有 z 的 一 个 取 值 范围 , 在 此 范围 内 有 
gz) < 79 成 立 . 因为 Wzo) < 7, 因此 , 如 果 9(z) - Wizo) 的 绝对 值 小 于 7 一 $(z0)， 
那么 Wz) 也 一 定 小 于 n. 但 是 由 于 4(z) 在 x = zo 是 连续 的 , 所 以 如 果 z 充分 接 
近 于 zo, 那么 这 个 条 件 一 定 是 满足 的 . 类 似 地 , 在 zi 的 左边 有 zx 的 一 个 取 值 范围 ， 
在 此 范围 内 有 dz) > 小 

让 我 们 把 介 于 zo 和 za 之 间 的 z 的 值 如 下 分 成 两 类 工 , R: 

(1) 在 类 工 中 放 入 z 的 所 有 这 样 的 值 6: 当 z = & 时 , 对 所 有 介 于 zo 和 上 之 
闻 的 所 有 zx 的 值 , 都 有 d(z) < 7 成 立 ; 

(2) 将 所 有 其 他 的 z 的 值 放 入 类 R 中 , 也 即将 使 得 8(&) > 7 成 立 或 者 存在 一 
个 介 于 zo 和 & 之 间 的 x 的 值 , 使 得 6(z) > 7 成 立 的 所 有 的 数 归 入 类 RR 中 . 

那么 显然 , 这 两 个 类 满足 第 17 节 中 加 在 类 L, R 上 的 所 有 条 件 , 从 而 它们 构成 
了 实数 的 一 个 分 割 . 设 6o 是 与 这 个 分 割 对 应 的 数 . 

首先 , 假设 p(t0) > 7, 所 以 6 属于 上 类 , 比方 说 , 可 设 weo) = 7 + 大 . 那么 , 对 
所 有 小 于 &0 的 8' 的 值 , 就 有 4%(6) < 7, 从 而 


$(E0) — $(E') > k, 


而 这 与 在 > = 人 o 连续 的 条 件 相 矛盾 . 

其 次 , 假设 $(&0) = 7 一 上 <. 那么 , 如 果 6 是 任何 一 个 大 于 &0 的 数 , 则 要 么 
有 9(&) > ,要么 可 以 找到 一 个 介 于 &0 和 之 间 的 数 6”, 使 得 %(5%) > 小 在 每 一 
种 情形 , 我 们 都 能 找到 一 个 任意 接近 于 人 o 的 数 , 使 得 它们 对 应 的 %z) 的 值 相差 大 
于 人 . 这 再 次 与 9(z) 在 z = 人 o 连续 的 假设 相 矛 盾 . 

于 是 有 9(&0) = 7 定理 就 得 到 了 证 明 . 应 该 注意 到 , 我 们 所 证 明 的 要 比 定理 中 
所 明确 给 出 的 结论 更 多 . 实际 上 我 们 是 证 明了 : &0 是 使 得 5(z) = 7 成 立 的 最 小 的 
z 的 值 . 并 非 显然 但 是 一 般 来 说 的 确 成 立 的 结论 是 : 在 所 有 使 得 该 函数 取 到 一 个 给 
定 值 的 z 的 值 中 , 有 一 个 最 小 的 值 存在 , 尽管 这 对 于 连续 函数 来 说 为 真 . 

容易 看 出 , 刚才 证 明 的 定理 的 逆 不 成 立 . 例如 像 图 29 表示 的 函数 显然 取 到 介 于 (zo) 和 
9(z1) 之 间 的 每 个 值 至 少 一 次 : 然而 p(z) 却 是 不 连续 的 .的 确 ,甚至 下 面 的 结论 也 不 真 : 当 
4(z) 取 每 个 值 一 次 且 恰 好 一 次 时 , 它 必定 是 连续 的 . 例如 , 设 wz) 从 z = 0 到 z=1 定 义 如 
下 : 如 果 z= 0, 令 blz)=0; 如 果 0<z<l 令 dz)=1-z; 如果 z=1l 令 dz)=1. 
这 个 函数 的 图 形 画 在 图 30 中 ; 它 包含 点 O,C, 但 不 包含 点 4, B. 显然 , 当 z 从 0 变 到 1 时 ， 
4(z) 取 $(0) = 0 与 9(1) = 1 之 间 的 每 个 值 一 次 且 恰好 一 次 ; 但 是 ylz) 在 z=0 以 及 z=1 
是 间断 的 . 
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六 


图 29 图 30 


初等 数学 中 出 现 的 曲线 通常 都 是 由 有 限 多 个 曲线 段 组 成 的 ， 且 2 总 是 顺 着 这 
样 的 曲线 段 沿 同一 方向 变化 . 容易 证 明 : 如 果 y = $(z) 总 是 沿 同一 方向 变化 , 也 即 
当 z 从 zo 变 到 zi 时 它 递 增 或 者 递减 , 那么 关于 连续 性 的 两 个 概念 实际 是 等 价 的 ， 
也 就 是 说 , 如 果 wz) 取 介 于 dtzo) 和 9(z1) 之 间 的 每 个 值 , 那么 它 必 定 是 在 第 99 
节 意义 下 的 连续 函数 . 因为 假设 上 是 介 于 zo 和 zi 之 间 的 任意 一 个 > 的 值 . 当 x 
取 小 于 & 的 值 趋向 5 时 , %(z) 趋向 极限 p(# 一 0)( 第 95 节 ). 类 似 地 , 当 xz 取 大 于 & 
的 值 趋向 & 时 , $(z) 趋向 极限 WE + 0). 故而 当 且 仅 当 


9gE-0)=9%E)=%E+0) 


成 立时 , 该 函数 在 > = & 才 是 连续 的 . 但 是 , 如 果 这 些 等 式 的 某 一 个 不 成 立 , 比方 说 
第 一 个 等 式 不 成 立 , 那么 显然 , yz) 不 会 取 到 介 于 b(& 一 0) 和 9(&) 之 间 的 任何 值 ， 
而 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 从 而 (zx) 必定 是 连续 的 . 
102. 连续 函数 的 进一步 的 性 质 

在 本 节 以 及 以 下 诸 节 中 , 我 们 要 证 明 一 系列 重要 的 一 般 性 的 定理 . 

定理 1 假设 p(z) 在 z=& 连续 , 且 p(&) 是 正 数 . 那么 我 们 可 以 确定 一 个 正 
数 ,使 得 p(T) 在 整个 区 间 (& 一 e,€ 十 e) 中 都 是 正 的 . 

因为 , 在 第 99 节 的 基本 不 等 式 中 取 5 = B48), 我 们 就 可 以 选取 =, 使 得 在 整 
个 区 闻 (€ 一 e,&+e) 中 有 

lg(z) — $8)| < 5908), 
这 样 就 有 3 
G7) > G(€) 一 gz) — (E)| > 59(8) > 0， 

所 以 yz) 是 正 的 . 对 于 8(z) 的 负 的 值 显然 有 一 个 对 应 的 定理 . 

定理 2 如果 Wiz) 在 工 =& 连续, 且 对 z 的 任意 接近 E 的 值 p(T) 取 值 为 零 ， 
或 者 对 工 的 任意 接近 & 的 值 p(T) 既 取 到 正 的 值 也 取 到 负 的 值 , 那么 $(€) = 0. 
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这 是 定理 1 的 一 个 显然 的 推论 . 如 果 9(&) 不 为 零 , 那么 它 必定 是 正 的 或 者 是 
负 的 ; 例如 , 如 果 它 是 正 的 , $(z) 就 会 在 充分 接近 的 所 有 的 z 取 正 值 , 这 将 与 定 
理 的 假设 矛盾 . 


103. 连续 函数 的 取 值 范围 


让 我 们 来 考虑 这 样 一 个 函数 p(z), 目前 将 仅仅 假设 它 对 一 个 区 间 (a,5) 中 的 每 
个 z 的 值 都 有 定义 . 

对 于 z 在 区 闻 (a,5b) 中 的 值 , $(z) 所 取 的 值 构成 一 个 集合 5, 我 们 可 以 对 此 集 
合 应 用 第 80 节 中 的 方法 , 如 同 我 们 在 第 81 节 中 将 这 些 方法 应 用 于 变量 n 的 函数 
所 取 值 的 集合 所 做 的 那样 . 如 果 存 在 一 个 数 天 , 使 得 对 问题 中 所 有 的 x 的 值 都 有 
gz) < K, 我 们 就 称 p(z) 是 有 上 界 的 . 在 此 情形 , 9(z) 有 一 个 上 界 M: %(z) 的 值 
都 不 会 超过 M, 但 是 任何 小 于 M 的 数 都 会 小 于 p(z) 的 至 少 一 个 值 . 类 似 地 , 作为 
对 于 一 个 连续 变量 z 的 函数 的 应 用 , 我 们 可 以 定义 “有 下 界 的 "、“ 下 界 "、“ 有 界 ” 
等 概念 . 

定理 1 如 果 9(z) 在 整个 区 间 (a,5) 是 连续 的 , 那么 它 在 (a,0) 中 有 界 ? 

我 们 一 定 可 以 确定 一 个 区 间 (a,é), 它 从 a 向 右 延 伸 , 在 该 区 间 中 bp(z) 有 界 . 
这 是 因为 , 由 于 $(z) 在 x = a 连续 , 给 定 任意 正 数 5, 我 们 都 能 确定 一 个 区 间 (oa, 6)， 
在 整个 这 个 区 间 中 p(z) 的 值 都 介 于 dla) -5 和 (a) + 5 之 间 ; 显然 Wz) 在 这 个 
区 间 中 是 有 界 的 . 

现在 将 区 间 (a,5b) 中 的 点 分 成 两 类 研 , 忌 , 如 果 4z) 在 (a,€) 中 有 界 , 就 将 & 
归 入 类 工 之 中 , 如 若 不 然 就 将 它 归 入 类 RR 之 中 . 由 上 所 述 可 以 推出 : 类 工 一 定 存 
在 : 我 们 打算 要 证 明 的 是 R 不 存在 . 假设 R 的 确 存在 , 设 8 是 与 下 类 以 及 上 类 分 
别 为 工 和 五 的 分 割 所 对 应 的 数 . 由 于 4z) 在 z = 6 连续 , 对 于 无 论 多 么 小 的 人， 
我 们 总 能 确定 一 个 区 间 (8 一 n,68 + 7)2, 使 得 在 整个 这 一 区 间 中 都 有 


$B) 一 5< gz) <9%D) 十 6 


人 这 里 的 条 件 “d(z) 在 整个 区 间 (a, 56) 是 连续 的 ”与 我 们 现代 所 用 的 表面 上 同样 的 说 法 的 含义 实 
际 上 完全 不 同 . 现代 分 析 中 说 “4(z) 在 整个 区 间 (a, 5) 是 连续 的 ” 指 的 仅仅 是 p(x) 在 开 区 间 (a, b) 
内 部 的 每 一 点 都 连续 , 而 在 两 端点 处 是 否 有 某 种 连续 性 则 未 给 出 任何 说 明 ; 而 在 本 书 中 说 的 “dfz) 
在 整个 区 间 (a, 65) 是 连续 的 ”不 仅仅 指 %(z) 在 开 区 间 (a, 5) 内 部 的 每 一 点 都 连续 , 而 且 p(z) 还 
在 区 间 左 端点 > = a 处 右 连续 , 在 右 端点 x = b 处 为 左 连续 . 换言之 , 本 书 中 这 句 话 的 真实 含义 
与 现代 数学 语言 所 表述 的 “p(z) 在 整个 闭 区 间 fa, 可 是 连续 的 ”等 价 . 请 注意 , 如 果 按 照 现代 分 析 
的 符号 和 说 法 的 含义 来 理解 定理 1 的 条 件 , 那么 一 般 来 说 该 定理 的 结论 是 不 成 立 的 . 例如 , 取 在 现 
代 符 号 的 开 区 间 (0, 1) 上 有 定义 的 函数 y = ln z, 它 显然 在 开 区 间 (0, 1) 内 每 一 点 都 连续 , 但 它 在 
此 区 间 上 不 可 能 有 界 . 所 以 我 们 再 次 提醒 读者 : 本 的 二， 
不 要 产生 不 应 有 的 误解 , 是 十 分 重要 的 . 一 一 译 者 

@ 如 果 6 = b, 我们 必须 在 接 下 来 的 整个 讨论 中 用 人 ,6) 来 代替 这 个 区 间 , 且 用 6 代替 采 十 纪 . 
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从 而 %(z) 在 (8 一 n,B8 二 ) 中 有 界 . 现在 8-7 属于 二 于 是 $(z) 在 (a,8 一 7n) 中 有 
界 ; 这 样 一 来 它 就 在 整个 区 间 (a, 8 十 7) 中 有 界 . 但 是 +7 属于 R, 所 以 p(z) 在 
(o,B+7) 中 不 是 有 界 的 . 这 个 矛盾 表明 RR 并 不 存在 , 所 以 4(z) 在 整个 区 间 (a,b) 
中 是 有 界 的 . 

定理 2 ”如果 %(z) 在 整个 区 间 (a,b) 中 是 连续 的 , 且 M 和 mn 是 它 的 上 界 和 
下 界 , 那么 g(z) 在 该 区 间 中 取 M 和 m 中 的 每 一 个 值 至 少 一 次 . 

因为 , 给 定 任何 正 数 5, 我 们 都 能 找到 zx 的 一 个 值 , 使 得 M - 4z) < 5, 也 即 有 
1/{M 8(z)} > 1/6. 因此 1/{M 一 9(z)} 不 是 有 界 的 , 这 样 一 来 , 根据 定理 1, 它 也 
不 是 连续 的 . 但 是 M - (zx) 是 一 个 连续 的 函数 , 故而 1/{M - 4(z)} 在 分 母 不 为 零 
的 任意 一 点 也 都 是 连续 的 ( 例 XXXVII 第 (1) 题 ). 于 时 必定 有 一 点 使 其 分 母 为 零 ， 
且 在 这 一 点 有 dlz) = M. 类 似 地 可 以 证 明 , 存在 一 点 使 得 wz) = m. 

刚才 给 出 的 证 明 是 间接 的 , 鉴于 此 定理 的 极端 重要 性 , 值得 在 此 指出 另 一 条 证 
明 的 路 线 . 不 过 目前 还 是 把 这 些 内 容 往 后 推迟 一 下 更 为 方便 2. 

例 XXXVIII 

(1) 如 果 除了 当 z = 0 之 外 , 都 有 4(z) = 1/z, 而 当 z = 0 时 bz) = 0, 那么 
4g(z) 在 像 区 间 (-1,+1) 这 样 的 包含 z = 0 在 其 内 部 的 任意 一 个 区 间 中 既 没有 上 界 
也 没有 下 界 . 

(2) 如 果 除 了 当 z = 0 的 情形 之 外 , 都 有 9(z) = 1/z2, 而 当 z=0 时 Wz) = 0， 
那么 %(z) 在 区 间 (-1,+1) 中 有 下 界 0, 但 是 没有 上 界 . 

(3) 如 果 除 了 当 z = 0 的 情形 之 外 , 都 有 lz) = sin(1/z), 而 当 z = 0 时 
gz) = 0, 那么 glz) 在 zx = 0 不 连续 . 在 任何 区 间 (-5,+6) 中 下 界 都 是 -1, 而 上 界 
都 是 +1, 且 dlz) 取 这 两 个 值 中 的 每 一 个 值 无 穷 多 次 . 

(4) 设 9(z) = x 一 [z]. 这 个 函数 对 z 的 所 有 的 整数 值 都 是 不 连续 的 . 在 区 间 
(0,1) 中 它 的 下 界 是 0, 而 上 界 则 是 1. 当 z = 0 或 者 z = 1 时 它 等 于 0, 但 它 从 来 不 
等 于 1. 故而 wz) 从 来 不 取 与 其 上 界 相等 的 值 . 

(5) 设 当 x 为 无 理 数 时 dz) = 0, 而 当 z 为 有 理 分 数 p/g 时 wz) = gq， 那 
么 (z) 在 任何 区 间 (a,5b) 中 有 下 界 0, 而 却 没有 上 界 . 但 是 如 果 当 xz = p/g 时 
gz) = (1)?gq, 那么 9(z) 在 任何 区 间 中 既 没 有 上 界 , 也 没有 下 界 . 

104. 函数 在 区 间 中 的 振幅 


设 %z) 是 在 整个 区 间 (a,6b) 中 有 界 的 函数 , 且 M 和 m 是 它 的 上 界 和 下 界 . 为 
了 要 表明 M 和 m 对 于 和 ”的 依赖 关系 , 现在 我 们 要 用 记号 M(a,b),m(a,b) 来 
代替 M,m, 并 记 


O(a,b) = M(a,b) ~ m(a,b). 


外 见 第 105 节 . 
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我 们 将 把 这 个 数 O(a,5), 也 即 $(z) 在 (a,b) 中 的 上 界 与 下 界 之 差 , 称 为 p(x) 在 
(a,5) 中 的 振幅 (oscillation)， 函 数 M(a,5),m(a,5), O(a,5b) 的 最 简单 的 性 质 如 下 
所 示 . 

(1) 如 果 a < c < b, 那么 M(a,b) 等 于 M(a,c) 与 M(c,5) 中 之 较 大 者 , 而 
m(a,b) 则 等 于 m(a,c) 与 mm(c, 中 之 较 小 者 . 

(2) M(a,b) 是 已 的 增加 函数 , m(a,b) 是 b 的 减少 函数 , 而 O(a,) 是 b 的 增加 
函数 . 

(3) O(a,b) < O(a, ce) + O(c, b). 

前 两 个 性 质 几 乎 是 我 们 的 定义 的 直接 推论 . 设 是 M(a,c) 与 M(c,b) 中 之 较 
大 者 , 令 5 是 一 个 任意 的 正 数 . 那么 , 在 整个 区 间 (a,c) 以 及 (c,b) 上 都 有 $(z) < 几 
从 而 在 整个 区 间 (a,b) 上 也 有 此 不 等 式 成 立 ; 而 在 (a,c) 或 者 (cb 中 的 某 处 有 
9(z) > 一 6, 于 是 在 (a,b) 的 某 点 处 亦 然 . 从 而 M(a,b) = 凡 关于 m 的 命题 可 以 
类 似 地 加 以 证 明 . 这 样 就 证 明了 (1), 而 (2) 是 一 个 显然 的 推论 . 

现在 假设 Mi 是 M(a,c) 与 M(c,b) 中 之 较 大 者 , 而 M2 是 其 中 之 较 小 者 , 又 设 
m 是 m(a,c) 与 m(c,b) 中 之 较 小 者 , 而 m2 是 其 中 之 较 大 者 . 那么 , 由 于 c 属于 这 
两 个 区 间 , 故而 p(c) 既 不 大 于 Mz, 也 不 小 于 mz. 从 而 Ma > ma, 而 不 论 这 两 个 数 
是 否 对 应 (a,c) 和 (c,b) 这 两 个 区 间 中 的 同一 个 区 间 , 这 样 就 有 


O(a,b) = Mi— mi < Mi+ M2— mi— m2. 


但 是 
Ola,c) + O(c,b) = Mi+ M2— mi— m2, 


这 就 得 出 (3). 
105. 第 103 节 定 理 2 的 另外 的 证 明 


第 103 节 中 定理 2 的 最 直接 的 证 明 如 下 . 设 上 是 区 间 (a,5) 中 任意 一 个 数 . 函 
数 M(a,é) 与 一 起 递增 , 且 永远 不 会 超过 M. 于 是 我 们 可 以 来 构造 数 的 一 个 分 
割 : 根据 M(a,é) < M 还 是 M(a,€) = M 来 将 上 放 入 类 工 或 者 R 中 . 设 9 是 与 
这 个 分 割 对 应 的 数 . 如 果 a < 8 < b, 那么 对 于 7 的 所 有 正 的 值 我 们 就 有 


M(aB-n)<M, M(aB+n)=M, 
所 以 , 根据 第 104 节 的 (1) 就 有 
M(B—n,B+n) = M. 


于 是 , 对 于 z 的 任意 接近 6 的 值 , %(z) 取 任意 接近 M 的 值 , 又 因为 w(z) 连续 , 所 
以 8(6) 必定 等 于 M. 
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如 果 B=a, 那么 M(awa+n) = M. 又 如 果 B8= 必 那么 M(a,b6 一 n) < M, 所 
以 M(b 一 n,5) = M. 不 论 哪 种 情形 , 论证 都 可 以 如 前 一 样 完成 . 

此 定理 也 可 以 用 第 71 节 中 所 用 到 的 反复 等 分 的 方法 加 以 证 明 . 如 果 M 是 
dz) 在 一 个 区 间 PQ 中 的 上 界 , 而 PQ 则 被 分 成 两 个 相等 的 部 分 , 那么 就 可 能 找到 
其 中 的 一 半 PQ1, 使 得 函数 在 其 中 的 上 界 仍旧 是 M. 如 在 第 71 节 中 那样 做 下 去 
我 们 就 构造 出 一 个 区 间 序 列 PQ, PQ1, PQ2,…, 在 每 一 个 区 间 中 bp(z) 的 上 界 都 
是 M. 如 同 在 第 71 节 中 一 样 , 这 些 区 间 收 和 敛 于 一 点 T, 容易 证 明 , p(z) 在 该 点 的 值 
就 是 M. 

106. 直线 上 的 区 间 集 合 , Heine-Borel 定理 


现在 我 们 要 着 手 来 证 明 关 于 振荡 函数 的 若干 个 定理 , 如 同 以 后 将 要 看 到 的 那 
样 , 它们 在 积分 理论 中 有 特别 重要 的 意义 . 这 些 定理 依赖 于 有 关 直 线 上 的 区 间 的 一 
个 一 般 性 的 定理 . 

假设 给 定 直线 上 的 一 组 区 间 , 也 即 给 定 一 个 集合 , 其 中 每 个 成 员 都 是 一 个 区 间 
(oa D). 对 这 些 区 间 的 特征 我 们 不 加 任何 限制 ; 在 数量 上 它们 可 以 是 有 限 的 , 也 可 以 
是 无 限 的 ; 它们 可 以 相互 重 登 , 也 可 以 不 互相 重 登 ?; 而 且 任 意 多 个 区 间 都 可 以 包 
含 在 其 他 的 区 间 中 . 

在 此 值得 花 点 时 间 给 出 几 个 区 间 集 合 的 例子 , 我 们 以 后 还 会 有 机 会 再 次 研究 这 些 例子 . 

(i) 如 果 区 间 (0, 1) 被 分 成 nt 个 相等 的 部 分 , 那么 这 样 得 到 的 n 个 区 间 就 定义 了 不 互相 重 
爱 的 有 限 区 间 集 合 , 它们 刚好 盖 住 整个 线段 . 

(ii) 取 区 间 (0, 1) 中 的 每 个 点 5( 0 和 1 除外 ), 与 相伴 给 出 一 个 区 间 (& -- e,€ 十 6), 其 
中 s 是 一 个 小 于 1 的 正 数 , 对 于 例外 的 点 0 赋予 区 间 (0,e), 而 对 点 1 则 赋予 区 间 (1 -6,1)， 
一 般 来 说 , 去 掉 任何 一 个 区 间 的 超出 区 间 (0, 1) 以 外 的 任何 部 分 . 这 样 我 们 就 定义 了 一 个 无 限 
的 区 间 集 合 , 显然 , 它们 中 有 许多 是 相互 重 得 的 . 

(ii) 取 区 间 (0, 1) 中 的 有 理 点 p/g, 对 点 P/e 赋予 区 间 


€ p € 
3- 襄 红 冶 )， 

其 中 = 是 一 个 小 于 1 的 正 数 . 我 们 把 0 看 成 是 0/1, 而 把 1 看 成 是 1/1: 在 这 两 种 情形, 丢弃 
该 区 间 位 于 (0,1) 外 面 的 那 部 分 . 这 样 我 们 就 得 到 一 个 无 穷 的 区 间 集 合 , 它们 显然 是 相互 重 骂 
的 , 这 是 因为 在 赋予 p/q 的 区 间 中 除了 p/g 之 外 还 有 无 穷 多 个 有 理 点 

Heine-Borel 定理 假设 给 定 一 个 区 间 (a,b) 以 及 一 个 区 间 集 合 也 7 中 每 一 
个 成 员 都 包含 在 (a,b) 之 中 . 进一步 假设 工具 有 如 下 性 质 : 

(人 (ao,b) 中 除了 a 和 之 外 的 每 一 点 都 在 了 中 至 少 一 个 区 间 的 内 部 8 ; 

GD “ 重 熏 (overlap)” 一 词 按照 它 显然 的 意义 使 用 : 两 个 区 间 重 伏 , 如 果 它们 有 非 半点 的 公共 点 ， 例 如 
(" 3) 和 ( #1) 是 重 各 的 . 而 一 对 像 (%3) 和 (3&3) 这 样 的 区 间 可 以 说 成 是 邻接 的 (abut). 


3 
@ 这 就 是 说 “在 其 内 部 而 不 是 在 其 一 端 ". 
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(i a 是 工 中 至 少 一 个 区 间 的 左 端点 , 而 b 是 了 中 至 少 一 个 区 间 的 右 端 点 

那么 就 能 从 集合 了 中 选取 有 限 多 个 区 间 , 它们 构成 一 个 具有 性 质 (i) 和 (i) 的 
区 间 集 合 . 

只 要 证 明 存 在 一 个 正 数 1, 使 得 (a,) 的 任何 一 个 长 度 为 1 的 子 区 间 都 至 少 是 
了 的 一 个 区 间 的 子 区 间 就 足够 了 . 因为 那样 的 话 , 我 们 就 只 需 选 取 (a,b) 的 有 限 多 
个 (相互 重 全 的 ) 长 为 1 且 具 有 性 质 i) 和 (i) 的 子 区 间 . 这 些 子 区 间 中 的 每 一 个 都 
包含 在 了 的 至 少 一 个 区 间 之 中 , 从 而 得 出 结论 

我 们 给 出 数 ! 的 存在 性 的 两 个 证 明 , 第 一 个 证 明 是 间接 的 .? 

(a) 假设 没有 这 样 的 数 ! 存在. 那么 就 有 (a,5) 的 一 列子 区 间 


(Cn, cn + 27"), 


它们 不 是 工 中 任何 区 间 的 子 区 间 . 根据 Weierstrass 定理 (第 19 节 ), 点 cn 的 集合 
在 (ob) 中 至 少 有 一 个 极限 点 , 比方 说 是 c, 而 (根据 (i)c 不 与 a 或 者 b 重合 . c 
是 了 的 至 少 一 个 区 间 (z',z”) 的 内 点 , 而 对 某 个 足够 大 的 mw 区 间 (cn,cn +2-") 是 
(z',z%) 的 一 个 子 区 间 . 这 样 我 们 就 得 到 一 个 矛盾 , 故而 数 ! 必定 存在 . 

(b) 设 a 是 了 中 一 个 以 a 为 左 端点 的 区 间 的 中 点 , 5 则 是 了 中 一 个 以 5 为 右 端 
点 的 区 间 的 中 点 . 我 们 可 以 假设 这 两 个 区 间 不 重合 (否则 就 无 需 证 明了 ). 对 (ob 
的 任意 一 个 给 定 的 点 z, 令 p(z) 是 使 得 区 间 (z - 和 ,z+ 入 ) 是 了 中 至 少 一 个 成 员 的 
子 区 间 的 那 种 数 和 的 上 界 . p(z) 在 (a',5') 中 显然 是 正 的 %. 我 们 要 来 证 明 : p(z) 在 
( 闭 ) 区 间 (a', 5) 中 是 连续 的 . 因为 , 假设 (z 一 和 ,z+ 入 ) 是 了 中 一 个 成 员 的 子 区 间 ， 
并 取 接 近 z 的 z'. 那么 显然 区 间 (z' 一 入 ,z' 二 入) 包含 在 (z 一 入 ,z+ 二 入) 之 中 , 从 而 
也 就 包含 在 了 的 一 个 成 员 之 中 , 其 中 入 = 和 一 |z 一 z1. 于 是 


p(t) 2 XN = 和 -lz 一 cz 


由 于 和 可 以 任意 接近 p (z), 从 而 我 们 必定 也 有 


p(z") > p(z) —|z — 2 
类 似 地 有 

plz) 2 plz) — |z— i. 
从 而 

lp(z) — p(x)| < |z — zl, 
所 以 p(z) 是 连续 的 . 


加 两 个 证 明 都 是 由 A. S. Besicovitch 先生 向 我 建议 的 . 
加 包含 端点 a',b. 在 整个 区 间 (a, 5b) 中 这 不 再 成 立 . 
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于 是 p(z) 在 (a',W) 达到 它 的 下 界 , 比方 说 这 下 界 就 是 m, m > 0, 我 们 可 以 取 
1 作为 G)2(a 一 a), (i)2(5 一 5W) 以 及 ( 过 ) 小 于 2m? 的 某 个 (任意 的 ) 数 中 的 最 小 值 . 

借助 于 此 定理 来 考虑 本 节 开头 的 几 个 例子 是 很 有 教 益 的 . 

(i) 这 里 定理 的 条 件 不 满足 ， 诸 点 1/n,2/n,3/n,… 不 在 工 中 的 任何 区 间 的 
内 部 . 

(ii) 这 里 定理 的 条 件 满足 . 与 诸 点 <, 2e,3e,… ,1 一 = 相对 应 给 出 的 区 间 集合 


(0, 2e), (cs,3e),(2e,4c) (1 一 2e,1) 


有 具有 所 要 求 的 性 质 . 

(i) 在 此 情形 , 利用 该 定理 我 们 可 以 证 明 : 如 果 。 足够 小 , 则 区 间 (0, 1) 中 有 
不 在 了 中 的 任何 区 间 内 的 点 存在 . 

如 果 (0,1) 的 每 个 点 都 在 了 的 一 个 区 间 的 内 部 (显然 要 限制 端点 除外 ), 那么 我 
们 就 能 找到 中 具有 同样 性 质 的 有 限 个 区 间 , 且 它 们 的 总 长 度 大 于 1. 现在 有 两 个 
总 长 度 为 2 的 区 间 , 对 它们 有 4 = 1, 以 及 有 9 一 1 个 总 长 度 为 2e(q - 1)/9a 的 区 
间 存 在 , 它 与 4 的 另外 一 个 值 相 关联 . 这 样 一 来 , 了 中 的 任意 有 限 多 个 区 间 的 和 不 
可 能 大 于 级 数 


1 十 二 十 南 十 号 

2 3 43 

之 和 的 2e 倍 , 在 第 8 章 里 将 会 证 明 这 个 级 数 是 收敛 的 . 从 而 由 此 得 出 , 如 果 < 足够 
小 , 那么 (0,1) 中 的 每 个 点 都 在 了 的 一 个 区 间 的 内 部 这 一 假设 将 会 导致 矛盾 . 

读者 可 能 会 倾向 于 认为 此 证 明 过 于 续 密 , 他 们 会 认为 不 在 了 的 任何 区 间 中 的 点 的 存在 性 

可 以 由 所 有 这 些 区 间 的 和 小 于 1 这 一 事实 立即 得 出 . 但 是 我 们 需要 借助 的 这 一 定理 ( 当 区 间 集 

合 为 无 限时 ) 远 非 是 显然 的 结论 , 它 只 能 如 同 在 正文 中 所 做 的 那样 , 用 Heine-Borel 定理 来 严 

格 地 加 以 证 明 . 


107. 连续 函数 的 振幅 


我 们 现在 要 用 Heine-Borel 定理 来 证 明 两 个 关于 连续 函数 的 振幅 的 重要 定理 . 

定理 I 如 果 d(z) 在 整个 区 间 (a,b) 连续 , 那么 我 们 就 能 将 (a,0) 分 成 有 限 多 
个 子 区 间 (a, 21),(T1,72),… , (zn,b), gz) 在 每 一 个 区 间 中 的 震 幅 都 小 于 一 个 预先 
指定 的 正 数 5. 

设 & 是 介 于 4a 与 5 之 间 的 任意 一 个 数 . 由 于 9(z) 在 x = 连续 , 我 们 可 以 确 
定 一 个 区 间 (€ -6,& 十 e), 使 得 8(z) 在 这 个 区 间 中 的 振幅 小 于 56. 确实 显然 可 见 , 对 
每 个 5 和 每 个 5 有 无 穷 多 个 这 样 的 区 间 存 在 , 因为 如 果 该 条 件 对 任何 一 个 特殊 的 。 
满足 , 那么 它 也 理所当然 地 被 任何 更 小 的 值 所 满足 . 什么 样 的 s 的 值 是 允许 的 , 这 


人 @@ 不 能 是 2m. 因为 对 任何 给 定 的 x, p(z) 不 一 定 就 是 诸 数 和 的 一 个 达到 的 界 . 


Hi 
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自然 与 上 有 关 ; 目前 我 们 没有 理由 假设 对 于 & 的 一 个 值 可 以 允许 的 s 的 值 对 另 一 
个 的 值 也 是 可 以 允许 的 < 的 值 . 我 们 将 把 这 样 一 个 与 5 相关 联 的 区 间 称 为 的 
一 个 5- 区 间 . 
如 果 & = a, 那么 我 们 可 以 确定 一 个 区 间 (a,a + sj, 如 此 下 去 可 以 确定 无 穷 多 
个 这 样 的 区 间 , 它们 都 有 同样 的 性 质 . 我们 把 这 些 区 间 称 为 a 的 5- 区 间 , 类 似 地 
可 以 定义 5b 的 6- 区间. 
现在 考虑 (a,b) 中 所 有 点 的 56- 区 间 所 构成 的 区 间 集 合 I， 显然 , 这 个 集合 满 
足 Heine-Borel 定理 的 条 件 ; 区 间 中 的 每 一 个 内 点 也 都 是 工 中 至 少 一 个 区 间 的 内 点 ， 
且 a 和 "是 至 少 一 个 这 样 的 区 间 的 端点 . 这 样 我 们 就 可 以 确定 一 个 集合 1, 它 由 了 
中 有 限 多 个 区 间 组 成 , 且 与 7 本身 具 有 同样 的 性 质 . 
Ey 组 成 7 的 诸 区 间 一 般 来 说 是 重合 的 ,， 如 图 31 
二 二 一 一 一 一 一 一 所 示 . 但 是 它们 的 端点 显然 将 (a,5) 分 成 为 有 限 个 
区 间 的 集合 1”, 其 中 每 一 个 区 间 都 包含 在 及 的 一 
个 区 间 之 中 , 且 在 每 一 个 区 间 中 $(z) 的 振幅 都 小 于 
6. 这 就 证 明了 定理 工 
定理 II 给 定 任何 正 数 6, 我 们 都 能 找到 一 个 数 由 使 得 如 果 按照 任何 方式 将 
区 间 (a,b) 分 成 长 度 小 于 7) 的 子 区 间 , 那么 gz) 在 每 个 小 区 间 上 的 振幅 都 将 小 于 
6. 


取 5 < 26, 并 像 在 定理 I 中 那样 构造 一 个 由 子 区 间 7 组 成 的 有 限 集合 , 在 每 
一 个 子 区 间 中 4(z) 的 振幅 都 小 于 5. 设 是 这 些 子 区 间 j 中 最 小 的 长 度 . 如 果 我 
们 现在 将 (a,5) 分 成 长 度 均 小 于 n 的 若干 个 部 分 , 那么 任何 这 样 一 个 部 分 都 必定 整 
个 地 处 于 至 多 两 个 相连 接 的 子 区 间 7 中 . 从 而 , 鉴于 第 104 节 的 (3) 可 知 , $(z) 在 
长 度 小 于 7) 的 诸 部 分 中 之 一 的 振幅 不 可 能 超过 %(z) 在 一 个 子 区 间 ; 中 最 大 振幅 
的 两 倍 , 于 是 它 小 于 26:, 所 以 小 于 65. 

这 个 定理 在 定 积分 的 理论 中 具有 基本 性 的 重要 意义 (第 7 章 ). 如 果 不 用 此 定 
理 或 者 类 似 的 定理 , 就 不 可 能 证 明 在 这 个 区 间 上 连续 的 函数 在 该 区 间 必 有 定 积分 存 
在 . 


108. 多 元 连续 函数 


连续 和 间断 的 概念 可 以 延 拓 到 多 元 函数 中 去 (第 2 章 第 31 节 以 及 其 后 诸 节 ). 
不 过 , 它们 对 于 这 种 函数 的 应 用 会 提出 比 我 们 在 本 章 里 考虑 过 的 更 为 复杂 和 更 加 困 
难 的 问题 . 对 我 们 来 说 , 在 这 里 对 这 些 问题 详尽 地 加 以 讨论 是 不 可 能 的 ; 但 是 随后 
需要 了 解 二 元 连续 函数 的 含义 是 什么 , 所 以 我 们 给 出 如 下 的 定义 . 它 是 第 99 节 中 
最 后 一 种 形式 的 定义 的 一 个 直接 的 推广 . 

两 个 变量 Fr 和 yy 的 函数 gz, 引 说 成 在 工 一 5: = 1 是 连续 的 , 如 果 给 定 
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一 个 任意 的 无 论 多 么 小 的 正 数 5, 都 能 选取 <(5), 使 得 当 0 < |z 一 引 < e(6) 以 及 
0<ly 一 川 < el(6) 时 有 
[9(z,9) 一 凡生 四 | < 6; 


这 也 就 是 说 , 如 果 我 们 画 一 个 各 边 与 坐标 轴 平 行 、 边 长 为 2e(5) 且 中 心 在 点 (和 9) 的 
正方 形 ， 那 么 blr,g) 在 其 内 部 或 者 边界 上 任意 一 点 处 的 值 与 (8,) 的 差 都 
小 于 69. 

当然 , 此 定义 预先 假定 了 4(z,y) 在 所 讨论 的 正方 形 的 所 有 点 都 有 定义 , 特别 
地 , 在 点 (5,m) 有 定义 . 表述 这 个 定义 的 另 一 个 方法 是 : dz,g) 在 z= 6,y 二 1) 连 
续 , 如 果 当 以 任意 的 方式 对 工 一 53 一 7 时 , 都 有 9(T,y) 一 9(&,7). 这 种 表述 显然 
更 加 简单 ; 但 是 它 包含 了 一 些 其 确切 含义 未 予以 解释 的 术语 , 而 这 些 术语 只 能 借助 
使 用 与 我 们 在 原来 的 表述 中 所 使 用 的 类 似 的 不 等 式 才能 给 予 解释 . 

容易 证 明 : 二 元 连续 函数 的 和 、 乘积 以 及 (一 般 来 说 ) 商 本 身 也 都 是 连续 的 . 对 
于 变量 的 所 有 的 值 , 两 个 变量 的 多 项 式 是 连续 的 , 且 在 通常 的 分 析 中 出 现 的 zx 和 vy 
的 常用 的 函数 一 般 来 说 都 是 连续 的 , 也 就 是 说 , 除了 由 特殊 的 关系 式 所 连接 的 > 和 
y 的 数值 对 之 外 , 这 样 的 函数 一 般 都 是 连续 的 . 

读者 应 该 仔细 注意 : 论 及 5(z,y) 关于 两 个 变量 x 和 y 的 连续 性 与 分 别 考虑 它 关于 每 一 
个 变量 的 连续 性 , 其 内 涵 要 多 得 多 ， 显 然 , 如 果 dz,y) 关于 z 和 y 连续 , 那么 当 对 另 一 个 变 
量 y( 或 者 z) 指定 任何 一 个 固定 的 值 时 , $(z,y) 关于 z( 或 者 y) 是 连续 的 . 但 是 其 逆 不 成 立 . 
例如 , 假设 当 = 和 y 均 不 为 零 时 , 有 


9(z,Y) = Es 


而 当 z 或 者 y 为 零 时 , d(z,y) = 0、 那么, 如果 y 取 任 意 一 个 固定 的 值 (0 或 者 非 零 的 值 )， 
9(z,y) 都 是 z 的 连续 函数 , 特别 地 , 它 在 r = 0 是 连续 的 ; 因为 当 z = 0 时 其 值 为 零 , 而 当 
z 一 0 时 其 极限 为 零 ,同样 的 方法 可 以 证 明 : $(z,y) 是 y 的 连续 函数 . 但 是 在 zx = 0,y = 0 
处 , $(z,y) 不 是 zx 和 vy 的 连续 函数 . 当 z = 0,y = 0 时 , B(x,y) 的 值 为 零 ; 但 是 如 果 z 和 
沿 直线 y = az 趋向 零 , 那么 就 有 

2a 
1 十 a2” 
它 可 以 取 到 -1 和 1 之 间 的 任何 一 个 值 . 
109. 隐 函 数 


在 第 2 章 里 , 我 们 已 经 接触 到 了 隐 函 数 (implicit function) 的 思想 . 例如 , 如 果 
2 和 y 由 关系 式 


(zy) = lim (ny) = Tz, 


-zy-y—-z=0 (1) 
@ 读者 应 该 画 一 个 图 来 描述 这 个 定义 . 
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联系 在 一 起 , 那么 y 就 是 z 的 一 个 “ 隐 函 数 ”. 

但 是 , 像 这 样 的 一 个 方程 的 确 能 定义 y 是 z 的 一 个 函数 远 不 是 那么 明显 . 在 第 
2 章 里 我 们 满足 于 将 它 视 为 理所当然 的 结论 . 现在 我 们 有 能 力 来 研究 那 时 所 做 的 这 
个 假设 是 否 合理 . 

我 们 将 会 发 现下 面 的 术语 是 有 用 的 . 假设 像 在 第 108 节 中 那样 ,有 可 能 用 一 个 
正方 形 包围 一 点 (a,b), 使 得 在 整个 正方 形 上 满足 某 种 条 件 . 我 们 就 把 这 样 一 个 正方 
形 称 为 (a,b) 的 一 个 邻 域 , 并 说 成 所 讨论 的 条 件 在 (a,5) 的 邻 域 , 或 者 说 邻近 (a,b) 
时 是 满足 的 , 这 样 说 的 含义 简单 说 就 是 : 可 能 找到 某 个 正方 形 , 在 整个 正方 形 上 该 
条 件 满足 . 显然 , 当 我 们 在 处 理 单个 变量 的 时 候 , 可 以 使 用 类 似 的 语言 , 不 过 此 时 需 
用 直线 上 的 一 个 区 间 来 取代 这 里 的 正方 形 . 

定理 ”如 果 (i)jf(z,y) 在 (a,b) 的 邻 域内 是 Z 和 3 的 一 个 连续 函数 ; 

(ii) f(a,b) =0; 

(ii) 对 a 的 邻 域内 所 有 z 的 值 , f(T,y) 是 2 的 递增 函数 ( 在 第 95 节 的 严格 意 
义 下 )， 

那么 (1) 存在 一 个 唯一 的 函数 y = 9(z)， 当 将 它 代入 方程 f(z,y) = 0 时 ， 
f(z,9$(z)) =0 对 于 a 的 邻 域 内 所 有 z 的 值 都 同样 满足 . 

(2) %(z) 对 于 a 的 邻 域 内 所 有 z 的 值 都 是 连续 的 . 


在 图 32 中 , 该 正方 形 表示 (o, 吃 的 一 个 “ 邻 域 "， 


区 在 整个 正方 形 中 条 件 (i) 和 (ii) 都 是 满足 的 , 而 P 是 
| 点 (a,5b). 如 果 我 们 如 在 图 32 中 那样 取 Q 和 RR, 则 由 
人 ii) 推出 : f(z,y) 在 @ 是 正 的 , 而 在 R 是 负 的 . 若是 

如 此 , 由 于 f(z,y) 在 @ 以 及 在 R 是 连续 的 , 我 们 可 


以 画 出 与 OX 平行 的 直线 QQ' 和 RR', 从 而 R'Q' 与 

图 32 OY 平行 , 而 f(z,y) 在 QQ@' 上 的 所 有 点 都 是 正 的 , 而 

在 RR' 上 的 所 有 点 都 是 负 的 . 特别 地 , f(z,y) 在 Q' 是 

正 的 , 而 在 尽 是 负 的 , 这 样 一 来 , 鉴于 (ii) 以 及 第 101 节 , f(zx,y) 就 在 RQ' 上 的 

一 点 P' 一 次 而 且 仅仅 一 次 取 值 为 零 . 同样 的 构造 在 RQ 与 R'Q' 之 间 的 每 一 个 纵 

坐标 上 都 给 出 唯一 的 一 点 , 且 在 该 点 有 f(z,y) = 0. 此 外 显然 , 同样 的 构造 可 以 转 
移 到 RQ 的 左边 . 像 已 这 样 的 点 的 集合 就 给 出 所 要 求 的 函数 y = dtz) 的 图 形 . 

接 下 来 要 证 明 %(z) 是 连续 的 . 利用 当 z 一 a 时 %(z) 的 “不 定 元 的 极限 " 的 

思想 (第 96 节 ), 此 证 明 可 以 最 直接 地 加 以 实现 . 假设 z a, 并 设 入 和 4 是 当 

Zz 一 a 时 gz) 的 不 定 元 的 极限 . 显然 , 点 (a, 和) 和 (a, 4) 在 8B 上 . 此 外 , 我 们 可 

以 找到 一 列 z 的 值 , 当 z 取 这 列 数 趋向 a 时 有 g(x) 一 和; 又 由 于 f{z,$(z)} = 0， 
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且 f(z,y) 是 > 和 2? 的 连续 函数 , 故而 我 们 有 
fla,A)=0. 


从 而 入 = 及 类 似 地 有 4 = b. 于 是 当 z 一 a 时 9(z) 趋向 极限 b, 所 以 8(z) 在 z=a 
连续 . 显然 , 我 们 可 以 用 完全 一 样 的 方法 证 明 $(z) 在 a 的 邻 域内 的 任何 一 个 > 的 
值 都 是 连续 的 . _ 
显然 , 如 果 在 条 件 (得 ) 中 将 “增加 ” 改 成 “减少 ”, 则 定理 的 正确 性 不 受 影响 . 
作为 一 个 例子 , 我 们 来 考虑 方程 (1), 取 a = 0, = 0. 显然 条 件 (i) 和 ( ii) 是 满 
足 的 . 此 外 , 当 z,y 以 及 yy 充分 小 时 ， 
2 /2 


fo Fr) = ty +t ty + £1) 
有 与 y 一 多 相反 的 符号 . 于 是 条 件 (iii)( 用 “减少 ”代替 “增加 ”) 是 满足 的 , 由 此 推 
出 : 有 且 仅 有 一 个 连续 函数 y, 它 同样 满足 方程 ( 1) 且 与 z 同时 取 值 零 . 
如 果 方 程 是 
-zy—-y—z=0, 
也 可 以 得 出 同样 的 结论 . 在 这 一 情形 , 所 讨论 的 函数 是 
y= 3 二 z 一 V(I+6z 十 z2)}， 


其 中 的 平方 根 是 正 的 . 平方 根 的 符号 改变 所 得 到 的 第 二 个 根 不 满足 与 x 一 起 取 值 
零 这 一 条 件 . 

证 明 中 有 一 点 读者 应 该 仔细 注意 . 我 们 假设 了 : 定理 的 前 提 “ 在 (a,5b) 的 邻 域 中 ”是 满足 
的 , 这 就 是 说 在 某 个 正方 形 《一 e < 工 < &+e,n 一 e < y < n+e 中 是 满足 的 . 结论 “在 z=a 
的 邻 域 中 ”成 立 , 就 是 说 结论 在 某 个 区 间 上 一 sl < z 和 + esi 中 成 立 . 至 于 结论 中 的 el 是 否 
就 是 假设 中 的 <, 这 没有 什么 要 证 明 的 , 的 确 , 一 般 来 说 此 结论 并 不 成 立 . 


110. 反 函 数 


特别 地 , 假设 f(z,y) 形 如 F(y) 一 z. 这 样 我 们 就 得 到 下 面 的 定理 . 

如 果 F(y) 是 2 的 一 个 函数 , 它 在 Y = 的 邻 域 中 连续 且 在 第 95 节 的 严格 意 
义 下 是 递增 ( 或 者 递减 ) 的 , 且 FF(b) = 0 那么 存在 唯一 一 个 连续 函数 y 二 $(Z), 它 
当 工 二 a 时 的 值 等 于 b, 且 在 z=a 的 邻 域内 同样 满足 方程 F(y) = 

这 样 定义 的 函数 称 为 F(y) 的 一 个 反 函数 (inverse function). 

例如 , 假设 中 = z, a = 0, b = 0.， 则 定理 所 有 的 条 件 者 满足， 其 反 函 数 是 
T= 

如 果 我 们 假设 y? = z, 那么 定理 的 条 件 并 没有 被 满足 , 因为 y 在 包含 y=0 的 
任何 区 间 都 不 是 y 的 递增 函数 : 当 y 是 负数 时 它 减 少 , 而 当 y 是 正 数 时 它 增加 . 在 
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这 种 情形 , 定理 的 结论 并 不 成 立 , 因为 y = z 定义 了 zx 的 两 个 函数 , 也 就 是 y = Vz 
和 y= 一 Vz, 它们 两 者 当 z = 0 时 都 变 为 零 , 且 每 一 个 函数 都 仅 对 正 的 > 的 值 有 定 
义 ,所 以 该 方程 有 时 有 两 个 解 , 有 时 又 没有 解 . 读者 可 以 用 同样 的 方法 考虑 更 一 般 
的 方程 


另 一 个 有 意思 的 例子 由 方程 


WW-y-z=0 


给 出 , 此 方程 已 经 在 例 XIV 第 (7) 题 中 考虑 过 了 . 
类 似 地 , 方程 


siny= 7 


恰 有 一 个 解 与 x 一 起 取 值 为 0, 也 即 arcsinz 的 值 与 x 一 起 取 值 0. 当然 此 方程 有 
无 穷 多 个 解 , 这 些 解 由 arcsinz 的 其 他 的 值 给 出 ( 参见 例 XV 第 (10) 题 ), 这 些 解 
并 不 满足 这 个 条 件 . 

到 目前 为 止 , 我 们 只 考虑 了 在 z 的 一 个 特殊 值 的 邻 域内 发 生 了 什么 . 现在 我 们 
假设 F(y) 在 整个 区 间 (a,b) 中 是 正 的 且 递 增 (或 者 递减 ). 给 定 (a,5) 中 任意 一 个 
点 6 我 们 都 能 确定 包含 上 的 一 个 区 间 i 和 在 整个 区 间 i 上 有 定义 的 一 个 唯一 的 连 
续 反 函数 i(7z). 

根据 Heine-Borel 定理 , 从 区 间 i 的 集合 了 出 发 , 我 们 可 以 取出 一 个 覆盖 住 束 
个 区 间 (a,b) 的 有 限 子 集 , 且 显然, 与 这 样 选取 的 区 间 i 作成 的 子 集 相对 应 的 函数 
i(z) 组 成 的 有 限 集合 合 起 来 就 定义 了 在 整个 (a,5) 上 连续 的 唯一 的 反 函 数 dfz). 

这 样 我 们 就 得 到 了 定理 : 如 果 z = F(y), 其 中 F(y) 是 连续 和 递增 的 , 且 当 了 
从 4 增加 到 b 时 , 该 函数 严格 地 从 4 增加 到 B, 那么 有 一 个 唯一 的 反 函 数 Y= gz) 
存在 , 它 是 连续 、 递 增 的 , 且 当 T 从 4 增加 到 B 时 , 该 函数 严格 地 从 a 增加 到 上 b. 

现在 值得 花 点 时 间 来 指出 : 不 借用 第 109 节 中 更 为 困难 的 定理 , 可 以 怎样 直接 
得 到 这 个 定理 . 假设 4 < 5 < B, 并 考虑 满足 下 述 诸 条 件 的 y 的 值 组 成 的 类 : (i) 
4 <y<5b 以 及 (i) F(y) < &, 此 类 有 一 个 上 界 n, 且 显然 F(m) < &. 如 果 FP(n) 小 
于 &, 我 们 就 能 求 得 y 的 一 个 值 , 使 得 y > 7 以 及 FF(y) < &, 所 以 7 就 不 是 我 们 
所 考虑 的 这 个 类 的 上 界 . 从 而 F(n) = &. 这 样 一 来 , 方程 F(y) = & 就 有 唯一 的 解 
y= 二 9(&), 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 显然 7 随 着 ¢ 一 起 连续 地 递增 , 这 就 证 明了 
定理 . 
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第 5 章 杂 例 
1. 证 明 : 一 般 地 有 
az™+br 1 十 … 十 大 有 
tt 


其 中 a=a/4, B= (5b4 一 aB)/42, 而 是 当 z 很 大 时 的 一 阶 小 量 . 指出 任何 例外 
的 情形 . 
2. 确定 a,8 和 7, 使 得 


azr2 十 bz 十 c 有 ,7 
Se a Wa 
BtO ttt 


其 中 是 当 z 很 大 时 的 一 阶 小 量 . 指出 任何 例外 的 情形 . 

3. 证 明 : 如 果 P(x) 是 多 项 式 az" + bz"! 十 … 十 k, 它 的 第 一 个 系数 a 是 正 
的 , 那么 P(z 十 h) 一 P(z) 和 Plz+2h) 一 2P(z+ 门 +P(z) 从 z 的 某 个 值 开始 往 后 
都 是 递增 的 . 

4. 证 明 : 当 z 一 oo 时 


Plz+h)— Plz) ~ nhar™!, P(r+2h)—2P(r+h)+P(r) ~ nm 一 1)hzazn-2， 
5. 证 明 
Jim VA{VETO VE} = $e 
[利用 公式 Vz 二 a) 一 Vz=a/{ Vz+a)+ Vz}.] 
6. 证 明 VE 二 可 = V5+ ar-3(L + 中 其 中 四 当 z 很 大 时 是 一 阶 小 量 


7. 求 a 和 6 的 值 , 使 得 Vlar? 十 2bz 十 c) 一 az 一 BP 当 z 一 oo0 时 有 极限 0; 并 
证 明 
limz{V(ar? +2br+o)—ar—p}= (ac 一 b2)/2aVa. 
8. 计算 dim xz3{V le? + V(rt+1)]— zrv2}. 
9. 证 明 : 当 z 一 并 时 有 secz 一 tanz 一 0. 


10. 证 明 : 当 z 很 小 时 , $(z) = 1 一 cos(1 一 cosz) 是 四 阶 小 量 ; 并 求 wz)/z4 当 
Zz 一 0 时 的 极限 . 

11. 证 明 : 当 z 很 小 时 , $(z) = zsin(sinz) - sin2z 是 六 阶 小 量 ; 并 求 wz)/zs 
当 z 一 0 时 的 极限 . 
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12. 从 一 个 圆 的 一 条 半径 O4 上 位 于 该 圆 外 部 的 一 点 P 作 圆 的 切线 PT, 与 贺 
相 切 于 了 T, 作 TN 与 O4 垂直 . 证 明 : 当 PP 点 趋向 4 时 , 有 N4/4P 一 1. 

13. 在 圆 弧 的 中 点 以 及 端点 作 圆 的 切线 ; 4 是 该 圆 弧 的 弦 与 经 过 弧 的 两 端点 的 
切线 所 构成 的 三 角形 的 面积 , 而 4' 则 是 由 这 三 条 切线 所 构成 的 三 角形 的 面积 . 证 
明 : 当 弧 的 长 度 趋向 零 时 , 有 4/4' 一 4. 

14. 对 a 的 什么 样 的 值 , 当 z 一 0 时 {a 十 sin(1/z)}/z 趋向 (1)co, (2)-oo? [如 
果 a > 1 则 趋向 oo, 如 果 a < -1, 则 趋向 -oo: 其 他 情形 该 函数 振荡 . ] 

15. 如 果 当 x = p/gq 时 有 dz) = 1/g, 而 当 z 为 无 理 数 时 有 d(z) = 0, 那么 
gz) 对 z 的 所 有 无 理 数值 是 连续 的 , 而 对 z 的 所 有 有 理 数 值 是 间断 的 . 

16. 证 明 : 图 形 画 在 图 30 中 的 函数 可 以 用 下 面 公式 中 的 任意 一 个 表示 


1-z+[z]—[1—z, 1-z— lim (cos2"t! nz). 


ee 证 明 : 当 z = 0 时 取 值 为 0， 当 0 < < 当时 取 值 为 二 当 z= 也 时 取 
值 为 上 二 当 汪 < = < 1 时 取信 为 3 当 必 二 1 时 取 全 为 1 的 汪 数 da) eho 


增加 到 1 时 取 0 与 1 之 间 的 每 一 个 值 一 次 且 仅仅 一 次 ， 但 是 在 z=0,2 = 了 5 以 及 
Zz 三 1 时 是 间断 的 . 再 证 明 该 函数 可 以 用 公式 


3 -z+ 3 40 -2 
来 表示 . 

18. 设 当 z 是 有 理 数 时 有 d(z) = z, 而 当 z 是 无 理 数 时 有 dz) = 1 一 zx. 证 明 : 
当 z 也 0 增加 到 1 时 , $(z) 取 0 与 1 之 间 的 每 个 值 一 次 且 仅 仅 一 全 但 是 它 除了 


z=5 3 之 外 ， 对 其 他 每 个 z 的 值 都 是 间断 的 . 


全 证 明 : 在 (a,b) 中 每 个 点 都 增加 的 函数 在 (a,5) 中 也 是 增加 的 函数 . 

证 明 : 在 (a,b) 中 每 个 点 的 “右边 增加 ”的 函数 不 一 定 也 是 在 (a,b) 中 增加 的 
函数 , 但 是 如 果 它 还 是 连续 的 , 则 此 结论 正确 . (Math.Trip.1926) 

当 (i) 对 于 z 右边 的 某 个 区 间 中 所 有 的 点 z' 都 有 dz') > p(z) 且 (i) 对 于 “ 
左边 的 某 个 区 间 中 所 有 的 点 r' 都 有 dz') < %(z) 成 立时 , 我 们 就 说 “p(z) 在 zx 是 
增加 的 ”. 当 只 有 Gi) 给 出 时 , 我 们 就 称 6(z) 是 “在 右边 增加 的 ”. 

需要 证 明 : 如 果 a < zi < za < b, 则 有 6(z2) > b(z1). 我 们 将 (za,b) 中 的 点 & 
分 成 两 个 类 工 和 RR, 如 果 对 (zi,6) 中 所 有 点 z' 都 有 dz') > 9(z1), 那么 & 就 属于 
工 , 而 在 相反 的 情形 , 就 属于 R, 并 用 6 记 与 这 个 分 割 对 应 的 数 . 如 果 6 = b( 也 就 
是 如 果 RR 不 存在 ), 那 就 得 出 了 结论 . 
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如 果 8 < 且 8(B) > 9(z1), 那么 根据 (i), 我 们 可 以 找到 6 右边 的 一 个 区 间 ， 
在 该 区 间 中 有 $(z) > (8) > 8(z1), 而 这 与 8 的 定义 矛盾 . 于 是 , 如 果 6 < b, 就 有 
p(B) < 9(z1). 到 目前 为 止 我 们 仅仅 用 到 了 (i). 

如 果 (区 也 为 真 , 则 在 8 的 左边 存在 点 , 使 有 dz) < 4(6) < 9(z1) 成 立 , 这 再 
次 与 6 的 定义 矛盾 . 故 正如 所 要 求 的 那样 有 6 = 6b. 入 关公 的 加 和 作 ,但 $(z) 
是 连续 的 , 则 可 以 得 出 同样 的 结论 ; 因为 那 时 对 有 左边 充分 接近 6 的 z 的 值 有 
$7) < $21). 

例子 a=0,b6=2, 对 0<z<1 有 f(z)=z, 对 1<z<s2 有 f(z)=z-1 表 
明 ， eRe (iD 得 出 . 


20. 当 z 由 -入 增加 到 3 时 , y = sinz 是 连续 的 , 且 在 严格 意义 下 从 -1 递 


增 到 1. 证 明 存 在 一 个 函数 z = arcsiny, 它 是 y 的 连续 函数 , 且 从 y = 一 1 递增 到 
y=1. 
21. 证 明 : arctany 的 绝对 值 之 最 小 值 ” 对 y 所 有 的 值 都 是 连续 的 , 且 当 y 取 
遍 所 有 实数 值 时 , 它 由 -3 递增 到 3 
22. 检验 方程 
r+y+P(z,y)=0 


是 否定 义 唯一 一 个 在 zx = 0 取 值 为 0 且 在 x = 0 的 邻 域内 连续 的 函数 , 其 中 P(x,y) 
是 一 个 不 包含 次 数 小 于 2 的 项 的 多 项 式 . (Math.Trip.1936) 
23. 按照 第 109~110 节 的 思路 讨论 诸 方 程 


-yz=0, yy -R=0, y -+r =0 


在 z=0,y=0 的 邻 域 内 的 解 . 
24. 如 果 az2 十 2bry 二 cy? 十 2dr 十 2ey = 二 0 且 人 =2bde 一 ae? 一 cd?, 那么 y 的 
一 个 值 由 y = az + Bz? + ?yz3 + O(z4) 给 出 , 其 中 


a=-d/e, B=A/2e6, 7= (cd be)A/2e5. 
[如 果 y 一 az = 小 那么 , 就 有 
—2en = az2 + 2bz(n + or) + c(n + az)? = Az? + 2Bzn 十 Co2， 


人 @@ 这 个 定义 指 的 是 现代 中 国 数学 教科 书 中 所 定义 的 反正 切 的 主 值 这 个 单 值 函数 ， 注意 : 国外 数 
学 教材 中 反正 切 的 主 值 的 定义 范围 与 中 国 数学 教材 中 的 定义 范围 有 时 可 能 不 同 , 但 在 著名 数学 网 站 
www.mathworld.wolfram.com 中 反正 切 的 主 值 范围 与 中 国教 材 相 一 致 ， 都 取 为 (-" 3"): 

一 一 译 者 注 
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这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 显然 , 7 是 二 阶 小 量 , z7 是 三 阶 小 量 , 而 六 是 四 阶 小 
量 ; 且 -2en = 4z2 - (4B/e)zs, 而 误差 项 是 四 阶 小 量 . ] 
25. 如 果 z = ay 十 by? + cya, 那么 y 的 一 个 值 由 


=ar+przz 二 Tz3 二 O(z4) 


给 出 , 其 中 ac= 1/a,B = 一 b/a3,7y = (2 好 一 ac)/a5. 
26. 如 果 z= ay + by", 这 里 n 是 一 个 大 于 1 的 整数 , 那么 y 的 一 个 值 由 


=az 十 Br 二 Tz2mn 十 O(zan-2) 


给 出 , 其 中 a = 1/a,B8 = -Wan+l,7 = mb2/a2n+1. 

27. 证 明 : 方程 zy = sinz 的 最 小 正 根 是 y 在 整个 区 间 (0,1) 上 的 连续 函数 ， 
且 当 y 从 0 增加 到 1 时 , 该 函数 从 r 递减 到 0. [该 函数 是 (sinz)/z 的 反 函 数 : 利 
用 第 110 节 . ] 

28. zy = tanz 的 最 小 正 根 是 y 的 在 整个 区 间 (1, co) 上 的 连续 函数 , 且 当 y 从 
1 增加 到 oo 时 , 该 函数 从 0 递增 到 3 

29. 一 个 函数 $(z) 说 成 是 在 z 为 上 半 连 续 的 (upper semi-continuous), 如 果 对 
每 个 正 数 5 以 及 包围 z 的 一 个 区 间 ( 它 依赖 于 xz 和 5) 中 所 有 的 xz' 都 有 - 


gz) < gz) 十 人 


证 明 : 一 个 在 (a,b) 上 所 有 点 都 是 上 半 连 续 的 函数 有 一 个 上 界 , 此 上 界 可 以 在 
(a,b) 中 取 到 . (Math.Trip.1924) 

[为 证 明 上 界 M 的 存在 性 , 在 第 103 节 的 定理 1 的 证 明 中 用 “有 上 界 的 * 来 代 
替 “ 有 界 的 ", 为 了 证 明 %(z) 能 取 到 值 M, 在 第 105 节 的 论证 中 作 相应 的 改变 . 我 
们 发 现 , 在 接近 8 处 , $(z) 取 到 任意 接近 M 的 值 , 然而 , 如 果 dB) < M 且 5 充分 
小 , 这 将 与 不 等 式 g(z) < 4(B) + 6 产生 矛盾 . 

类 似 地 , 我 们 可 以 用 不 等 式 


$7') > gz) 一 5 


来 定义 下 半 连 续 性 ( lower semi-continuity). 下 半 连 续 函 数 有 一 个 可 以 取 到 的 下 界 . 
既是 上 半 连 续 、 又 是 下 半 连 续 的 函数 是 连续 函数 . ] 
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111. 导数 或 者 微分 系数 


我 们 转向 研究 与 曲线 的 概念 自然 相关 的 性 质 . 如 同 在 第 5 章 里 看 到 的 , 第 一 个 
也 是 最 明显 的 性 质 是 赋予 曲线 连通 的 外 表 的 性 质 以 及 关于 连续 函数 的 定义 中 所 区 
含 的 那些 性 质 . 

像 直线 、 圆 以 及 圆锥 曲线 这 样 在 初等 几何 中 出 现 的 通常 的 曲线 要 比 单独 由 连 
续 性 所 蕴含 的 性 质 有 远 远 多 得 多 的 “规律 性 ”. 特别 地 , 它们 在 每 一 点 有 一 个 确定 的 
方向 ; 在 曲线 的 每 一 点 有 一 条 切线 (tangent). 在 初等 儿 何 中 , 曲线 在 点 P 的 切线 定 
义 为 “ 当 Q 移动 趋向 与 P 重合 时 , 弦 PQ 的 极限 位 置 ` 让 我 们 来 考虑 在 这 样 一 个 
极限 位 置 的 存在 性 的 假设 中 列 含 着 什么 . 

在 图 中 (图 33), P 是 曲线 y = %(z) 上 一 个 固定 的 点 , 而 Q 是 一 个 变动 的 
点 ; PM,QN 与 OY 平行 , 而 PR 与 OX 平行 . 我 们 用 z,y 来 记 P 的 坐标 , 而 用 
Zz 二 hy+ 忆 来 记 @ 的 坐标 : h 是 正 的 还 是 负 的 , 要 根据 N 在 M 的 右边 还 是 左边 
而 定 . 


图 33 


我 们 已 经 假设 曲线 在 P 点 有 一 条 切线 , 或 者 说 弦 PQ 有 一 个 确定 的 “极限 位 
置 ， 假设 在 P 点 的 切线 PT 与 OX 的 交角 为 . 那么 , 说 “PT 是 PQ 的 极限 位 
置 等 价 于 说 “ 当 @ 沿 着 曲线 无 论 从 哪 一 边 趋向 P 时 , 角 QPR 的 极限 都 是 W， 
我 们 现在 要 来 区 分 两 种 情形 : 一 种 一 般 的 情形 和 一 种 例外 的 情形 . 

一 般 的 情形 就 是 在 其 中 v 不 等 于 x, 所 以 PT 不 与 OY 平行. 在 这 种 情形 , 
RPQ 趋向 极限 y, 且 

RQ/PR= tan RPQ 


趋向 极限 tan. 现在 有 
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RO NOQ-MP wz+ 闪 一 gz) 
PR MN h 


所 以 
ln Plz+ a — (7) 

读者 应 该 仔细 地 注意 : 在 所 有 这 些 方程 中 , 所 有 的 长 度 都 被 看 成 受到 本 身 符号 
的 影响 , 比方 说 , 当 8 在 P 的 左边 时 ，RQ 是 负 的 ; 而 收敛 于 极限 不 受 h 符号 的 影 
响 . 

于 是 , 假设 “%(z) 的 图 形 所 对 应 的 曲线 在 已 有 不 与 z 轴 垂 直 的 切线 ”就 草 含 
“ 当 甩 趋向 零 时 , {9(Z 十) 一 9(T)}/h 趋向 一 个 极限 ”. 

当然 , 这 蕴含 了 : 当 h 仅 取 正 值 趋向 零 时 ， 

{9(z+h)— Gz/h {bz —h)— Gz)}/(-h) 

两 者 都 趋向 极限 , 且 这 两 个 极限 相等 . 如 果 这 些 极限 存在 但 不 相等 , 那么 该 曲线 在 
所 考虑 的 特殊 的 点 处 有 一 个 角度 , 如 在 图 34 中 所 示 . 

现在 让 我 们 假设 曲线 ( 像 圆 和 椭圆 那样 ) 在 它 的 每 一 点 处 都 有 切线 , 或 者 , 至 少 
在 曲线 上 与 z 的 某 个 变化 范围 相对 应 的 长 度 的 每 个 部 分 缘 是 如 此 . 进一步 假设 这 
一 切线 永远 不 与 x 轴 垂 直 : 当 曲 线 是 一 个 圆 时 , 这 就 将 我 们 限制 在 一 个 小 于 半圆 周 
的 弧 上 . 此 时 , (1) 对 于 落 在 这 个 范围 内 的 所 有 z 的 值 都 为 真 . 对 每 个 这 样 的 x 的 
值 都 有 一 个 tany% 的 值 与 之 对 应 ; tan 是 z 的 一 个 函数 , 在 所 考虑 的 取 值 范围 内 它 
对 所 有 zx 的 值 都 有 定义 . 我 们 将 把 此 函数 称 为 jz) 的 导数 (derivative), 并 记 之 为 

只 (7). 

9(z) 的 导数 的 另 一 个 名 字 是 %(z) 的 微分 系数 (differential coefficient); 从 p(z) 计算 
W(x) 的 运算 通常 称 为 微分 法 (differentiation)， 这 个 术语 是 由 于 历史 的 原因 而 确立 
起 来 的 , 见 第 116 节 . 

在 进一步 考虑 上 面 提 到 的 w = 3 这 一 特殊 情形 之 前 , 我 们 要 用 某 些 一 般 性 的 
注解 以 及 特殊 的 例子 来 对 定义 加 以 说 明 . 
112. 某 些 一 般 性 的 注解 

(1) 导 函 数 9 (z) 在 区 间 a < z < b 上 对 所 有 z 的 值 的 存在 性 蕴含 4 (z) 在 这 个 
区 间 的 每 个 点 都 连续 . 因为 显然 , 除非 m9 (z +h) = 9(z), 否则 {6 (z +h) 一 (2)} 
/4 不 可 能 趋向 一 个 极限 , 而 这 正 是 连续 性 所 表述 的 性 质 . 

(2) 自然 要 问 : 其 逆 是 否 成 立 ? 也 即 : 是 否 每 条 连续 的 曲线 在 每 一 点 都 有 确定 的 
切线 ? 是 否 每 一 个 函数 在 使 得 它 为 连续 的 每 一 个 z 的 值 都 有 微分 系数 "? 回答 显然 


@@ 我 们 不 考虑 曲线 有 与 O ”垂直 的 切线 这 一 例外 的 情形 (对 此 情形 我 们 仍 需 要 作 检 查 ): 除了 这 种 可 
能 性 之 外 , 问题 的 两 种 形式 是 等 价 的 . 


= tanyw. (1) 
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是 否定 的 : 只 需要 考虑 由 相交 形成 一 个 角度 的 两 条 直线 就 够 了 (图 34). 读者 立即 
可 以 看 出 , 在 这 种 情形 当 h 取 正 的 值 趋向 零 时 {6 (z 十 h) -%(z)} /有 极限 tan 8， 
而 当 h 取 负 的 值 趋向 零 时 {6 (z+ 及 一 8(z)} /h 有 极限 tan a 

当然 , 这 种 情形 可 以 合理 地 说 成 曲线 在 一 个 点 有 两 个 
方向 . 但 是 下 面 的 例子 (尽管 它 更 困难 一 些 ) 表明 , 有 这 样 
的 情形 存在 : 一 条 连续 曲线 在 它 的 一 个 点 处 不 能 说 有 一 
个 方向 或 者 是 有 几 个 方向 . 画 出 函数 zsin (1/z) 的 图 (第 
2 章 第 28 节 图 14)， 该 函数 在 z = 0 没有 定义 , 所 以 在 
Zz 二 0 为 间断 . 另 一 方面 , 由 方程 


g(z) =Tsin(l/z)(z 关 0)，%(z)=0z=0) 


定义 的 函数 在 zx = 0 是 连续 的 ( 例 XXXVII 第 (14), (15) 题 ), 且 这 个 函数 的 图 
形 是 一 条 连续 的 曲线 . 

但 是 $(z) 在 z=0 并 没有 导数 . 因为 根据 定义 , 导数 应 该 是 lim {9 (h) -5 (0)} 
/h, 也 就 是 limsin (1/h), 而 这 样 的 极限 不 存在 . 

已 经 有 人 指出 : 一 个 z 的 连续 函数 有 可 能 在 z 的 任意 一 个 值 都 没有 导数 , 但 是 
此 结论 的 证 明 要 困难 得 多 . 对 此 问题 感 兴趣 的 读者 可 以 参看 Bromwich 所 著 Infinite 
series 一 书 (第 1 版 ) 第 490~491 页 , 或 者 参看 Hobson 所 著 Theory of functions of 
a real variable 一 书 (第 2 版 ) 第 2 卷 第 411~412 页 . 

(3) 导数 或 者 微分 系数 的 概念 是 由 几何 问题 的 考虑 启发 我 们 产生 的 . 但 是 这 个 
概念 本 身 并 没有 任何 几何 的 内 涵 . 一 个 函数 %(z) 的 导数  (z) 可 以 不 用 %(z) 的 
任何 一 种 几何 表示 , 而 只 用 方程 

水 人 一 $ (z+ 9 —$(z) 
来 加 以 定义 ; 对 于 z 的 任何 特殊 值 , $ (z) 有 没有 导数 则 根据 这 个 极限 存在 还 是 不 
存在 来 确定 . 曲线 的 几何 性 仅仅 是 数学 众多 部 分 中 的 一 个 分 支 , 在 这 个 分 支 中 导数 
的 思想 有 它 的 用 武之 地 . 

另外 一 个 重要 的 应 用 是 在 动力 学 中 . 假设 一 个 粒子 在 一 条 直线 上 以 这 样 一 种 方式 运动 : 在 
时 刻 t 它 离 直线 上 一 个 固定 点 的 距离 是 p(t). 那么 根据 定义 “该 粒子 在 时 刻 t 时 的 速度 ”就 
由 hh 一 0 时 的 极限 

Bt+h)— 9(t) 
h 
给 出 . “速度 ”这 个 概念 也 仅仅 是 函数 的 导数 这 一 概念 的 一 个 特例 . 
例 XXXIX 
(1) 如 果 p(z) 是 一 个 常数 , 那么 内 (z) = 0. 用 几何 方法 解释 这 个 结果 . 
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(2) 如 果 %(z) = az 十 六 那么  (z) = a. (i) 用 正式 的 定义 证 明 这 个 结论 , (ii) 
用 几何 的 考虑 证 明 此 结论 . 

(3) 如 果 5 (z) = zm, 这 里 mm 是 一 个 正 整数 , 那么 内 (z) = mz™1. 

[因为 


， (z 十 内 “一 zm 
全 天 


(7)= 1 
= lim {me 十 am 十 … 十 mm} i 

读者 应 该 注意 到 , 此 方法 不 可 能 应 用 到 zz/e 的 情形 中 去 , 其 中 p/g 是 一 个 有 理 
分 数 , 这 是 因为 (z + 有” 不 可 能 表示 成 h 的 有 限 震 级 数 . 以 后 (第 119 节 ) 我 们 
要 证 明 这 个 例子 中 的 结果 对 于 m 的 所 有 有 理 数值 都 成 立 . 其 间 读 者 还 将 发 现 , 当 
m 取 某 种 特殊 的 分 数值 时 (例如 四 用 某 种 特殊 的 方法 来 计算 少 (z), 也 将 是 很 有 
教 益 的 . ] 

(4) 如 果 4(z) = sinz, 那么 内 (z) = cosz; 又 如 果 $(z) = cosz, 则 有 df (z) = 
一 sinZ. 


[例如 , 如 果 %(z) = sinz, 我 们 就 有 


2sin lh 
OP 


当 刀 -0 时 它 的 极限 是 cosz, 这 是 因为 lim cos 人 二 3») 二 cosz( 余 弦 函 数 是 连续 
函数 ), 而 lim { (ns1) / 妆 } 二 1( 例 XXXVI 第 (13) 题 ). ] 
(5) 曲线 y = 四 (z) 的 切线 和 法 线 方程 . 曲线 在 点 (zo,yo) 的 切线 是 经 过 (zo,yo) 
而 与 OX 作成 角 4 的 直线 , 这 里 tany = VW (zo)?. 于 是 其 方程 为 
y—W = (2— Zz0)¢ (zo0); 
而 法 线 (在 切 点 处 与 切线 垂直 的 直线 ) 方程 为 
(y— Yo) (zo0) +z— zo=0. 


我 们 已 经 假设 了 切线 不 与 y 轴 平 行 . 而 在 这 一 特殊 情形 , 显然 其 切线 和 法 线 分 别 是 
z=Zzo 和 y= yo. 

(6) 写 出 抛物 线 z? = 4ay 在 任意 一 点 的 切线 以 及 法 线 方程 . 证 明 : 如 果 zo = 
2a/m, yo = a/m?, 那么 它 在 (zo,y) 处 的 切线 是 rz = my 二 (a/mm). 


团 原 书 此 处 误 写 为 tany% = $ (zo) 了 . 一 一 译 者 注 
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113. 某 些 一 般 性 的 注解 ( 续 ) 

我 们 已 经 看 到 , 如 果 $ (z) 在 z 的 一 个 值 是 不 连续 的 , 那么 它 在 那个 值 不 可 能 
有 导数 . 

例如 像 1/z 或 者 sin (1/z) 这 样 的 函数 (它们 对 z = 0 都 没有 定义 , 所 以 在 z = 0 
必定 是 间断 的 . ) 在 z = 0 不 可 能 有 导数 . 或 者 再 看 函数 [z], 它 在 z 的 每 个 整数 值 
都 是 间断 的 , 从 而 它 在 任何 这 样 的 > 的 值 都 没有 导数 . 

例 

由 于 四 在 z 的 每 两 个 整数 值 之 间 是 常数 , 它 的 导数 如 果 存 在 , 其 值 为 零 . 于 
是 四 的 导数 (我 们 可 以 用 四 ' 来 表示 它 ) 在 除了 整数 值 之 外 的 所 有 的 值 都 取 值 为 
零 , 而 在 整数 值 没有 定义 . 有 趣 的 是 注意 函数 1 - < 恰好 也 有 同样 的 性 质 - 


Sin 区 


在 例 XXXVII 的 第 7 题 中 我 们 也 看 到 , 当 处 理 像 多 项 式 或 者 有 理 函数 或 者 三 
角 函 数 这 样 非常 简单 的 函数 时 , 最 经 常 出 现 的 间断 的 类 型 是 与 


由 (z) 一 十 co 


或 者 $(z) 一 -oo 这 种 类 型 的 关系 联系 在 一 起 的 . 在 所 有 这 些 情形 , 如 同 在 上 面 所 
考虑 过 的 那些 情形 一 样 , 对 某 种 特殊 类 型 的 z 的 值 不 存在 导数 . 

于 是 , 一 个 函数 由 (z) 的 所 有 间断 点 也 都 是 它 的 导数 gf (7) 的 间断 点 . 但 是 其 
逆 不 真 , 正如 我 们 容易 看 出 的 , 如 果 回 到 第 111 节 的 几何 观点 并 考虑 迄今 未 予 研究 
的 $(z) 的 图 有 一 条 与 OY 平行 的 切线 这 一 特殊 情形 . 这 一 情形 可 以 被 细 分 成 几 种 
情形 , 其 中 最 典型 的 情形 在 图 35 中 给 出 . 在 情形 (c) 和 (d) 中 , 函数 在 P 的 一 边 是 
双 值 的 , 而 在 另 一 边 没 有 定义 . 在 这 些 情形 , 我 们 可 以 将 %(z) 的 两 组 值 (它们 出 现 
在 PP 的 某 一 边 ) 定义 成 不 同 的 函数 由 (z) 和 pz (z), 该 曲线 的 上 面 那 部 分 与 内 (z) 


相对 应 . 
| Q Q 9 
此 上 PER RrAP 
g @ Q 9 


(a) (b) {9 他 
0 XxX 
图 35 
读者 很 容易 确信 , 在 (a) 中 当 h 一 0 时 有 


{$ (z+h)— 8(7)}/h = +o0, 
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在 (b) 中 有 
{6 (z+h) — 9(2)}/h— —o0; 


而 在 (c) 中 有 

{b1 (z+h)— pi(z)} /hm +o0, {92 (T+h)— po (7)} /ho 0, 
又 在 (d) 中 有 

{91 (z+h) -p(T)} /ho 00, {po (T+h)— po (7)}/h = +o0, 


当然 , 尽管 在 (c) 中 只 能 考虑 h 的 正 的 值 , 而 在 (d) 中 只 能 考虑 h 的 负 的 值 , 但 根 
据 这 个 事实 本 身 就 能 排除 导数 的 存在 性 . 
通过 考虑 由 方程 


(P= (DFP=-z, (FP=7 (dy =-r 
所 定义 的 函数 , 可 以 得 到 这 四 种 情形 的 例子 , 其 中 所 考虑 的 z 的 特殊 值 是 = = 0. 
114. 微分 法 的 某 些 一 般 法 则 


在 接 下 来 的 全 部 定理 中 , 我 们 假设 函数 f(z) 和 F(z) 在 所 考虑 的 z 的 值 都 有 
导数 f' (z) 和 F' (z). 
(1) 如 果 $(Z) = 了 (7) 十 已 (z)， 那么 9(z) 有 导数 


H(z)= 7 (7)+F (7). 
(2) 如 果 bz) 二 kf (2), 那么 (Zz) 有 导数 
(7) = kf (2). 


我 们 把 从 例 XXXV 第 (1) 题 中 一 般 性 的 定理 推导 出 这 些 结果 留 给 读者 作为 一 
个 练习 . 
(3) 如 果 9(z) = 二 f(z)F(z), 那么 9(z) 有 导数 


(7) = (7) F(z) + f(z) F(z). 
因为 
)=lim E+E+ -fre) 


人 有 全 Fa] 


=f (7) F(z)+F(z) f(z). 


P(x 
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的 如果 g(o) = 7 且 了 (天 0 屠 么 bn] 有 导数 
pi Pe. 
Mle 
因为 . 
| 
?9=m3 (的 总 )- TF 


(5) 如 果 4(z) = 9 且 下 (z) 关 0, 那么 9(z) 有 导数 


FOF) -fF 


0 {FF 


这 立即 由 (3) 和 (4) 得 出 . 

(6) 如 果 %(z) = 下 {f(z)}, 那么 B(z) 有 导数 

$ (7)=F {f(z)} f(z) 

这 个 定理 的 证 明 需 要 一 点 关注 ”. 

我 们 记 f(z) =y,f (rz 二 hh)=y 十 k, 故而 当 h 一 0 时 有 一 0, 且 

k/h— f(z). (1) 

现在 我 们 必须 区 分 两 种 情形 . 

(a) 假设 f' (z) 尖 0, 又 假设 h 很 小 , 但 不 等 于 零 . 那么 , 根据 (1) 有 类 尖 0, 且 


Gz+) -pO) _ Plyth)- FOR ,ppp 
i - 人) 


(b) 假设 fr(z) = 0, 又 假设 h 很 小 , 但 不 等 于 零 . 现在 有 两 种 可 能 性 ， 如 果 
人 = 02 那么 


p(T+h)— (7r) =0 
i 


如 果 大 天 0, 那么 


GT+h) -Br) _ Flyt+k)— Fk 
h 大 hh 
第 一 个 因子 接近 于 严 (y), 而 由 于 k/h 一 0, 故而 第 二 个 因子 很 小 . 所 以 在 任何 情形 
{9 (z 十 h) 一 (Zz)} /h 都 很 小 , 故而 
$+) -G0) ,0 py) p00). 
0 在 许多 教科 忆 (以 及 本 书 前 3 版 ) 中 , 这 一 定理 的 证 明 都 是 不 精确 的 .请 见 杏 . S. Carslaw 教授 在 
Bulletin of the American Mathematical Society 第 XXIX 卷 中 所 作 的 注 记 . 
@ 那些 不 精确 的 证 明 中 的 错误 之 处 在 于 忽视 了 这 种 可 能 性 . 
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我 们 的 最 后 一 个 定理 需要 预先 作 一 些 说 明 . 假设 z=(y), 其 中 几 (y) 在 y 的 
值 的 某 个 区 间 中 是 连续 的 且 在 第 95 节 的 严格 意义 下 是 递增 (递减 ) 的 . 那么 我 们 
可 以 记 y= 6(z), 其 中 少 是 落 的 “ 反 ” 函数 (第 110 节 ). 

(7) 如 果 y = 二 (7T), 其 中 9 是 人 的 反 函 数 , 所 以 I 二 由 (y), 且 风 (y) 有 不 等 于 
零 的 导数 W'(y), 那么 $B(T) 有 导数 


Rt 
$5) = 
因为 , 如 果 (z+h) =y+k, 那么 当 及 一 0 时 就 有 上 一 0, 且 


O24 -G0) + 月 -1 
(z+h)—z k=0p(y+R) yy) ww) 


二 
115. 复 函 数 的 导数 
到 目前 为 止 , 我 们 已 经 假设 了 y = $(z) 是 z 的 实 函数 . 如 果 y 是 一 个 复 函 数 
gz) 十 iy(z), 那么 我 们 可 以 将 y 的 导数 定义 为 内 (z) + iw'(z). 读者 不 难看 出 : 当 
4(z) 是 复 函数 时 , 上 面 的 定理 (D)~ (5) 依然 成 立 . 定理 (6) 和 定理 (7) 对 复 函 数 也 
有 类 似 的 结论 , 不 过 这 些 结果 有 赖 于 “一 个 复 变 量 的 函数 ”的 一 般 概念 , 目前 我 们 
仅仅 在 几 个 特殊 的 例子 中 遇 到 了 这 个 概念 . 


116. 微分 学 的 记号 


我 们 已 经 说 明了 , 导数 也 常 称 为 微分 系数 . 这 里 经 常用 到 的 不 仅仅 是 一 个 不 同 
的 名 字 , 而 且 是 一 个 不 同 的 概念 ; 函数 y = 4 (z) 的 导数 也 常用 某 个 其 他 的 表达 式 


dy 


Day， dz 


来 表示 . 

这 些 记 号 中 的 最 后 一 个 是 最 常用 也 是 最 方便 的 . 不 过 读者 必须 仔细 记 住 , dy/dz 
并 不 表示 “ 某 个 数 dy 被 男 一 个 数 dz 除 ”: 它 的 含义 是 “ 某 个 运算 D, 或 者 d/dz 作 
用 到 y = $(z) 所 得 到 的 结果 ”, 该 运算 是 作 商 {9 (z 十 有 一 $(z)} /hh, 然后 令 h 一 0. 

当然 , 这 个 符号 初 看 起 来 是 如 此 特殊 , 因而 如 果 没 有 理由 是 不 会 被 采纳 的 ， 采 纳 它 的 理 
由 如 下 ， 分 式 {9 (z 十 h) 一 $(z)} /h 的 分 母 h 是 自 变量 = 的 值 z + 与 z 的 差 ; 类 似 地 ， 
分 子 是 因 变 量 y 的 对 应 的 值 5(z + 加) 与 %(z) 的 差 . 这 些 差 可 以 分 别称 为 z 与 y 的 增 量 
(increment), 并 用 5z 和 6y 来 表示 它们 . 那么 该 分 式 就 是 5y/8z, 对 于 许多 目的 来 说 , 把 这 个 
分 式 的 极限 (此 极限 与 9'(z) 是 同一 个 东西 ) 记 成 dy/dz 是 很 方便 的 . 但 是 这 个 记号 目前 必 
须 被 看 成 是 纯粹 象征 意义 的 .其 中 出 现 的 dy 和 dz 不 能 被 分 开 来 , 它们 自己 本 身 并 没有 任何 
意义 : 特别 地 , dy 和 dz 并 不 表示 lim 5y 和 lim 5z, 这 两 个 极限 都 是 零 . 读者 需要 逐渐 熟悉 这 
个 符号 , 不 过 当 你 对 此 符号 感到 困惑 时 , 你 可 以 将 微分 系数 写成 Dy 的 形式 , 或 者 像 我 们 在 本 
章 上 面 几 节 中 所 做 的 那样 , 用 符号 $ (z) , 4 (z) 以 避免 这 一 困难 . 
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然而 , 在 第 7 章 中 我 们 要 指出 有 可 能 怎样 来 定义 符号 dz 和 dy, 使 得 它们 具有 独立 的 意 
义 , 而 且 实际 上 使 得 导数 dy/dz 就 是 它们 的 商 . 
自然 , 第 114 节 中 的 诸 定理 都 可 以 立即 用 这 种 符号 的 语言 加 以 翻译 . 它们 可 以 


陈述 如 下 : a 


(1) 如 果 3 = 二 册 十 y2, 那么 i ri ee 
dy 
(2) 如 果 % = ky, 那么 rh 
di d 
(3) 如 果 2 二 轴 yz, 那么 = + ee 
(9 如 果 y= 关 那么 于 = - 广 开 
” dr 
= 外 Y= dy dy2 
(5) 如 果 y = 2' 那么 = (w 旱 Wn 涩 ) / 克 
me 那 
dy 
dr dydz’ 


例 XL 
(1) 如 果 y = yys, 那么 


dy dy 上 dyz dys, 
dz = ww wn + hy2 a 


又 如 果 y = ty2…… yn, 那么 


本 Zu Yr-iyr+tl** i 
特别 地 , 如 果 y = z", 那么 dy/dz = nz"-1 (dz/dzx); 而 如 果 y = z", 那么 dy/dz = 
nzn 1; 正如 在 例 XXXIX 的 第 (3) 题 中 用 其 他 方法 所 证 明 的 那样 . 
(2) 如 果 y = yiy2.… yn, 那么 
ldy_ ldn ,1 dy dyn 
ydz Wdr twadrt ty dr 


i ldy _ndz 
特别 地 , 如 果 y = z", 那么 Ta: 
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117. 标准 形式 
我 们 现在 要 更 加 系统 地 来 研究 几 种 最 简单 类 型 的 函数 的 导数 形式 . 
A. 多 项 式 . 如 果 %(z) = aoz" + aiz"-1 十 … 十 an 那么 


内 (z) = maozn + (no 1)ar™ 2 十 .十 an 1. 


有 时 候 , 利用 一 个 关于 z 的 n 次 多 项 式 的 标准 形式 [所 谓 的 二 项 形式 (binomial 


form)], 也 即 
n 从 n-l 器 n—2 
aoZ "十 1 QZ 十 Q27 十 … 十 an 


是 更 加 方便 的 . 在 这 种 情形 有 


三 浊 =1 
4 四 -net( ) ae je 


4(z) 的 二 项 形式 常用 符号 写成 下 列 形式 


(ao,al ,an ( 7,1) 


此 时 就 有 
几 (z) =n(ao a an 1 C21) 


以 后 我 们 将 会 看 到 , 6 (z) 总 可 以 表示 成 n 个 因子 的 乘积 的 形式 
g(z) 一 ao 人 一 oa)(z 一 az)…(z 一 an)， 
其 中 诸 ai 是 它 的 实 根 或 者 复 根 . 那么 
几 (z)=a> (rz 一 oa)(z 一 as)…(z 一 am)， 


该 符号 表示 , 我 们 要 作出 所 有 可 能 的 n 一 1 个 因子 的 乘积 , 并 将 它们 相 加 在 一 起 . 此 
结论 的 这 种 形式 甚至 对 于 其 中 有 若干 个 i 为 相等 的 情形 也 依然 成 立 ; 不 过 当然 , 此 
时 其 中 右边 会 有 若干 项 是 重复 出 现 的 . 读者 不 难 验证 : 如 果 


$7) = a0 (一 aa (一 oo) (一 ao 


那么 
$2) =a0 ma 一 om sa)™ (ra)™. 


例 XLI 
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(1) 证 明 : 如 果 %(z) 是 一 个 多 项 式 , 那么 W (z) 就 是 $(z ++) 按照 h 的 突 的 
展开 式 中 h 的 系数 . 

(2) 如 果 8 (z) 可 以 被 (z 一 a)? 整除 , 那么 W'(z) 可 以 被 z 一 a 整除 : 而 且 一 般 
地 说 来 , 如 果 %(z) 可 以 被 (z - a)” 整 除 , 那么 内 (z) 可 以 被 (z 一 aj” 整除 . 

(3) 反 过 来 , 如 果 $ (z) 和 p'(z) 两 者 都 能 被 z 一 a 整除 , 那么 %(z) 可 以 被 
(zx 一 Qa)? 整除 ; 又 如 果 由 (z) 能 被 > 一 a 整除 , 而 内 (z) 能 被 (z -a)”! 整除 , 那么 
(Zz) 可 以 被 (z 一 a)” 整 除 . 

(4) 指出 如 何 尽 可 能 完全 地 用 初等 代数 运算 确定 出 P(z) = 0 的 重 根 以 及 重 根 
的 阶 , 其 中 已 (>) 是 一 个 多 项 式 . 

[如 果 本 是 P 和 P' 的 最 高 公 因 子 , Hz 是 所 和 P 的 最 高 公 因 子 , #3 是 
Hs 和 P” 的 最 高 公 因 子 , 如 此 等 等 , 那么 HiH3/H32 = 0 的 根 就 是 已 = 0 的 二 
重 根 , H2Hs/H3 = 0 的 根 就 是 P = 0 的 三 重 根 , 如 此 等 等 . 但 是 有 可 能 无 法 求解 
Ha/ 了 2 = 0, HaH4/H3 = 0,…. 例如 , 如果 P(z) = (z 一 1) (zs 一 z 一 7)”, 那么 
HiH3/H2 =25 一 2 一 7, 而 HaHa/H3 = xz 一 1; 我 们 无 法 求解 第 一 个 方程 . ] 

(5) 求 


24 十 373 一 3z2 一 117 一 6 王 0， 2 +275 — 8 —14r3+11r?+287+12=0, 


所 有 的 根 及 其 重 根 的 阶 . 

(6) 如 果 az?+25bz+c 有 一 个 二 重 根 , 也 即 它 有 a (zx - a)? 的 形式 , 那么 2(az 十 中 
必定 可 以 被 z - a 整除 , 所 以 有 a = 一 b/a. zx 的 这 个 值 必定 满足 ar2 + 2bz + c= 0. 
验证 这 样 得 到 的 条 件 就 是 uc 一 刀 = 0. 

(7) 方程 1/(z 一 a)+1/(z 一 b)+1/(z 一 c) =0 仅 当 a=46b=c 时 有 一 对 相等 
的 根 . (Math. Trip. 1905) 

(8) 证 明 ， 

ar3+3br?+3cr+d=0 
当 G2 十 4H3 = 0 时 有 一 个 二 重 根 , 其 中 囊 = ac 一 如，G = a?d 一 3abc 十 203， 

[ 令 az +b=y, 此 时 方程 化 简 为 3 十 3Hy + G = 0. 它 必 定 与 方程 +H=0 
有 一 个 公共 根 . ] 

(9) 读者 可 以 验证 , 如 果 a, 6,7,5 是 


art+dbr3+6cr? +4dr+e=0 


的 根 , 那么 以 
{eA0 -6)- -a (8-6)} 
以 及 两 个 类 似 的 表达 式 (将 a, 5,Y 作 循环 排列 即 可 得 到 ) 作为 其 根 的 方程 是 
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dy? — g2y — gs = 0, 
其 中 


g2 =ae— dbd+3c, g3=ace+2bcd— ad?— eb?— oe3. 


显然 , 如 果 a,6,7,5 中 有 两 个 是 相等 的 , 那么 这 个 三 次 方程 的 根 中 将 会 有 两 个 根 是 
相等 的 . 利用 第 (8) 题 的 结果 , 我 们 得 出 g3 - 2793 = 0. 

(10) 关于 多 项 式 的 Rolle 定理 . 如 果 几 (7) 是 任意 一 个 多 项 式 , 那么 在 四 (7) =0 
的 任意 一 对 根 之 间 必 有 内 (z) = 0 的 一 个 根 . 

这 个 定理 的 证 明 要 利用 后 面 将 要 给 出 的 更 加 一 般 的 函数 ， 下 面 是 仅仅 对 多 项 
式 适 用 的 一 个 代数 的 证 明 . 我 们 假设 a,6 是 它 的 两 个 相 邻 的 根 , 其 重 根 的 阶 分 别 是 
m 和 m, 所 以 有 

g(z) = (7—a)" (一 6) "0(z)， 

其 中 9 (z) 是 一 个 有 相同 符号 的 多 项 式 , 比方 说 在 a < z < 8 中 它 恒 取 正 值 . 那么 
就 有 


内 (z)=( 人 一 am (zz 一 D) "0 (7) 
+ 人 ne 一 ajm (zB)"+n(r—a)™ (rz— Dade 


=(z2 -a)™ (rz—p)"™ { (人 一 az 一 月 9 (7) 


十 [Im(z 一 有 ) 十 mn(z -aloo} 
=(z—a)™!(z -PB F(z), 


其 中 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 现在 有 F(a) =m(a 一 8)9(a) 以 及 F(B)=n (8 一 a)0 
(5), 它们 有 相反 的 符号 . 于 是 F(z)( 从 而 W'(z)) 在 z 的 介 于 a 和 6 之 间 的 某 个 值 
处 取 值 为 零 . 


118. B. 有 理 函 数 


如 果 p(s) 
(3 
R(z)= 人 hh， 
其 中 己 和 @ 是 多 项 式 , 由 第 114 节 的 (5) 立即 得 出 
己 G)Q@-PGz)G'eo) 
{Q(z)} 

此 公式 使 得 我 们 可 以 给 出 任何 有 理 函数 的 导数 . 不 过 , 我 们 所 得 到 的 公式 的 形式 不 
一 定 就 是 最 简单 的 . 如 果 Q (z) 和 Q@'(z) 没有 公 因子 , 也 就 是 如 果 @ (z) 没有 重 因 


R'(z)= 
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子 , 那么 该 公式 就 是 最 简单 的 . 但 是 如 果 Q (z) 有 重 因子 , 那么 我 们 对 忌 (z) 所 得 
到 的 表达 式 就 可 以 作 进一步 的 化 简 . 

在 对 有 理 函数 求 导 时 , 应 用 部 分 分 式 的 方法 常常 非常 方便 . 如 同 在 第 117 节 中 
那样 , 我 们 将 假设 @ (z) 表示 成 形式 


ao(z 一 an) (一 aa) (rz 一 av 


那么 , 在 代数 学 的 专著 "中 证 明了 : R(z) 可 以 表示 成 形式 


™ 


AL1 Al2 Alm 
Dt (z a ee (z—a)™ 
421 422 ue 2ma 四 
一 a2 (z 一 ao2)2 (z 一 a2) 
其 中 工 (z) 是 一 个 多 项 式 ; 也 就 是 表示 成 一 个 多 项 式 和 若干 个 形 如 
4 
(一 ao” 


的 项 之 和 , 其 中 a 是 Q (z) = 0 的 一 个 根 . 我 们 已 经 知道 如 何 来 求 多 项 式 的 导数 ， 
由 此 根据 第 114 节 中 的 定理 (4)( 或 者 , 如 果 a 是 复数 , 则 根据 在 第 115 节 中 所 指出 
的 推广 的 结果 ) 立即 得 出 : 上 面 最 后 所 写 的 那个 有 理 函数 的 导数 是 


_zP4-ar pA 
(za -ar 
现在 我 们 可 以 将 一 般 的 有 理 函数 R(z) 的 导数 写成 形式 
1 A 242 hl __ 2422 
™® (z—-a) (z-a)’ (cao (ooj5 


另外 我 们 还 证 明了 : 对 m 的 所 有 正 的 或 者 负 的 整数 值 (除去 m 是 负数 , 且 z = 0 
的 情形 外 ),，zm 的 导数 是 mz™-!. 
当 需 要 对 一 个 有 理 函 数 多 次 求 导 时 , 本 节 所 阐述 的 方法 特别 有 用 ( 见 例 XLV). 
例 XLII 
(1) 证 明 


(人 工 )= 1 二 到 d /1-2 _ 47 
dz \1+22) (1+22) (FS) -i 
(2) 证 明 


d f ar?+2bzr+e 2(%7+b) (Br+C)— (br+ce) (Az+B) 
dz \Az7+2Bz +C)/™ (Az? +2Br+ 0) 


四 例如 , 见 Chrystal 所 著 Algebra 一 书 第 2 版 第 工 卷 , 151 页 以 及 其 后 诸 页 . 
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(3) 如 果 Q@ 有 一 个 因子 (z - aj”, 那么 R' 的 分 母 ( 当 RR 化 为 最 简 分 式 后 ) 可 
以 被 (z - a)"+ 1 整除 , 但 不 能 被 x -a 的 更 高 次 寒 整除 . 

(4) 无 论 在 哪 一 种 情形 , R' 的 分 母 都 不 可 能 有 单 (simple) 因子 x - a. 于 是 , 分 
母 含有 一 个 单 因子 的 有 理 函数 不 可 能 是 有 理 函数 的 导数 . 例如 , 1/z 不 是 有 理 函数 
的 导数 . 

119. C. 代数 函数 

上 一 节 的 结果 与 第 114 节 中 的 定理 (6) 合 在 一 起 , 使 我 们 能 求 出 任何 显 式 代数 
函数 的 导数 . 

这 样 的 函数 中 最 重要 的 是 z™, 其 中 m 是 一 个 有 理 数 . 我 们 已 经 看 到 (第 118 
节 ), 当 m 是 正 的 或 者 负 的 整数 时 , 这 个 函数 的 导数 是 mzm-!. 现在 要 来 证 明 : 这 
个 结论 对 于 m 的 所 有 有 理 数 值 也 都 成 立 (只 要 z 地 0). 假设 y = zm = zr/4, 其 中 
p 和 4 都 是 整数 , 且 g 是 正 的 ; 又 令 z =z14, 所 以 有 z = z9 以 及 y= zr. 那么 


gy (yy dz) Pp mem-! 
并 = (型 ) / (把 ) =22 A 


此 结果 也 可 以 作为 例 XXXVI 中 第 (3) 题 的 一 个 推论 得 出 . 因为 , 如 果 $ (x) = 
z™, 我 们 就 有 


他 十 六 ”一 mm Er am _ ml 


= lim mz 


$= 一 €—I 


显然 , 对 m 的 所 有 的 有 理 数 值 有 更 一 般 的 公式 


羡 (az +b)™ = mal(ar +b)™! 


成 立 . 
隐 (implicit) 函数 的 求 导 涉及 到 某 些 理论 上 的 困难 , 我 们 将 在 第 7 章 中 再 次 回 
到 这 个 问题 . 但 是 在 这 种 函数 的 导数 的 实际 计算 中 并 不 存在 实际 的 困难 : 所 要 采用 
的 方法 只 要 用 一 个 例子 来 加 以 说 明 就 足够 了 . 假设 y 由 方程 

Z3 十 pa —3ary=0 
给 定 . 关于 z 求 导 , 我 们 得 到 


dy dy 
2 十 人 一 一 -z= 
Ei a (v1 0 0, 


所 以 
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例 XLIII 
() 求 
1+z az+b ( ar? +2br+e ) (az + 0b)™ (cr + d)” 
(站 3)， (全 Azr? +2Br+C/’ 
的 导数 . 
(2) 证 明 


4 (A) 4 {es) -a 
dr [Ve+trD)] (e+) dz lv/ (ow) 
(3) 当 
(i) az2 +2hryt+ by +2gr+2fyt+c=0, (iD z+ Sary =0 
时 , 求 y 的 微分 系数 . 
120. D. 超越 函数 
我 们 已 经 证 明了 ( 例 XXXIX 第 (4) 题 ) 
Dasinz =cosz, Dzcosz=—sinz. 
利用 第 114 节 的 定理 (4) 和 (5), 读者 容易 验证 
Daztanz = sec2z， Dzcotz=— cosec?y, 
Dasecz =tanzsecr, Dacosecz = 一 cotzcosecz， 
利用 定理 (7) 我 们 可 以 求 出 反 三 角 函 数 的 导数 . 请 读者 验证 下 面 的 公式 ， 


1 . 


Dzrarcsinz = 土 ， Dzarccos zz 一干 本 
ViI- 可 “ VU- 


| 
1 十 Z2” 0 1+z2" 


1 1 
Dazarcsecz = + Dzarccosecr = TD 
在 反正 弦 以 及 反 余 割 的 情形 , 其 中 不 确定 的 正 负 号 与 cos (arcsin z) 的 符号 相同 , 而 
在 反 余 弦 以 及 反 余 割 的 情形 , 其 中 不 确定 的 正 负 号 与 sin (arccosz) 的 符号 相同 . 
更 加 一 般 的 公式 


Dr arctanz = 


1 


VE 


Dz arcsin (z/a) = 土 D, arctan (z/a) = 


a 
EE 
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也 是 相当 重要 的 . 这 些 公式 可 以 很 容易 地 从 第 114 节 的 定理 (6) 和 (7 ) 推导 出 来 . 
在 第 一 个 结论 中 , 不 确定 的 符号 与 acos {arcsin (z/a)} 的 符号 相同 ， 人 根据 
a 是 正 的 还 是 负 的 我 们 有 


av — (23/7)} = + Va — 23). 


最 后 , 利用 第 114 节 定理 (6), 我 们 可 以 对 既 包 含 代数 函数 类 、 又 包含 三 角 函 数 
类 的 复合 函数 求 导 , 请 在 以 下 诸 例 中 写 出 任何 这 种 函数 的 导数 . 

例 XLIV?” 

(1) 求 下 列 函数 的 导数 


cosmz， sinm rz， cosz™, sinz™, cos (sinz)， sin (cosz)， 
(a2 cos27 十 b2sin? T)， = rene 
(az cos? x + b2sin? 7) 
rarcsinz + V(1 — 22), (1+z)arctan VT — Vz. 
(2) 求 下 列 函数 的 导数 


是 CosT Q 十 bcosZ 
arcsin (1 一 zZ2) 二 tan arcsin z, arctan 一 一， arctan A 
1+sinz b+acosz 


(Math. Trip. 1926, 1929,1930) 
(3) 求 导数 并 对 结果 的 简单 性 予以 解释 


QQ 十 并 
arcsinT 十 arccosT， arctanZT 十 arccotT， arctan ( I ) 
一 a7 


(4) 求 导数 


arz+b 1 9 ar+b 
arctan = arcsin 


1 
Vac—b) Vlac—W) V(-a VB —ac) 
(5) 证 明 : 每 个 函数 


2ucsin/( (£6), 2arctan (E 2 nV 本 Ee- 克 人 


都 有 导数 


Vi(a— je B)} 


OQ 在 这 些 例子 中 , m 是 一 个 有 理 数 , 而 a,b,… ,a, B,… 的 取 值 使 得 函数 取 到 实 教 值 . 其 中 不 确定 
的 符号 有 时 予以 省 略 . 
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d cos30 3 
oY ce) cosO cos30)" 


(Math. Trip. 1904) 


(6) 证 明 


(7) 证 明 


1 d Clar+o\| 1 
Toa | N\Arro) /| (Uriro) Vanid 
(8) 函数 


. arccos CE 2 arct: 人 t: 
V(a? — b2) a+bcosz)’ (az 一 好 ) ey atb) 27 


中 的 每 一 个 都 有 导数 1/ (a + bcosz). 
(9) 如 果 X=a+bcosz+cesinz, 且 


语 1 arccos < -+ +e 
Vl) XV( 好 十 c) 
那么 dy/dz = 1/XX. 
(10) 证 明 : FF[f {9(z)}] 的 导数 是 


F'[f {9 (2)H f' {9(7)} 9 (z), 


并 将 此 结果 推广 到 更 加 复杂 的 情形 . 
(11) 如 果 w 和 w 是 > 的 函数 , 那么 


人 忆 ot — LUDAv 
v 22 十 V2 

(12) y = (tanz 十 secz)” 的 导数 是 mnysecz. 

(13) y = cosz 十 isinz 的 导数 是 iy. 

(14) 求 zcosz 和 (sinz) /z 的 导数 . 证 明 : 使 得 曲线 y = zcosz,y = (sinz) /zx 
的 切线 平行 于 z 轴 的 z 的 值 分 别 是 cotz = z 和 tanz = zx 的 根 . 

(15) 容易 看 出 ( 例 XVII 第 (5) 题 ), 如 果 a > 1, 那么 除了 x = 0 之 外 , 方程 
sinz = az 都 没有 实数 根 , 这 里 a 是 正 数 , 如 果 a < 1, 它 有 有 限 多 个 根 , 且 这 些 根 的 
个 数 在 a 减 小 时 增加 . 证 明 : 使 得 根 的 个 数 改变 的 a 的 值 是 cost 的 值 , 其 中 是 
方程 tan& = & 的 一 个 正 根 .[ 所 要 求 的 值 是 使 得 y = az 与 y = sinz 相 切 的 a 的 值 . ] 
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(16) 如 果 当 z 关 0 时 有 5(z) = zzsin (1/z), 而 6(0)=0, 那么 当 z 取 0 时 有 
$ (1) = 2rsin (1/z) 一 cos (1/7), 

而 (0)=0. 且 W (zx) 在 z=0 时 不 连续 (参见 第 112 节 的 (2)). 

(17) 求 圆 zz 十 妨 二 a? 在 点 (zo,wo) 处 的 切线 以 及 法 线 方程 , 并 将 它们 化 简 成 
形式 zzo + yyo = a2 以 及 zyo 一 yzo = 0. 

(18) 求 椭圆 (z/a)? + (y/5)? = 1 以 及 双 曲 线 (z/a)? 一 (y/0)? =1 在 点 (zo,wo) 
处 的 切线 以 及 法 线 方程 . 

(19) 曲线 z = 9(t) ,y= 少 (t) 在 参数 值 为 t 的 点 处 的 切线 以 及 法 线 方程 是 


—$(t) _ ywv(t) ee / yy y(t) = 
FO -pO {z— $00 (t+ {y — b(t)} w(t) 


121. 高 阶 导数 


恰 如 我 们 从 $(z) 作出 (xz) 一 样 , 我 们 可 以 从 W'(z) 作出 函数 和 my (z). 这 个 函 
数 称 为 5(z) 的 二 阶 导 数 (second derivative) 或 者 二 阶 微分 系数 (second differential 
coefficient). y = $ (7) 的 二 阶 导 数 也 可 以 用 下 列 任意 一 种 形式 表示 


d\2 dzy 
D2y, (二 ) 2 本 2 
按照 同样 的 方式 , 我 们 可 以 定义 y = %(z) 的 n 阶 导数 或 者 n 阶 微分 系数 , 它 可 以 
用 下 列 任意 一 种 形式 表示 
se，pey( 呈 ) w 各. 
但 是 只 有 在 不 多 的 几 种 情形 中 , 才能 很 容易 地 写 出 一 个 给 定 函数 的 n 阶 导数 的 一 
般 公 式 . 其 中 有 些 情形 可 以 在 下 面 要 给 出 的 例子 中 找到 . 


例 XLV 
(1) 如 果 4(z) = zm, 那么 


bz)=mm— Dm—ntl) rm", 


这 个 结果 使 我 们 可 以 写 出 任何 多 项 式 的 n 阶 导数 . 
(2) 如 果 $(z) = (az 十 中 ”, 那么 


$V (7)=mm—o (mnt+l)a" (az 十 中 


在 这 两 个 例子 中 , m 可 以 取 任 何 有 理 数值 . 如 果 m 是 正 整数 , 且 n > m, 则 有 
4 (z) = 0. 
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d\” 4 np(p+l):…(p+n—1)A 
($) 人 -az CD (z— aoa)” 
使 得 我 们 可 以 写 出 用 部 分 分 式 之 和 的 标准 形式 表示 的 任何 有 理 函数 的 n 阶 导数 . 
(4) 证 明 : 1/ (1 一 z?) 的 n 阶 导数 是 
了 {a -本 +(CD"G+a 
(5) 求 
z+1 ZL4 47 
2 -DZ 一 2 (zr—1) (r+2) 
的 n 阶 导数 . (Math. Trip. 1930,1933,1934) 
a 
(6) 证 明 : 如 果 n 是 偶数 , 那么 ( 划 ) 过 在 z 一 0 的 值 是 0, 如 果 n 是 奇 
数 且 大 于 1, 则 相应 的 值 是 一 ml (Math. Trip. 1935) 
(7) Leibniz 定理 . 如 果 y 是 一 个 乘积 uv, 且 我 们 可 以 作出 u 和 v 的 前 n 阶 
导数 , 那么 我 们 就 能 利用 Leibniz 定理 作出 y 的 n 阶 导数 , 该 定理 给 出 法 则 


nn n nn 
(wv), = Unv 十 1 it jz 十 二 jn 


其 中 下 标 表示 导数 , 例如 , wun 表示 wu 的 n 阶 导数 . 为 证 明 此 定理 , 注意 


(uu) = wv + un, 


(uv)2 = wav + 2u1v1 + uv2, 
等 等 . 显然 , 重复 此 过 程 我 们 就 得 到 形 如 


(wo) = Unv 十 anltmn_1Vl 十 an2tn_2V2 十 … 十 anrtn_ror 十 … 十 Mon 


的 公式 . 假设 对 7+=1,2,…,n 一 1, 有 any 一 ( ) 并 证 明 : 如 果 此 假设 成 立 , 则 


个 


对 + 二 1,2,…,n 也 有 antr 二 ( 3 ) 成 立 . 这 样 一 来, 根据 数学 归纳 法 原理 


n 


就 推 得 , 对 问题 中 讨论 的 所 有 n 的 值 以 及 7 的 值 都 有 an = 和 成 立 . 
当 我 们 对 (wv),, 求 导 作出 (wv), 的 时 候 , 显然 可 见 w+i_rar 的 系数 是 


n n 中 和 
mtn ( )*( )=(? 下 
La ”1 r 
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这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
(8) zmf (z) 的 n 阶 导数 是 
! ! mntlf! 
mm fon f() 
n(n—1) ml 


Tm-nt2 fr (7) + 


1:2 (m—n+2) 
此 级 数 连续 有 n 十 1 项 , 或 者 直到 终止 结束 . 
(9) 证 明 Ds cosz = cos 人 十 3 ,D" sinz = sin (e+ nr). 
(10) 求 


cos2rsinT， coszcos2zcos3r， za cosz 


的 n 阶 导数 . (Math. Trip. 1925, 1930, 1934) 
(11) 如 果 y = Acosmz 十 Bsinmz, 那么 D3y +m2y = 0. 又 如 果 


y= Acosmz+ Bsinmz + Pn (7), 


这 里 PP, (z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 那么 D3T3y 十 mm2Dz+y =0. 
(12) 如 果 z2D2y 十 xDzy+y = 0, 那么 


TDrt2y 十 (2 十 1)zD2+1y + (n+1) Dy=0. 


[用 Leibniz 公式 求 导 n 次 . 1 
(13) 如 果 表示 (Lz + M)/ (z? -2Bz+C) 的 n 阶 导数 , 那么 
2 -2 有 
Ut tn 0 (Wan 1900) 


[首先 在 n = 0 时 得 到 该 方程 ; 然后 用 Leibniz 定理 求 导 次 . ] 

(14) 证 明 : 如 果 wu = arctanz, 那么 

du 

dr 三 

由 此 确定 w 在 x = 0 处 的 所 有 阶 导 数 的 值 . (Math. Trip. 1931) 
(15) a/ (o2 +z2?) 和 z/ (o2 十 22) 的 n 阶 导数 . 由 于 


(+ 420 


a = 十 ( LR-  _l1 1 二 人 
qtr 2i\r-ai ztai/’ a@+r 2\z-ai z+tai’ 


我 们 有 
| ee 
Ds (zz 十 到 ) = >=- 疾 { (z 一 ai"+l (z+ai)™t } . 
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对 Dr {z/ (a? + z2)} 也 有 一 个 类 似 的 公式 . 如 果 p = V(z5+o), 且 9 是 使 得 余 
弦 值 以 及 正弦 值 为 z/p 以 及 a/p 的 绝对 值 最 小 的 角度 , 那么 就 有 z 十 ai = pCis 以 
及 I 一 ai= pCis(-90), 所 以 

pa ntip"t [Cis {n+ 1)0} — Cis{- n+) 


=(-D)"n!(z?+ a2) +) sin {(n 十 1) arctan (a/7)}. 


也 


类 似 地 , 有 
=(-1)"n!(z?+ a2) #0"+D) cos{(n+ 1)arctan (a/z)}. 
(16) 证 明 
Dr 所 {Be (e+ jnr) + Qn sin 人 十 3 


Deo = 伺 sin 人 十 nr) — Qncos 人 十 Bn") } 
其 中 P 和 Q， 分 别 是 关于 z 的 m 次 以 及 mm- 1 次 多 项 式 . 
(17) 证 明 公式 


罕 -- 全 的] /的 ， 
122. 关于 导数 的 某 些 一 般 性 的 定理 


在 接 下 来 的 内 容 中 ,“ 闭 ” 区 间 与 “ 开 *” 区间 之 间 的 区 别 常常 是 很 重要 的 . 闭 
间 (a,5) ? 指 的 是 满足 a< z <b 的 z 组 成 的 集合 . 而 开 区 间 则 是 满足 a<z<b 
2z 组 成 的 集合 (也 就 是 从 闲 区 间 中 去 掉 端 点 ). 

我 们 要 关心 的 是 在 闭 区 间 (a,5b) 中 连续 且 在 开 区 间 (a,b) 可 导 的 函数 . 换言之 ， 
我 们 将 假设 函数 gp (z) 满足 下 面 的 条 件 : 

(1) 8(z) 在 a < z < 。b 中 连续 , 它 在 区 间 端 点 的 连续 性 按照 第 99 节 末尾 所 说 
的 意义 来 理解 ; 

(2) 对 a < z <5 中 每 个 z,Y (z) 都 存在 . 


中 在 现代 的 数学 教材 中 ,以 a 和 bb 为 左右 端点 的 闭 区 间 一 律 用 更 加 规范 和 清楚 的 符号 [a,] 来 表示 ， 
而 不 使 用 本 书 中 “ 闭 区 间 (a, 5)” 这 样 的 说 法 和 容易 引起 误解 的 符号 ,本 书 中 关于 区 间 符 号 的 这 种 
用 法 要 引起 读者 足够 的 注意 .一 一 译 者 注 

@ 还 可 以 用 不 等 式 a < z <b 或 者 a < zx <b 来 定义 半 闭 的 区 间 , 不 过 我 们 将 不 使 用 这 些 术语 . 


他 多 
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看 起 来 似乎 很 奇怪 的 是 : 在 一 个 条 件 中 要 用 到 闭 区 间 , 而 在 另 一 个 条 件 中 却 要 
用 到 开 区 间 , 不 过 我 们 将 会 发 现 这 一 差别 是 重要 的 . 显然 , 如 果 我 们 对 于 %(z) 在 
(a,b) 以 外 的 情况 一 无 所 知 , 那么 , 若 没有 新 的 定义 , 我 们 是 不 可 能 将 条 件 (2) 推广 
到 覆盖 区 间 的 端点 的 . 

我 们 首先 对 关于 z 的 一 个 特殊 的 值 给 出 一 个 定理 . 

定理 A 如果 VW (zo) > 0, 那么 对 于 z 的 所 有 小 于 zo 但 充分 靠近 zo 的 
值 , 都 有 由 (z) < 由 (zo) 成 立 , 且 对 于 z 的 所 有 大 于 zo 但 充分 靠近 ro 的 值 , 都 有 
由 (7) > 9$(z0) 成 立 . 

因为 当 h 一 0 时 , {b(zo 二 门 一 4(zo)} /趋向 一 个 正 的 极限 内 (zo)， 这 仅 
当 对 于 h 的 充分 小 的 值 , $ (zo 十 hj) - %(zo) 和 h 有 相同 的 符号 时 才 可 能 发 生 , 而 
这 正 是 定理 所 述 之 结论 . 当然 , 从 几何 的 观点 来 说 , 这 一 结论 是 很 直观 的 , 不 等 式 
V (zo) > 0 表述 的 是 这 样 一 个 事实 : 曲线 y = %(z) 的 切线 与 > 轴 交 成 一 个 正 的 锐 
角 . 读者 自己 可 以 对 几 (zo) < 0 的 情形 总 结 出 对 应 的 定理 . 

我 们 将 把 定理 A 的 结论 表述 成 : 6(z) 在 z = zo 是 严格 增加 的 ”. 

下 面 接 下 来 的 定理 一 般 称 为 Rolle 定理 , 它 有 特别 的 重要 性 . 

定理 B 如 果 $(z) 在 闭 区 间 连 续 , 且 在 开 区 间 可 导 , 又 它 在 端点 a,b 处 的 值 
是 相等 的 , 那么 在 开 区 间 内 存在 一 点 , 使 得 内 (7) = 0. 

可 以 假设 


如 果 %(a) =6(b) = 大 且 大 关 0, 则 可 以 用 %(z) 一 kk 来 代替 9(z). 

这 里 有 两 种 可 能 性 . 如果 在 整个 区 间 (a,b) 都 有 %(z) = 0, 那么 对 a <z 
< 都 有 4 (z) = 0, 这 样 就 无 需 证 明了 . 

如 果 反 过 来 %(z) 并 不 总 取 值 0, 那么 就 存在 z 的 值 使 得 它 取 正 的 或 者 负 的 值 . 
比方 说 , 假设 它 有 时 取 正 的 值 . 那么 , $ (x) 在 (a, 叫 中 就 有 一 个 上 界 M, 且 根 据 第 
103 节 的 定理 2 可 知 , 对 于 (a,b) 中 某 个 &, 有 4%(z) = M 成 立 ; 显然 , 5 不 是 a 或 者 
5. 如 果 少 (5) 是 正 的 或 者 是 负 的 , 那么 根据 定理 A, 就 有 接近 的 z 的 值 ( 它 位 于 # 
的 某 一 边 ), 使 得 在 该 点 有 %(z) > M 成 立 , 这 与 M 的 定义 矛盾 . 从 而 有 V'(z) = 0. 

推论 1 如 果 由 (z) 在 闭 区 间 连 续 , 且 在 开 区 间 可 导 , 又 对 开 区 间 中 每 个 z 有 
9 (ZI) > 0, 那么 在 整个 区 间 上 9 (z) 都 是 工 的 增加 函数 (在 第 95 节 的 严格 意义 下 ). 

我 们 需要 证 明 : 对 a<zi<zz< 有 由 (zi) < (z2). 首先 假设 a < zl < zz <b. 

如 果 %(zi) = %(zz), 那么 根据 定理 B, 在 zi 与 zz 之 间 就 存在 zx, 使 得 W' (z) = 
0, 这 与 假设 矛盾 . 


@ 与 第 5 章 杂 例 中 第 19 题 比 较 . 
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如 果 %(zi) > $(z2), 那么 根据 定理 A, 就 存在 一 个 接近 且 大 于 zl 的 za, 使 得 
9 (z3) > $6(z1) > $(z2). 这 样 一 来 , 根据 第 101 节 , 在 zs 与 zz 之 间 就 存在 一 个 
za, 使 得 (za) = 9(z1). 于 是 , 根据 定理 B, 在 zi 与 z4 之 间 就 存在 一 个 z, 使 得 
9' (zx) = 0, 这 再 次 与 假设 矛盾 . 

由 此 推出 有 $ (zi) < $ (72). 

剩 下 要 将 此 不 等 式 推广 到 zi = a 或 者 ra = 的 情形 中 去 . 由 我 们 已 经 证 明 的 
结果 可 推出 : 如 果 a < 工 <z <b, 那么 


$(7) < $7'), 
所 以 , 当 z 从 右边 趋向 a 时 , $ (z) 是 严格 减少 的 . 因此 


%(a) = .limog(z) < (2). 


类 似 地 有 
g(z) < $(b). 
推论 2 ”如 果 在 整个 区 间 (a,b) 都 有 VW (z) > 0, 且 d(a) > 0, 那么 $(7z) 在 整 
个 区 间 都 是 正 的 . 


读者 应 该 将 这 些 推论 中 的 第 一 个 与 定理 A 仔细 加 以 比较 . 如 果 与 在 定理 A 中 
一 样 , 仅仅 假设 y(z) 在 单独 一 点 z = zo 是 正 的 , 那么 我 们 可 以 证 明 : 当 zi 与 zz 
充分 接近 zo 且 zl < zo < zz 时 有 9(z1) < 5(z2) 成 立 , 这 是 因为 根据 定理 A 有 
(Zz1) < g(zo) 以 及 8(z2) > bp (zo). 但 是 这 并 没有 证 明 存在 一 个 包含 zo 的 区 间 ， 
在 这 整个 区 间 中 $ (z) 都 是 递增 的 函数 , 因为 “zi 与 z2 位 于 zo 的 相反 的 两 边 ” 这 
一 假设 对 我 们 的 结论 来 说 是 至 关 重 要 的 . 随后 (在 第 125 节 中 ) 我 们 还 将 回 到 这 一 
点 , 并 用 一 个 实际 的 例子 来 加 以 说 明 . 


123. 极 大 和 极 小 


我 们 将 把 %(z) 在 z = & 所 取 的 值 5(&) 称 为 一 个 极 大 值 (maximum), 如 果 
(5) 大 于 %(z) 在 zx = 的 一 个 邻 域内 所 取 的 任何 其 他 的 值 , 也 就 是 说 , 如 果 我 们 
能 找到 z 的 值 的 一 个 区 间 (5 一 s, 上 +es), 使 得 当 & 一 2 <z <8 以 及 E<x<t+e 
时 都 有 6 (8) > $b(z); 可 以 用 同样 的 方式 定义 极 小 值 (minimum). 于 是 图 36 中 诸 点 
4; 对 应 于 绘 出 其 图 形 的 函数 的 极 大 值 , 而 诸 点 B; 则 对 应 于 该 函数 的 极 小 值 . 应 该 
注意 的 是 : 4s 对 应 于 一 个 极 大 值 , 而 Bi 对 应 于 一 个 极 小 值 这 样 一 个 事实 与 该 函数 
在 Bi 的 值 大 于 在 43 的 值 这 一 事实 并 无 任何 抵触 之 处 . 

定理 C ”可 导 函 数 gd(z) 在 z= 二 & 的 值 是 极 大 值 或 者 极 小 值 的 一 个 必要 条 件 
是 少 (5) =0. 
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这 立即 可 由 定理 A 得 出 . 由 图 36 中 的 C 点 显然 可 见 , 定理 的 这 一 条 件 不 是 充 
分 的 . 例如 , 如 果 y = z3, 则 有 y' (zx) = 3z2, 它 当 z = 0 时 取 值 为 零 . 但 是 , 正如 从 
z3 的 图 形 显然 可 见 的 那样 (第 23 节 图 10), z = 0 既 不 是 z3 的 极 大 值 点 , 也 不 是 
它 的 极 小 值 点 . 


4 


访 
图 36 


但 是 , 如 果 从 (5) = 0, 对 所 有 小 于 且 接 近 & 的 z 的 值 都 有 V' (x) > 0, 而 对 所 有 
大 于 且 接近 5 的 了 的 值 都 有 只 (7) < 0, 那么 在 z=& 肯定 有 一 个 极 大 值 ; 又 如 果 这 
两 个 不 等 式 的 符号 反 过 来 , 那么 在 该 点 必定 有 一 个 极 小 值 . 因为 这 样 的 话 , 我 们 就 
能 (根据 第 122 节 的 推论 1) 确定 一 个 区 间 (5 - e,é), 在 整个 这 一 区 间 中 6 (z) 随 x 
一 起 增加 , 又 可 以 确定 一 个 区 间 (&, + ), 在 整个 这 一 区 间 中 当 z 增加 时 %(z) 减 
小 . 

此 结果 也 可 以 这 样 来 加 以 陈述 ， 如果 (x) 的 符号 在 z = & 从 正 的 变 成 负 的 ， 
那么 z = 给 出 %(z) 的 一 个 极 大 值 ; 而 如 果 少 (z) 的 符号 在 z = 从 负 的 变 成 正 
的 , 那么 z= 给 出 %(z) 的 一 个 极 小 值 . 

如 同 我 们 已 经 定义 的 那样 , 极 大 值 是 严格 的 极 大 值 ; 对 所 有 接近 ¢ 的 z 都 有 
$(&) > g(z). 可 以 放宽 我 们 的 定义 , 仅仅 要 求 对 所 有 接近 的 > 都 有 4 (5) > $(z) 
成 立 , 例如 , 根据 这 个 定义 , 常数 对 于 变量 的 每 一 个 值 都 有 一 个 极 大 值 (以 及 一 个 极 
小 值 ). 定理 C 仍然 为 真 . 

一 个 极 大 值 或 者 极 小 值 也 常 称 为 一 个 “ 极 " 值 或 者 “转向 " 值 . 


124. 极 大 和 极 小 ( 续 ) 


还 有 另外 一 种 表述 极 大 值 或 者 极 小 值 的 条 件 的 方法 , 它 常常 是 有 用 的 . 

让 我 们 假设 5(z) 有 二 阶 导数 4' (z): 这 当然 不 能 从 V (z) 的 存在 性 得 出 , 正 
如 VW (z) 的 存在 性 不 能 由 $(z) 的 存在 性 得 出 ; 但 是 在 这 种 情形 , 如 同 我 们 现在 可 
能 要 过 到 的 情形 那样 , 该 条 件 一 般 来 说 是 满足 的 . 

定理 D 如果 (8) =0 且 (8) 关 0, 那么 plz) 在 z=& 有 一 个 极 大 值 或 
者 极 小 值 . 如 果 VW'(&) < 0, 则 取 极 大 值 , 而 当 gp (5) > 0 时 取 极 小 值 . 

例如 , 假设 ‰' (65) < 0. 那么 由 定理 A 可 知 , 当 z 小 于 但 充分 接近 于 & 时 ， 
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几 (z) 是 正 的 , 而 当 x 大 于 & 但 充分 接近 于 时 , % (z) 是 负 的 . 从 而 = = 给 出 极 
大 值 . 


125. 极 大 和 极 小 ( 续 ) 


上 面 我 们 假设 了 $ (z) 在 所 讨论 的 区 间 中 所 有 z 的 值 都 有 导数 . 
如 果 上 述 条 件 不 满足 , 定理 将 不 再 成 立 . 例如 , 定理 B 对 于 函数 


y=1— V(z’) 


失效 , 其 中 的 平方 根 取 正 号 . 这 个 函数 的 图 形 画 在 图 37 中 . 
这 里 有 %(-1) = 4(1) = 0: 但 是 , 如 同 从 图 中 显然 可 以 看 
到 的 那样 , 如 果 z 是 负 的 , 则 w(x) 等 于 1, 而 如 果 z 是 
正 的 , 则 少 (z) 等 于 -1, 且 VW (z) 不 会 为 零 . 对 z=0 没 < 
有 导数 存在 , 且 在 P 点 图 形 没 有 切线 . 在 此 情形 x =0 显 
然 给 出 %(z) 的 一 个 极 大 值 , 但 是 极 大 值 的 判别 法 失效 . 

然而 , 仅 有 的 导数  (z) 的 存在 性 是 我 们 假设 的 全 部 内 容 . 这 里 还 有 一 个 我 们 
未 曾 做 过 的 假设 , 即 : wy (z) 本 身 是 一 个 连续 函数 , 这 提出 了 一 个 有 趣 的 问题 , 是 否 
可 能 一 个 函数 %(z) 对 所 有 z 的 值 都 有 导数 , 而 (x) 本 身 却 是 不 连续 的 呢 ? 换 句 
话说 , 一 条 曲线 能 否 在 每 个 点 都 有 切线 , 然而 切线 的 方向 却 不 是 连续 变化 的 呢 ? 起 
初 常识 倾向 于 否定 的 答案 ; 但 是 不 难 指出 这 个 回答 是 错误 的 . 

考虑 当 z 关 0 时 由 方程 


图 37 


$ (7) = z2sin (1/z) 


来 定义 的 函数 %(z), 并 假设 %(0) = 0. 那么 %(z) 对 所 有 z 的 值 都 是 连续 的 . 如 果 
Zz 关 0, 那么 
$ (1) = 2zsin (1/z) 一 cos (1/7); 


而 


Wsin(Uh) _, 
一 人 人 一 0 


$ (0)= lim 

所 以 y' (z) 对 所 有 z 的 值 都 是 存在 的 ， 但 是 W (z) 在 z = 0 并 不 连续 ; 因为 

2zsin (1/z) 当 z 一 0 时 趋向 零 , 而 cos(1/z) 则 在 不 定 元 的 界限 值 -1 与 1 之 
间 振 荡 , 所 以 和 (z) 也 在 同样 的 范围 内 振荡 . 

实际 上 同样 的 例子 也 能 用 来 说 明 第 122 节 末 尾 所 提 及 的 问题 . 假设 当 z 关 0 时 


$ (7) = z2 sin (1/z) + az, 


218 纯 数 学 教程 


其 中 0<a<1, 且 6(0)=0. 则 有 (0) = a > 0. 于 是 第 122 节 定理 A 中 的 条 件 
是 满足 的 . 但 是 如 果 z 冯 0, 那么 


$ (1) = 27sin(1/z) 一 cos(1/z) +a 


当 z 一 0 时 它 在 不 定 元 的 界限 值 a 一 1 与 +1 之 间 振 荡 . 由 于 a 一 1<0, 我们 可 
以 求 得 的 任意 接近 于 零 的 值 , 使 得 在 该 处 有 少 (z) < 0 成 立 ; 这 样 一 来 , 不 可 能 
找到 任何 包含 z = 0 的 区 间 , 在 整个 这 个 区 间 中 4 (z) 都 是 z 的 递增 函数 . 

然而 , 要 想 VW (z) 具有 第 5 章 ( 例 XXXVII 第 (18) 题 ) 所 说 的 “简单 的 " 不 连 
续 性 是 不 可 能 的 . 

如 果 当 z 一 +0 时 有 (zr) 一 a, 而 当 z 一 -0 时 有 Y'(z) 一 b, 且 Ww (0) = ec， 
那么 a=5=c, 且 YW (z) 在 z= 0 是 连续 的 . 作为 证 明 请 见 第 126 节 例 XLVII 第 
(5) 题 . 

例 XLVI 

(DD) 对 9$(z)=(z 一 9)”(z 一 )” 以 及 9(z) = (z 一 a)"(z 一 b)"(z 一 c)? 验证 定 
理 B, 其 中 m,n,p 是 正 整 数 , 而 a < b < c. 
[第 一 个 函数 当 x = a 以 及 z = 6b 时 等 于 零 . 且 


$7)= 7-0)" sb)" {m+n)r— mb— na} 


在 z= (mb 二 na)/(m 十 n) 时 等 于 零 , z 的 这 个 值 介 于 a 和 5 之 间 . 在 第 二 种 情形 ， 
我 们 需要 验证 : 二 次 方程 


(m+tnt+p)z—{m(b+o)+n(cta)+p(at+b)}r+mbct+ncat+pab=0 


有 介 于 a 和 4。 之 间 以 及 介 于 b 和 c 之 间 的 根 . ] 

(2) Ea: Zz 一 sinz 在 zx 的 任何 区 间 中 都 是 增 函 数 , 而 tanz-z 当 z 从 -入 
增加 到 1 57 时 是 增加 的 . 对 于 a 的 什么 样 的 值 , az - sinz 是 zx 的 北 增 或 者 递减 
数 ? 

(3) 证明 z/(sinz) 从 z=0 到 z= 3 是 递增 的 . (Math. Trip. 1927) 

(4) 证 明 : tanz 一 + 从 z= 3 到 z= Bn、 从 z= 3 到 z= Br 都 是 增 
加 的 , 并 推导 出 : 方程 tanz = z 在 每 一 个 这 样 的 区 间 中 有 且 仅 有 一 个 根 (参见 例 
XVII 第 (4) 题 ). 

(5) 由 第 (2) 题 推导 出 : 如 果 z>0, 则 有 sinz-z<0, 由 此 推出 cosz-143z? > 0， 
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并 由 此 推出 snz 一 z 十 > 0. 一 般 地 , 证 明 : 如 果 


2 2m 
了 和 : 
et _¥ ， 
C2m 一 cosZ 一 1 十 pn (—1) Gy 
3 2m+1 
; T m_w 
So2m+1 = sinz 一 Zz 十 可 —…—(—1) mr 


且 z > 0, 那么 Czm 和 Sm+l 是 正 的 或 者 负 的 , 要 根据 m 是 奇数 还 是 偶数 来 决定 . 

(6) 如 果 f(z) 和 f(z) 是 连续 的 , 且 在 区 间 (a,6) 中 每 一 点 有 相同 的 符号 , 那 
么 这 个 区 间 只 能 包含 方程 1 (z) = 0 和 f'(z) = 0 中 任意 一 个 方程 的 至 多 一 个 根 . 

(7) 函数 u,v 以 及 它们 的 导数 w,v 在 z 取 值 的 某 个 区 间 中 都 是 连续 的 , 且 
uv' 一 uw 在 该 区 间 中 任何 点 都 不 为 零 . 证 明 : u = 0 的 任意 两 个 根 之 间 都 有 vw = 0 
的 一 个 根 , 且 反之 亦 然 . 对 于 wu = cosz,v = sinz 验证 定理 . 

[如 果 vw 在 w = 0 的 两 个 根 (比方 说 就 是 a 和 6) 之 间 不 变 为 零 , 那么 函数 
w/v 在 整个 区 间 (a, 6) 中 都 是 连续 的 , 且 在 它 的 端点 处 取 值 为 零 ， 于 是 (w/v) = 
(wv 一 wu) /如 必定 在 a 与 8 之 间 取 到 零 , 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . ] 

(8) 求 z3 - 18z2 + 96z 在 区 间 (0,9) 中 的 最 大 值 与 最 小 值 . (Math. Trip. 1931) 

(9) 讨论 函数 (z -a)”(z 一 5b)” 的 极 大 值 与 极 小 值 , 其 中 m 和 n 是 任意 的 正 
整数 , 根据 m 和 n 取 奇 数 或 者 偶数 所 出 现 的 不 同 的 情形 加 以 考虑 . 概略 绘 出 此 函 
数 的 图 形 . 

(10) 证 明 : 当 z = 1 时 函数 (z + 5)2 (z3 一 10) 有 一 个 极 小 值 , 并 研究 它 的 其 他 
的 转向 值 . (Math. Trip. 1936) 


(11) 证 明 : 
(< 下) (4 一 3z2) 
恰 只 有 一 个 极 大 值 且 恰 只 有 一 个 极 小 值 , 并 证 明 它 们 的 差 是 
4 TY 
(< 四 3) . 
对 于 不 同 的 a 的 值 , 这 个 差 的 最 小 值 是 什么 ? (Math. Trip. 1933) 
(12) 证 明 : 不 论 a,b,c,d 取 什 么 样 的 值 , (az + 中 / (cz + d) 都 没有 极 大 值 或 者 


极 小 值 . 画 出 这 个 函数 的 图 形 . 
(13) 讨论 当 


y= (ar? +2bzr +c)/ (Ar?+2Bzr+C) 
的 分 母 有 复数 根 时 , 该 函数 的 极 大 值 以 及 极 小 值 . 
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[我 们 可 以 假设 a。 和 4 是 正 的 , 如 果 
(ar+b) (Br+C)— (Azr+B)(br+ce)=0, (1) 


则 其 导数 为 零 . 此 方程 必 有 实 根 . 因为 如 果 其 导数 并 不 总 是 有 相同 的 符号 , 则 这 是 
不 可 能 的 , 这 是 由 于 y 对 z 的 所 有 的 值 都 是 连续 的 , 且 当 z 一 +ee 或 者 z 一 -oo 
时 有 y 一 a/4. 容易 验证 : 该 曲线 与 直线 y = a/4 交 于 一 点 且 仅 交 于 一 点 , 对 于 
的 很 大 的 正 的 值 , 此 点 位 于 该 直线 的 上 方 , 而 对 于 x 的 很 大 的 负 的 值 , 此 点 位 于 该 
直线 的 下 方 , 或 者 反 过 来 , 这 要 根据 ba > B/4 还 是 b/a < B/4 来 确定 . 于 是 , 如 
果 wa > B/4, 则 (1) 的 较 大 的 那个 代数 根 将 给 出 一 个 极 大 值 , 而 在 相反 的 情形 它 
给 出 一 个 极 小 值 . ] 

(14) 极 大 值 和 极 小 值 本 身 是 使 得 az? +2bz +c 一 和 (Az? +2Bz+C) 成 为 完全 
平方 数 的 和 的 值 . [这 就 是 条 件 : y = 和 应 该 与 该 曲线 相 切 . ] 

(15) 如 果 Ax? +2Bz+C = 0 有 实 根 , 那么 如 下 进行 讨论 是 很 方便 的 . 我 们 有 

a 2A7+4 
YA™ A(ATi+IBr +O) 
其 中 入 = 464 一 aB,h = cA 一 aC. 进一步 将 2Ar + 记 为 ,将 (4/4X7) (hy 一 a) 记 
为 小 我 们 就 得 到 形 如 
7=é€/{(£—p)(€—q)} 

的 一 个 方程 . y 的 一 个 极 小 值 ( 视 之 为 z 的 一 个 函数 ) 对 应 于 w 的 一 个 极 小 值 ( 视 
之 为 & 的 一 个 函数 ), 且 反 之 亦 然 , 对 极 大 值 有 类 似 的 结论 . 

如 果 

(€—PD)(E -0)—é(€—p)—é( -9)=0, 

或 者 如 果 &? = pg, 那么 关于 & 的 导数 等 于 零 . 于 是 , 如 果 p 和 9 有 同样 的 符号 ， 
那么 导数 就 有 两 个 根 , 而 如 果 p 和 4 有 相反 的 符号 , 那么 导数 就 没有 根 . 在 后 一 种 
情形 , ”的 图 形 画 在 图 38a 中 . 


A MN 
Hi 
(a) 

图 38 


(b) 


图 39 


当 p 和 4 是 正 数 时 , 图 的 一 般 形 式 画 在 图 38b 中 , 容易 看 出 : & = V(pg) 给 出 
一 个 极 大 值 , 而 上 = - VCz9) 则 给 出 一 个 极 小 值 
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如 果 入 = 0, 也 即 a/4 = 5/B, 则 上 面 的 讨论 不 再 适用 . 但 是 , 在 此 情形 我 们 有 ， 
比方 说 


y—(a/4)=1/ {A(Ar?+2Br+C)}=4/ {A? (z — z1) (z — z2)}, 


而 dy/dz = 0 就 给 出 单独 一 个 值 = = 3 (z1 + za). 画 出 图 就 会 清楚 地 看 出 : 这 个 值 
给 出 一 个 极 大 值 还 是 极 小 值 , 要 根据 / 是 正 的 还 是 负 的 来 决定 . 图 39 中 所 画 的 图 
与 前 一 种 情形 相对 应 . 
(16) 证 明 : 如 果 7 在 a 和 有 之 间 , 那么 当 z 变化 时 , (z -a)(z 一 8)/(z 一 7) 
取 到 所 有 的 实数 值 , 在 相反 的 情形 , 它 取 除 了 包含 在 一 个 长 度 为 4V(la = ?5 一 ?TD 
区 间 之 中 的 数值 之 外 所 有 的 值 . 
(17) 证 明 : 如 果 0<c<1, 那么 
Z2 十 2z 十 c 
Z2 十 4r 十 3c 
能 取 到 任意 的 实数 值 , 并 画 出 该 函数 在 此 情形 的 图 形 . (Math. Trip. 1910) 
(18) 


至 


y 


= ar+b 
?一 人 -UDC 有 


的 图 形 在 点 (2, -1) 有 一 个 转向 点 . 求 出 a 和 bb, 并 证 明 : 在 该 转向 点 的 值 是 一 个 极 


大 值 . 画 出 此 曲线 的 略图 . (Math. Trip. 1930) 
(19) 确定 形 如 (az? +2bz + cj) / (Az? +2Bz+C) 的 函数 , 使 得 它 在 > = 1 和 
z= -1 分 别 有 转 向 值 2 以 及 3, 并 当 z = 0 时 取 值 2.5. (Math. Trip. 1908) 


(20) (z 二 a) (z +/(z 一 a) (z 一 b) 的 极 大 值 与 极 小 值 是 
-( 和 9 -后 间 


Va- vb Vat+vb 
其 中 a 和 6b 是 正 数 . 2 
(21) (z 一 1)?/(z +1 的 极 大 值 是 过， 
(22) 讨论 
z(z—1) 4 (z— 1)? (3z2 — 2z— 37) 
z2+37+3” (z—1)(z—3) (z+5) (3z?2— 14r—1) 
的 极 大 值 以 及 极 小 值 . (Math. Trip. 1898) 


[如 果 将 最 后 一 个 函数 记 为 P(z) /8 (z), 可 以 求 得 


PQ— PQ =72(7—7)(z—3)(z— D(z+l)(z+2) (z+5),] 
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(23) 求 acosz 十 bsinz 的 极 大 值 与 极 小 值 . 通过 将 函数 表 成 4cos (z - a) 的 形 
式 来 验证 此 结果 . 
(24) 证 明 : sin (x +a) /sin(z +b) 没有 极 大 值 或 者 极 小 值 . 画 出 该 函数 的 图 形 . 
(25) 证 明 : 函数 
sin2z 
sin (z+a)sin(z+5b) 
有 无 穷 多 个 等 于 零 的 极 小 值 以 及 无 穷 多 个 等 于 
sinasinb 
sin? (a —b) 
的 极 大 值 . (Math. Trip. 1909) 
(26) 当 ab > 0 时 , a? sec? z 十 bcosec?z 的 最 小 值 是 (a + 0)*. 
(27) 证 明 : tan3zcot2z 不 可 能 介 于 3 和 3 之 间 . 
(28) 证 明 : sinmz cosecz 的 极 大 值 与 极 小 值 由 tan mz = mtanz 给 出 , 其 中 到 
是 一 个 整数 ; 并 推导 出 


(0<a<b<7) 


sin? mz < m? sin27z. (Math.Trip.1926) 


[注意 到 , 在 极 大 值 或 者 极 小 值 处 有 


sin2mz 2cos2mnz 2 1+tan2z 2 1+tan?z 
sinzz cos5z 一 ”Ttan27T 一 ” 工 二 7atanz | 
(29) 求 由 
人 = sin2z 十 2cosz 十 1 
所 定义 的 函数 的 极 大 值 以 及 极 小 值 , 其 中 ad # bec. (Math. Trip. 1928) 
(30) 证 明 : 如 果 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 与 另 一 边 的 长 度 之 和 已 经 给 定 , 那么 该 
三 角形 的 面积 当 这 两 边 的 夹 角 是 60" 时 有 最 大 的 面积 . (Math. Trip. 1909) 


(31) 通过 一 个 固定 点 (a,5) 画 一 直线 与 OX 轴 、 OY 轴 分 别 交 于 已 和 @. 证 
明 : PQ, OP+OQ 以 及 OP.00 的 最 小 信 分 别 是 (os 十 三 ) (Va+ VE) 和 ob 

(32) 椭圆 的 一 条 切线 与 坐标 轴 交 于 P 和 Q. 证 明 : PQ 的 最 小 值 等 于 该 本 加 
诸 半 轴 之 和 |. 

(33) 一 条 小 起 与 一 条 18 英尺 宽 的 马路 成 直角 相交 , 间 这 条 小 巷 应 有 多 宽 , 才 
能 使 得 一 根 45 英尺 长 的 杆 刚好 可 以 从 马路 进入 到 小 巷 中 , 且 保持 杆 始终 是 水 平 放 
置 的 ? (Math. Trip. 1934) 
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(34) 点 4 和 B 位 于 一 条 直线 上 , 它们 与 该 直线 上 一 个 固定 点 O 的 距离 相等 ， 
且 位 于 该 点 相反 的 两 边 ; P 是 不 在 该 直线 上 的 一 个 固定 点 . 证 明 4P+ BP 与 4B 
同时 增加 . (Math. Trip. 1934) 
(35) 求 圆锥 曲线 
ar?+2hry+ by =1 
的 轴 的 长 度 和 方向 . 
[与 z 轴 交 成 9 角 的 半 直 径 的 长 度 7 由 


1/r? = acos20 十 2hcosbsing 十 bsin20 


给 出 .+ 取 极 大 值 或 者 极 小 值 的 条 件 是 tan 26 = 2h/ (a 一 中. 在 这 两 个 方程 之 间 消 
去 0, 我 们 得 到 
{a= (1/7)} 也- (= 让] 
(36) az 十 好 的 最 大 值 是 


2kV(a2 — ab + b2), 


其 中 x 和 yy 是 正 数 , 且 满 足 zz 十 zy 十 y= 3k2. 

[如 果 az + by 是 一 个 极 大 值 , 那么 e+b(dy/dz) = 0. z 和 之 间 的 关系 给 出 
(2z 十 ) 十 (Zz 十 2y) (dy/dz) = 0. 令 dy/dz 的 这 两 个 值 相等 . ] 

(37) z™y" 的 最 大 值 是 


m™nk™tn) (m+n)™™, 


其 中 zx 和 y 是 正 数 , 且 满 足 zx + y=. 
(38) 如 果 0 和 5 是 满足 关系 式 


asecb 十 bsec 由 一 C 


的 锐角 , 其 中 a,b,c 是 正 数 , 那么 , 当 0 = 时 , acos9 十 bcosy 是 一 个 极 小 值 . 
126. 中 值 定理 
现在 我 们 可 以 着 手 来 证 明 另 外 一 个 极 具 重 要 性 的 定理 , 此 定理 通常 称 为 “中 值 


定理 * (the mean value theorem, or, the theorem of the mean). 
定理 ”如 果 $(7) 在 闭 区 间 (a,b) 连续 , 且 在 该 开 区 间 可 导 , 那么 存在 一 个 介 
于 a 和 bb 之 间 的 值 5, 使 得 


$(6) — ba) = (ba) (0). 
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在 我 们 对 此 定理 ( 它 是 微分 学 中 最 重要 的 定理 
之 一 ) 给 出 一 个 严格 的 证 明之 前 , 首先 指出 它 的 几 
何 意义 是 值得 的 . 简单 地 说 , 如 果 曲 线 4PB( 见 图 
40) 在 它 上 面 所 有 的 点 处 都 有 切线 , 那么 就 必定 有 
像 已 这 样 的 一 个 点 存在 , 使 得 在 该 点 处 的 切线 与 
AB 平行 . 因为 VW (6) 是 在 P 点 的 切线 与 OX 所 
夹 角 的 正切 , 而 {6 (6) -9(a)}/ (5b 一 a) 则 是 4B 与 
图 40 OX 夹 角 的 正切 , 故 可 得 定理 结论 . 
容易 给 出 一 个 严格 的 证 明 . 考虑 函数 


$0) -6(7) -$=E {6(0) —$(0)}, 


当 z =a 以 及 z=b 时 它 取 值 为 零 . 故而 从 第 122 节 的 定理 B 推出 : 存在 & 的 一 
个 值 , 使 得 在 该 点 处 的 导数 为 零 . 但 是 它 的 导数 是 
BO)— pla) i. 
ee $ (7); 
这 就 证 明了 定理 . 应 该 再 次 注意 的 是 , 并 没有 假设 W (z) 是 连续 的 . 
将 中 值 定理 表 成 形式 
$(b)=p(a)+(b—a)g {a+0(b—a)} 


常常 是 很 方便 的 , 其 中 9 是 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 数 . 当然 , a + 0(5 一 a) 仅仅 是 
“ 介 于 a 和 。b 之 间 的 某 个 数 6" 的 另 一 种 表述 方式 . 如 果 置 b = a +h, 我 们 得 到 


blath)=9(0) + hy {a+Oh}, 


这 是 此 定理 最 经 常 使 用 的 形式 . 
例 XLVII 
(1) 证 明 : 
$(b) 一 由 (Z) 一 —$(0)} 


是 曲线 上 一 个 点 的 纵 坐 标 与 弦 上 对 应 的 点 的 纵 坐 标 之 差 . 

(2) 对 于 4%(z) = z2 以 及 9(z) = z3 验证 定理 . 

[在 后 一 种 情形 ， 我 们 需要 证 明 ( 妈 -oa3) / (6b 一 a) = 362, 其 中 a<&<b; 即 要 
证 明 : 如 果 = 3 (0 +ab+ or ) = &, 那么 & 介 于 a 和 ?之 间 . ] 

(3) 当 


a CC “三 训 b=3 
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时 , 求 中 值 定 理 中 的 &. (Math. Trip. 1935) 

(4) 用 中 值 定理 来 证 明 第 122 节 推 论 1. 还 要 证 明 : 如 果 4 (z) > 0, 那么 $ (x) 
是 一 个 在 较 弱 意 义 下 的 增 函 数 . 

(5) 用 中 值 定理 来 证 明 第 125 节 末尾 所 陈述 的 定理 . 

[由 于 (0) = c, 我 们 可 以 求 得 z 的 一 个 小 的 正 数 值 , 使 得 {6 (z) 一 6(0)} /z 
接近 等 于 c; 这 样 一 来 , 根据 定理 可 知 , 就 存在 一 个 小 的 正 数值 5, 使 得 % (5) 接近 
等 于 c, 这 与 dim (zx) =a 矛盾 , 除非 a= c. 类 似 地 有 b= c. ] 

(6) 利用 中 值 定理 证 明 第 114 节 的 定理 (6), 假设 所 出 现 的 导数 是 连续 的 . 

[我 们 有 

F{f (z+h)}—F{f(z)}= FI{f (2)+hf (8)} — F {f(z)} 
= hf’(é) F" (n), 
其 中 位 于 zx 与 z+h 之 间 , 而 w 则 位 于 f(z) 与 (z) + 7 (8) 之 间 . ] 

(7) 证 明 : 如 果 


:< 证 二 pp 症 


那么 方程 ozn" + a1z"-! 十 … 十 an_17 十 an = 0 至 少 有 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 根 . 
(Math. Trip. 1929) 


十 an = 0， 


127. 中 值 定理 ( 续 ) 

中 值 定理 对 积分 论 中 一 个 基本 定理 给 出 一 个 证 明 : 如 果 对 于 区 间 中 所 有 x 的 
值 都 有 内 (z) = 0, 那么 由 (z) 在 该 区 间 中 是 一 个 常数 . 

因为 , 如 果 a 和 bb 是 z 在 该 区 间 中 的 任意 两 个 值 , 那么 

$lb)— $la)=(0 -a {a+0(0 -a)}=0. 

它 的 一 个 直接 推论 是 : 如 果 在 一 个 区 间 中 有 9 (z) = w'(z), 那么 函数 %(z) 和 (zx) 
在 该 区 间 中 相差 一 个 常数 . 
128. Cauchy 中 值 定理 


有 一 个 由 Cauchy 得 出 的 中 值 定理 的 推广 的 结果 ， 它 在 应 用 中 有 相当 的 重 
要 性 

如 果 (i) 6(z) 和 多 (z) 在 闭 区 间 (a,b) 是 连续 的 , 且 在 该 开 区 间 中 可 导 ; (ii) w (5b) 
关 区 (ai (ii) % (z) 与 办 (z) 在 同一 个 z 的 值 从 不 同时 为 零 , 那么 在 a 与 b 之 间 存 
在 一 个 &, 使 得 


$0 -oo) _ HO) 
BO -ya) we 


oo 见 第 154 节 . 
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当 水 (z) = z 时 , 它 转化 为 中 值 定理 , 在 此 情形 , 附加 的 条 件 自动 得 以 满足 
其 证 明 是 第 126 节 中 定理 证 明 的 一 个 直接 的 推广 . 当 z =a 以 及 z=。 时, 函 
数 


$00) -00) — 90-S0) tw (0) -vo)} 


取 值 为 零 . 从 而 它 的 导数 在 a 与 5 之 间 的 某 个 € 处 为 零 . 如 果 4 (6) 为 零 的 话 , 则 
9' (5) 亦 然 , 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 故而 %' (5) 承 0, 用 ww (5) 来 除 就 得 到 定理 . 

假设 “9 (z) 与 (zx) 在 同一 个 z 的 值 从 不 同时 为 零 " 是 很 重要 的 . 例如 . 假设 

a=-l1, b=1, $=2, Wp=2. 

那么 (6) 一 9$(a) =0, 外 (6) 一 小 (a) = 2, 故而 , 如果 yw'(€) = 0, 也 即 如 果 上 = 0, 则 定 
理 的 结论 为 真 . 但 在 此 情形 w' (5) 也 为 零 , 从 而 该 公式 变 得 没有 意义 . 
129. Darboux 的 一 个 定理 

在 第 101 节 中 我 们 证 明了 : 如 果 %(z) 在 (a,5) 中 连续 , 那么 在 (a,b) 中 取 到 介 
于 g(a) 和 9(b) 之 间 的 每 个 值 . 还 有 其 他 类 型 的 函数 具有 这 个 性 质 , 特别 是 导 函 数 
组 成 的 类 . 如 果 (x) 是 函数 %(z) 的 导数 , 那么 (不 论 w (z) 连续 与 否 ) 它 都 有 所 
陈述 的 性 质 . 

如 果 几 (7) 在 a<z<b 中 可 导 , VW (a)=a, V(b)=B. 且 7 了 介 于 a 和 有 之 间 ， 
那么 在 a 和 b 之 间 存 在 一 个 5, 使 得 凡 (5) = 了. 

例如 . 假设 a < 7 < B, 并 令 

幼 (z) 一 -7?7(z 一 oa). 


那么 多 (z) 是 连续 的 , 从 而 它 在 (a,5) 中 的 某 个 点 上 处 可 以 取 到 它 在 (a,5) 中 的 下 
界 . 这 个 点 不 可 能 是 a 或 者 b, 这 是 因为 


ya)=a-7<0, WO)=-7>0. 
于 是 Ww(z) 在 a 与 5 之 间 的 一 个 点 5 处 有 一 个 极 小 值 ", 从 而 有 ww (€) = 0, 此 即 
(6)= 
130. 积分 


我 们 已 经 看 到 了 在 各 种 不 同 的 情形 如 何 来 求 出 一 个 给 定 函数 $(z) 的 导数 , 这 
也 包含 了 那些 最 常 出 现 的 情形 , 自然 要 考虑 相反 的 问题 : 确定 一 个 函数 . 使 它 的 导 
数 是 一 一 个 给 定 的 函数 . 


® 不 - - 定 是 严格 意义 的 极 小 值 ; 请 参见 第 123 节 倒 数 第 二 段 . 
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假设 少 (z) 是 给 定 的 函数 , 那么 我 们 希望 确定 一 个 函数 , 使 得 有 W (z) 一 消 (2)， 
稍 作 思 考 指出 , 此 问题 实际 上 可 以 分 成 三 个 部 分 . 

(1) 首先 . 我 们 想 要 知道 这 样 的 函数 是 否 存在 . 必须 将 这 个 问题 与 我 们 是 否 能 
找到 一 个 简单 的 公式 来 表示 这 个 函数 (假设 存在 这 样 的 函数 ) 这 一 问题 仔细 地 区 分 
开 来 . 

(2) 我 们 想 要 知道 是 否 可 能 有 多 于 一 个 这 样 的 函数 存在 , 也 即 这 个 问题 的 解 是 
否 是 唯一 的 ; 而 且 如 果 问 题 的 解 不 是 唯一 的 ， 那么 在 这 些 不 同 的 解 之 间 是 否 存在 一 
种 特殊 的 关系 , 使 得 我 们 能 够 用 其 中 任何 一 个 特殊 的 解 就 能 将 所 有 的 解 表 达 出 来 ? 

(3) 如 果 有 一 个 解 存在 , 我 们 希望 知道 怎样 求 出 它 的 一 个 实际 的 表达 式 . 

如 果 我 们 将 这 三 个 问题 与 关于 函数 的 求 导 所 提出 来 的 三 个 对 应 的 问题 加 以 比 
较 . 就 会 为 解读 这 三 个 问题 的 本 质 带 来 新 的 思路 . 

(1) 函数 6 (z) 有 可 能 对 所 有 z 的 值 都 有 导数 . 例如 , 像 z” 这 样 . 其 中 m 是 
一 个 正 整数 , 或 者 像 sin z 这样, 它 也 有 可 能 对 z 的 某 个 特殊 的 值 有 一 个 例外 , 像 
tanz 或 者 seczx 这 样 . 或 者 它 从 没有 导数 , 就 像 例 XXXVII 第 20 题 中 的 函数 那样 ， 
它 甚至 对 任何 z 都 不 是 连续 的 . 

最 后 这 个 函数 对 每 个 z 都 是 间断 的 , 而 且 tanz 和 secz 在 除了 间断 的 点 之 外 
都 是 可 导 的 ，E 的 例子 表明 : 一 个 连续 函数 有 可 能 对 特殊 的 z 的 值 (在 这 里 对 
zx = 0) 没有 导数 .是否 存 在 永远 没有 导数 的 连续 函数 或 者 是 否 存在 永远 没有 切线 
的 连续 曲线 呢 ? 这 是 一 个 到 目前 为 止 仍然 超出 我 们 能 力 范围 的 进一步 的 问题 . 常识 
给 出 的 回答 是 不 存在 : 但 是 . 如 同 我 们 在 第 112 节 中 已 经 说 过 的 那样 , 这 是 一 个 在 
高 等 数学 中 常识 被 证 明 有 误 的 例子 . 

但 是 . 无 论 如 何 显然 可 见 的 是 , “9 (z) 有 导数 w (z) 吗 ?” 这 一 问题 都 是 一 个 在 
不 同情 况 会 有 不 同 答案 的 问题 . 可 以 期 待 “ 是 否 存在 以 水 (z) 作为 其 导 函 数 的 函数 
$(z)? ”这 一 问题 也 会 有 不 同 的 答案 . 我 们 已 经 看 到 , 有 这 样 的 情形 存在 , 在 这 种 情 
形 里 问题 的 答案 是 否定 的 : 例如 , 如 果 少 (z) 根据 > 是 小 于 零 、 等 于 零 还 是 大 于 堆 
而 分 别 取 值 为 a,b 或 者 c, 那么 , 除非 a = b = c, 否则 问题 的 答案 是 这 样 的 函数 不 
存在 ( 例 XLVII 第 (5) 题 ). 

这 是 给 出 的 函数 为 间断 的 情形 ， 然 而 , 在 下 面 我 们 一 般 来 说 会 假设 水 (z) 是 
连续 的 . 此 时 间 题 的 答案 就 是 肯定 的 : 如 果 (Zz) 是 连续 的 , 那么 总 有 这 样 的 函数 
(x) 存在 , 使 得 几 (z) = 少 (z). 这 个 结论 的 证 明 将 在 第 7 章 中 给 出 . 

(2) 第 二 个 问题 没有 什么 困难 . 在 求 导 的 情形 我 们 有 导数 的 直接 定义 . 由 此 从 
一 开始 就 很 显然 不 可 能 有 多 于 一 个 解答 . 在 相反 的 问题 中 . 答案 几乎 同样 简单 , 这 
个 答案 就 是 : 如 果 %(z) 是 一 个 解 , 那么 , 对 于 任意 的 C 的 值 , 5 (z) + C 都 是 另外 
一 个 解 , 而 且 所 有 可 能 的 解答 都 包含 在 形 如 $ (zx) + C 的 表达 式 之 中 . 这 可 以 立即 
由 第 127 节 推 出 . 
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(3) 当 9 (z) 是 用 通常 的 函数 符号 的 某 个 有 限 组 合 所 定义 的 任何 一 个 函数 时 , 实 
际 寻 求 W (z) 的 问题 相对 来 说 是 一 个 较 简单 的 问题 . 而 相反 的 问题 则 要 困难 得 多 . 
这 种 困难 的 本 质 以 后 将 会 更 加 清楚 地 显现 . 

定义 ”如 果 (z) 是 由 (z) 的 导数 , 那么 我 们 就 称 (I) 是 小 (7) 的 一 个 积分 
(integral), 或 者 积分 函数 (integral function)?. 从 沙 (Z) 构造 出 $5(Z) 的 运算 称 为 积 
分 法 (integration). 

我 们 将 用 记号 

ol0) = [vaar 


表示 . 几乎 不 需要 指出 , 无 论 如 何在 目前 必须 像 对 待 .那样 将 | …dz 单纯 地 视 
为 一 个 运算 符号 : | 和 dz 本 身 的 含义 并 不 比 另 一 个 运算 符号 中 的 d 和 dz 的 含义 
更 多 . 
131. 实际 的 积分 问题 

本 章 前 面部 分 的 结果 使 得 我 们 能 立即 写 出 某 些 最 常见 的 函数 的 积分 . 例如 


Tmtl 


[a"ar = Joszas =sina, [azaz= ~eosz. (1) 


m+1’ 

这 些 公式 必须 被 理解 成 这 样 的 含义 : 右边 的 函数 是 积分 号 下 的 函数 的 一 个 积 
分 . 最 一 般 的 积分 当然 是 在 右边 函数 上 加 一 个 常数 C, 称 之 为 积分 的 任意 常数 . 

然而 对 于 第 一 个 公式 还 有 m = -1 这 种 例外 的 情形 . 果然 , 在 此 情形 该 公式 变 
得 没有 意义 , 这 是 因为 我 们 已 经 看 到 ( 例 XLII 第 (4) 题 ), 1/z 不 可 能 是 任何 多 项 式 
或 者 有 理 分 式 函数 的 导数 . 

在 下 一 章 里 将 要 证 明 , 确实 有 一 个 函数 F(z) 存在 , 使 得 DeF(z) = 1/z. 目前 
我 们 仅 满 足 于 假设 它 的 存在 性 . 这 个 函数 已 (z) 一 定 不 是 多 项 式 或 者 有 理 函 数 ; 可 
以 证 明 , 它 也 不 是 代数 函数 , 的 确 可 证 明 , FF (z) 是 一 个 本 质 上 全 新 的 函数 , 它 与 我 
们 已 经 考虑 过 的 任何 一 类 函数 无 关 , 也 就 是 说 , 它 不 可 能 用 与 它们 相对 应 的 那些 函 
数 符号 的 任何 的 有 限 组 合 来 加 以 表示 . 此 结论 的 证 明 过 于 琐 细 , 因而 没有 放 在 本 书 
中 ; 不 过 有 关 这 个 论题 的 某 些 进一步 的 讨论 可 以 在 第 9 章 中 找到 , 在 那里 对 F(z) 
的 性 质 作 了 系统 的 研究 . 

首先 假设 z 是 正 的 . 此 时 记 


dr 
| 至 =logz， (2) 
OD 现代 数学 语言 称 (z) 是 小 (z) 的 一 个 原 函 数 .而 将 (z) 的 所 有 原 函 数 作成 的 集合 称 为 (2) 的 
不 定 积分 . 一 译 者 注 
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我 们 将 把 这 个 方程 右边 的 函数 称 为 对 数 函数 (logarithmic function): 到 目前 为 止 它 
只 对 正 的 zx 有 定义 . 

其 次 假设 z 是 负 的 . 此 时 -zx 是 正 的 , 故而 log (-z) 有 前 面 所 述 的 定义 . 同样 
有 
所 以 当 z 为 负数 时 就 有 i 
| = log(—7). (3) 


也 


公式 (2) 和 (3) 可 以 合成 一 个 公式 
| 至 =log(tz)= logl|， (4) 


其 中 不 确定 的 符号 的 选取 是 要 保证 土 z 是 正 的 : 这 些 公 式 对 于 除 > = 0 以 外 的 所 
有 的 z 的 值 都 成 立 . 
在 第 9 章 中 将 要 证 明 的 log z 的 最 基本 的 性 质 由 以 下 诸 方 程 表示 


log1=0，log(l/z) = 一 logz，logry = log7 + logy. 
其 中 第 二 个 公式 是 第 一 个 公式 以 及 第 三 个 公式 的 显然 的 推论 . 对 于 本 章 的 目的 来 
说 , 实际 上 并 不 需要 假设 这 些 公 式 中 任何 一 个 公式 成 立 ; 但 是 它们 有 时 使 我 们 能 以 
比 其 他 情形 下 可 能 得 到 的 公式 形式 更 加 紧 姿 的 形式 写 出 我 们 的 公式 . 
由 上 面 最 后 一 个 公式 得 出 : 如 果 z > 0. 则 logz? 等 于 2logz, 而 当 z < 0 时 它 
等 于 2log (-z), 在 随便 哪 一 种 情形 它 都 等 于 2log |z|. 于 是 (4) 等 价 于 


| = S10g22. (5) 
(1)~(3) 中 的 5 个 公式 是 积分 学 的 5 个 最 基本 的 标准 形式 . 应 该 向 它们 当中 再 
添加 2 个 公式 , 也 即 
dz 


全 = arctanz, Js 三 土 arcsinz.? (6) 


132. 多 项 式 
第 114 节 的 所 有 一 般 性 的 定理 都 可 以 表述 成 为 积分 学 的 定理 . 例如 . 首先 我 们 
有 公式 
[w+ re = rat | F(a, 0 


人 @ 确定 正 负 号 的 规则 请 见 第 120 节 . 
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[i mar = |7 as. (2) 


当然 . 这 里 假设 了 任意 常数 要 适当 加 以 调节 . 例如 , 公式 (1) 的 结论 是 : f (z) 的 任 
意 一 个 积分 与 F(z) 的 任意 一 个 积分 之 和 都 是 f(z) + 下 (z) 的 一 个 积分 . 

这 些 定理 使 得 我 们 能 立即 写 出 形 如 沁 4,f, (z) 的 任何 形式 的 函数 的 积分 , 该 
函数 是 积分 为 已 知 的 有 限 多 个 函数 的 常数 倍 之 和 . 特别 地 , 我 们 可 以 写 出 任何 多 项 
式 的 积分 : 例如 


Tt+l QZ 
om +aa + tan) de = e+ 2 十 .十 anz。 
n+l n 


133. 有 理 函数 


下 面 自然 要 将 我 们 的 注意 力 转向 有 理 函 数 . 假设 R(z) 是 用 第 118 节 中 的 标准 
形式 表达 的 任意 一 个 有 理 函 数 , 也 就 是 用 一 个 多 项 式 I (z) 和 若干 个 形 如 4/ (z - a)? 
的 项 之 和 所 表示 的 函数 . 

我 们 能 立即 写 出 多 项 式 的 积分 以 及 除了 p = 1 之 外 的 所 有 其 他 的 项 的 积分 , 这 
是 因为 , 不 论 a 是 实数 还 是 复数 , 我 们 都 有 (第 118 节 ) 


| 4 qs___4 1 
人 -or pi az 


= 1 对 应 的 项 的 积分 将 有 更 多 的 困难 . 根据 第 114 节 的 定理 (6) 立即 推出 有 
| UY (ae = Pf (a). (3) 


特别 地 , 如 果 取 f (z) = az 二 5b, 其 中 a 和。 是 实数 , 并 将 玉 (z) 记 为 $(z), 将 Fr' (x) 
记 为 y(z), 所 以 %(z) 是 区 (z) 的 积分 , 我 们 得 到 


wert dar= 16(ar+)). (4) 


作为 例子 , 我 们 就 有 


dz 于 


特别 地 , 如 果 a 是 实数 , 则 有 


[ 千 =wslz-a 
za™ lslz—al. 


于 是 , 我 们 可 以 对 p = 1 以 及 a 为 实数 的 情形 写 出 R(z) 中 所 有 的 项 的 积分 , 剩 下 
的 就 是 p= 1 且 a 为 复数 的 项 了 . 
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为 了 处 理 这 些 项 , 我 们 要 引进 一 个 限制 性 的 假设 , 也 即 假设 : R(z) 中 所 有 的 系 
数 都 是 实 的 . 那么 , 如 果 a = 7+6i 是 Q (z) = 0 的 一 个 重 数 为 m 的 根 , 那么 它 的 
共 亏 复数 = 7 - 5i 亦 然 ; 又 如 果 一 个 部 分 分 式 Ap/ (z 一 a)” 在 R(z) 的 表达 式 中 
出 现 , 则 矶 /(z 一 本? 亦 然 , 其 中 本 是 4p 的 共 簿 复数 . 这 由 用 来 寻求 部 分 分 式 分 
解 的 代数 过 程 的 性 质 就 可 以 得 出 来 , 它 在 有 关 代数 学 的 专著 中 ”有 详尽 的 介绍 . 

例如 ， 如 果 在 R(z) 的 部 分 分 式 中 出 现 了 一 项 (A+ 种)/(z-Y 一 区 ， 那 么 
(一 /i)/(z 一 7 十 碚 亦 会 在 其 中 出 现 , 且 这 两 项 之 和 是 


2{AGC- 作 一 A6} 


(2—7) +62 
在 实际 问题 中 这 个 分 式 的 最 一 般 的 形式 是 
Ar+B 
ar?2 + 2br+e’ 
其 中 2 < ac. 读者 很 容易 验证 这 两 种 形式 的 等 价 性 , 和 ,7,5 用 4, B,a,b,c 来 表达 
的 公式 是 
4  D ,5 
2a’ 人 二 2aVA” Y= 人 人 人 


其 中 A=ac- 如 以 及 D=aB-bA. 
如 果 在 (3) 中 假设 {f(z)} 就 是 log|f (z)|, 则 可 得 到 


a 


而 如 果 进 一 步 假设 f(z) = (z 一 和 ?+ /2, 我 们 就 得 到 


[se{e -YY +e}. 


dz = log|f (z)|， (5) 


又 根据 第 131 节 中 的 方程 (6) 以 及 上 面 的 (4), 可 得 到 


一 251 rz- 和 
| Gym = —26arctan (SS*) 
这 两 个 公式 使 得 我 们 能 够 对 于 RR(z) 的 表达 式 中 所 考虑 的 两 项 之 和 进行 积分 ; 这 样 
我 们 就 能 写 出 任何 实 有 理 函数 的 积分 , 如 果 它 的 分 母 中 的 所 有 的 因子 都 能 被 确定 出 
来 . 任何 这 样 一 个 函数 的 积分 都 是 由 一 个 多 项 式 、 若 干 个 形 如 
4 
~p-1 (z—-a)”! 


名 例如 , 可 参见 Chrystal 所 著 Algebra 一 书 第 2 版 第 工 卷 第 151~159 页 . 
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的 有 理 函 数 、 若 干 个 对 数 函数 以 及 若干 个 反正 切 函数 之 和 所 组 成 的 . 

现在 仅 需 要 添加 如 下 一 点 : 如 果 a 是 复数 , 那么 刚刚 写 出 来 的 那个 有 理 函 数 总 
是 会 与 另外 一 个 有 理 函数 (在 该 有 理 函 数 中 将 4 和 a 分 别 用 它们 的 共 思 é 复 数 取代 
而 得 到 ) 一 起 同时 出 现 , 且 这 两 个 函数 的 和 是 一 个 实 的 有 理 函 数 . 

例 XLVIII 

(1) 证 明 : 如 果 A < 0, 则 有 


ar+b— VvV(-A) 
az 二 b+ V(-A)| 


| Ar+B 


A 
三 一 1 
az2 十 207 十 上 2a "8 Ixl+ 


2 
3aVEA) 
(其 中 义 =az? 十 2bz 十 c), 又 如 果 A> 0, 则 有 


Ar+B ee D ar+b 
| 2a log|X|+ ;全 ee 人 VA ) 


其 中 , A 和 DD 在 本 节 前 面 已 给 出 定义 . 
(2) 在 ac = 这 一 特殊 情形 , 该 积分 是 


-+ Sloglaz+dl. 
(3) 证 明 : 如 果 Q(z) = 0 的 根 全 都 是 实数 ， 且 各 不 相同 , 又 P(z) 的 阶 小 于 
Q(z) 的 阶 , 那么 
Ja(war= Hee-a, 
其 中 的 求 和 取 遍 @ (z) = 0 的 所 有 的 根 . 
[与 a 相对 应 的 部 分 分 式 的 形状 可 以 由 下 面 的 事实 导出 : 
Q(z) , P (oa) 
ao), (CG-o)R()— me 


(4) 如 果 Q (z) 的 所 有 的 根 都 是 实数 , 且 a 是 二 重 根 . 而 其 他 的 根 都 是 单 根 , 同时 
已 (z) 的 阶 小 于 Q (z) 的 阶 , 那么 其 积分 是 4/ (z 一 a)+A’log|z -al+ 江 Bloglz 一 1B, 
其 中 


]] 


2P(w 4 -23POQ -Poe BP 


站 = 一 
Q" (a)’ 3{Q" (oa)} Q(B)’ 
而 求 和 则 取 遍 Q (z) = 0 的 异 于 a 的 所 有 的 根 5. 
(5) 计算 


| dr 
{(z—D (z+ Dy 
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[其 部 分 分 式 的 表达 式 是 
a 1 i 2—i Ey 2+i 
TE aE- set e+) e+ 


而 它 的 积分 是 


1 


1 
eh i r—1 一 一 arctan2z. 
46 -zf 可 一 Sloglz I+ 3108 (x +1) + 7arctanz] 


(6) 求 下 列 函 数 的 积分 
I I I 3 
(z—a)(z—b)(z—o)’ (z-a) (zs-b)’ (rz-a) (zs—b) (rz-a)” 


a 区 


3 Ea I 
Tra) (ta) rb)’ wrta)’ z(ta) 


(7) 求 下 列 函数 的 积分 


I Tr 7 
(T+) 1+r’ (zr—1) (r+1) 


3 


(Math. Trip. 1924, 1926, 1934) 


CA lao: 1+oV2+ 十 2arctan ZV2 
I+tzt™ 43 sli-zVi+z 1-22 /| 
zdr 1 _lo 1+zV3+7? ta rzV2 
ifz Ail li-zVitz 1-z3)f: 


dz 1 十 z 十 Z2 rzV3 
| 二 到- 遍 人 ae 人 一 并 十 3 +2wemn (二 5)}- 


134. 有 理 函 数 的 实际 积分 法 的 注 记 


第 133 节 的 分 析 给 我 们 提供 一 个 很 一 般 的 方法 . 用 此 方法 可 以 求 出 任何 实 有 
理 函数 R(z) 的 积分 , 只 要 我 们 能 求解 方程 8(z) = 0. 在 (如 同上 面 第 (5) 题 那 样 ) 
简单 的 情形 , 应 用 这 个 方法 是 相当 容易 的 . 而 在 更 为 复杂 的 情形 , 有 时 候 此 方法 因 
过 于 耗 时 而 无 法 应 用 , 需要 用 其 他 的 方法 求解 . 详细 讨论 实际 的 积分 问题 并 不 是 本 
书 的 目的 . 希望 对 此 有 更 充分 了 解 的 读者 可 以 参考 Goursat 所 著 Cours d’analyse 
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一 书 第 3 版 第 I 卷 第 246 页 以 及 其 后 各 页 的 内 容 、Bertrand 所 著 Calcul intégral 一 
书 以 及 Bromwich 所 著 Elementary integrals 一 书 (Bowes and Bowes, 1911). 

如 果 方程 8 (z) = 0 不 能 用 代数 方法 求解 , 那么 部 分 分 式 的 方法 自然 也 就 失效 
了 , 从 而 我 们 不 得 不 求助 于 其 他 的 方法 2. 


135. 代数 函数 


接 下 来 自然 要 转向 代数 函数 的 积分 问题 . 我 们 来 考虑 y 的 积分 问题 , 其 中 vy 是 
z 的 一 个 代数 函数 . 不 过 , 考虑 外 表 上 更 加 一 般 的 函数 , 也 即 研究 


[Ree dz 


是 很 方便 的 , 这 里 RR(z,y) 是 z 和 2 的 一 个 有 理 函 数 . 这 种 形式 的 更 大 的 一 般 性 仅 
仅 是 表面 上 的 , 这 是 因为 R(z,vy) 本 身 就 是 z 的 一 个 代数 函数 . 选择 这 种 形式 是 为 
了 寻求 方便 , 像 

DZ 十 9 十 Varz 十 20r 十 o 

pr+q— V(ar?+2br+ce) 
这 样 的 一 个 函数 , 将 它 看 成 为 z 和 简单 代数 函数 VIazz 二 205 二 5 的 一 个 有 理 函 
数 , 要 比 直接 将 它 本 身 视 为 > 的 一 个 代数 函数 要 更 加 方便 . 


136. 换 元 积分 法 和 有 理化 积分 法 
由 第 133 节 的 方程 (3) 得 到 : 如 果 hs (z) dz = d(z), 那么 


vt OF War=6t 0}. (1 


此 方程 提供 了 一 个 方法 , 使 我 们 能 在 大 量 的 积分 形式 并 不 是 简洁 明了 的 情形 中 确定 
(7) 的 积分 . 它 可 以 如 下 叙述 成 一 个 法 则 : 令 z = f(t), 其 中 下 (t) 是 一 个 新 变量 
的 任意 一 个 函数 , 这 个 新 变量 可 以 方便 地 加 以 选取 ; 用 f'(t) 与 之 相 乘 ,并 确定 (如 
果 可 能 的 话 ) 小 {f(t)} f'(t) 的 积分 ; 将 此 结果 用 z 的 函数 予以 表示 . 常 可 发 现 : 应 
用 此 法 则 所 得 到 的 上 的 函数 是 很 容易 算出 其 积分 的 函数 . 例如 , 如 果 它 是 一 个 有 理 
函数 , 就 总 会 是 这 种 情形 , 而 且 常 可 选取 > 和 t+ 之 间 的 关系 以 使 得 这 种 情形 得 以 发 
生 . 例如 , RR(Vz) 的 积分 可 以 通过 代 换 z = 妇 转化 为 24R(D2 的 积分 , 也 即 转 化 
为 + 的 一 个 有 理 函 数 的 积分 , 这 种 求 积分 的 方法 称 为 有 理化 积分 法 (integration by 


rationalisation). 


国 参见 作者 的 专著 The integration of functions of a single variable(Cambridge Tracts in Math- 
ematics, No. 2, 第 2 版 . 1916 年 ). 在 实际 问题 中 这 种 情况 并 不 是 经 常 发 生 的 . 
图 原 书 此 处 误 写 为 2£R ( 刀 ). 一 一 译 者 注 
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此 方法 显然 可 以 直接 应 用 于 所 考虑 的 问题 . 如 果 我 们 能 找到 一 个 变量 t, 使 得 
Z 和 4 两 者 都 是 上 的 有 理 函 数 , 比方 说 工 = 二 Ri(t),y 二 Roz (t), 那么 
| R(z,y) dz = | R{R1 (), Ra (D)} R (tdt, 


后 面 这 个 积分 ( 它 是 t 的 一 个 有 理 函 数 的 积分 ) 可 以 用 第 133 节 中 的 方法 加 以 计算 . 
重要 的 是 要 知道 : 什么 时 候 能 求 得 一 个 连接 > 和 y 的 辅助 变量 t, 不 过 我 们 目 
前 还 不 可 能 讨论 这 个 一 般 性 的 问题 ”. 我 们 必须 限于 研究 几 个 简单 的 情形 . 


137. 与 圆锥 曲线 有 关 的 积分 
假设 > 和 是 由 一 个 形 如 
az2 +2hzry+by?+2gr+2fy+c=0 
的 方程 联系 在 一 起 的 . 换 旬 话说 , y( 视 之 为 z 的 一 个 函数 ) 的 图 形 是 一 条 圆锥 曲线 . 


假设 (€,n) 是 该 圆锥 曲线 上 一 个 点 , 并 令 z -和 = X, 一 n= 了 . 如 果 z 和 ?之 间 
的 关系 是 用 X 和 Y 来 表示 的 , 它 取 如 下 形式 


aX?+2hXY +bY?+2GX +2FY =0, 


其 中 忆 = ht 二 bm 十 f,G = ac+ 和 十 9. 在 这 个 方程 中 置 Y = tX. 此 时 将 会 发 现 : X 
和 Y( 于 是 也 有 z 和 vy) 都 是 t 的 有 理 函 数 . 实际 的 公式 是 
2(G+ Ft) 2t (G+ Ft) 


DET Tato 77 a 
因此 可 以 执行 上 一 节 里 所 描述 的 有 理化 过 程 . 
读者 可 以 验证 
hr+i+byt+f= -3 (a + 2ht+ bt?) 到， 
所 以 


| dz dt 
hrtby+f | 
当 及 > ab 时 , 按照 下 面 的 做 法 来 进行 是 有 一 定好 处 的 . 此 圆锥 曲线 是 一 条 双 
曲线 , 其 渐 近 线 平 行 于 直线 
ar2 + 2hzry + by? = 0, 
也 即 平行 于 , 比方 说 
| b(y ~— Hz) (y — WH7) = 0. 
名 见 第 134 节 所 引用 的 著作 . 
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如 果 令 y— Hr7=t, 就 得 到 
29gz 十 2fy 十 c 

4 一 好 一 HZ 一 人， 
显然 , = 和 y 可 以 作为 t 的 有 理 函 数 而 由 这 些 方程 计算 出 来 . 我 们 将 通过 对 一 个 重 
要 的 特殊 情形 的 应 用 来 描述 这 一 过 程 . 

dz 
Me We | aarp 
特别 地 , 假设 y= az2+2bz+c, 其 中 a > 0. 我 们 将 会 发 现 , 如 果 令 y+zVa = 由 


则 可 得 到 
dz _ (十 co) Vat2bt 5 (+e) Vat2bt 


dt (Vatb)s ¥ tVa+b 


所 以 
dz dt 1 


| 全 -5- 雹 | 0 
特别 地 , 如 果 a = 1,5 = 0,c = a?, 或 者 a = 1,b=0,c= 一 a2, 就 得 到 


| = log {z+ VP} | Es 三 log|z+ Vt ol, (2) 


log 


b 
TVa 十 9 十 
Vaty a 


a 


72 十 a2) V 
这 些 等 式 的 正确 性 可 以 通过 求 导 来 直接 加 以 验证 . 应 该 将 这 些 公式 与 第 三 个 公式 
dz 2 
/xe = arcsin = (3) 


结合 在 一 起 , 公式 (3) 与 本 节 中 的 一 般 性 的 积分 当 a < 0 时 的 情形 相对 应 . 在 (3) 
中 假设 了 a > 0, 如 果 a < 0, 则 该 积分 为 arcsin (z/ |al) (参见 第 120 节 ). 实际 上 我 
们 应 该 将 一 般 性 的 积分 转化 成 (如 同 下 一 节 中 所 述 ) 这 些 标准 形式 的 积分 中 的 某 一 
个 来 加 以 计算 . 

公式 (3) 形式 上 与 (2) 有 很 大 的 不 同 : 读者 要 等 到 读 完 第 10 章 之 后 才 可 能 对 
它们 之 间 的 联系 有 真正 的 理解 . 

和 z 十 及 

139. 积分 | 

此 积分 在 所 有 情况 下 都 可 以 用 上 面 几 节 的 结果 进行 积分 . 最 方便 的 方法 如 下 . 
由 于 


入 ba 
M+tp=i +O+th 
| art+b 


一 一 d2 = V (ar? + 2bz + o), 
V(az2 + 2bz + ce) es 人 
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我 们 有 
COz+mdarz 入 _ dz 
3 ( >) VT 
在 最 后 这 个 积分 中 , a 可 以 是 正 数 或 者 负数 . 如 果 a 是 正 的 , 就 令 za# +ba- 二 
4 此 时 我 们 得 到 


去 | dt 
Vad VRB+«) 
其 中 上 = (ac 一 以 ) /a. 如 果 a 是 负 的 , 就 用 4 代替 -a, 并 令 z43 -54-3=t, 此 


时 我 们 得 到 
1 dt 


V(-q) | V(r—t) 
这 样 看 来 , 在 任何 情形 这 种 积分 的 计算 都 依赖 于 第 138 节 中 所 考虑 过 的 积分 
的 计算 , 而 且 这 种 积分 可 以 化 为 三 种 形式 的 积分 


dt dt dt 
| Fa | VE | VE 可 
中 的 某 一 种 . 
140. 积分 |o= 十 丫 VUaas 二 25 十 gdc 
按照 同样 的 方法 我 们 得 到 


| (z+ pn) Vr abr Fe)dz 
全 (az? + 2bz 十 o) 十 ( 一 2) [ve + 2bz + c)dz, 


3a 
而 最 后 这 个 积分 可 以 化 为 以 下 三 种 形式 之 一 
|ve + a2)dt, | VB — a2)dt, | V(a2 — #2)dt. 
为 了 得 到 这 些 积分 , 在 这 里 引进 积分 学 的 另外 一 个 一 般 性 的 定理 是 很 方便 的 . 


141. 分 部 积分 


分 部 积分 的 定理 只 不 过 是 在 第 114 节 中 的 乘积 的 求 导 法 则 的 另外 一 种 表述 而 
已 . 由 第 114 节 中 的 定理 (3) 立即 可 以 得 出 


[maFmaz=yaPO -Jf Wr war. 
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有 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 我 们 想 要 求 其 积分 的 函数 可 以 表示 成 形式 f(z) 忆 (z), 而 
f(z) Fr'(z) 是 可 以 积分 的 . 例如 , 假设 %(z) = zup(z), 其 中 (zx) 是 一 个 已 知 函 数 
x(z) 的 二 阶 导 数 . 那么 


ew | Wa [x @a = Wx®). 
将 此 积分 方法 应 用 到 上 一 节 的 积分 中 去 , 我 们 就 能 说 明 这 种 积分 方法 的 功效 . 取 
f(z)=art+b, F(z)= V(ar?+2br+c)=Y. 


可 得 
dz 


2 
a [viz = (sth)y— | ta (ont)y -ove+ (oe-) | S 


Wi (az+b) [dd 
ar+b)y ，ac 一 了 
Je= 2a 2a ] 符 ; 
我 们 已 经 知道 (第 138 节 ) 怎样 计算 最 后 这 个 积分 . 
例 XLIX 
(1) 证 明 : 如 果 a > 0, 那么 


|ve +o?)dz = 3 (z2 + 2)+ Sorlog {z+ Vz + 3)}, 
|v® —a2)dr= SrV 一 a2) 一 3o2 log {z 十 V(z2 一 o5)}, 


. 


1 EF 
Va -zi)dz = = 3 — 72) + =a2 arcsin 工 . 
| (a2 一 Z2)dz 237 (a Z)+59 arcsin = 


C) 用 代 换 = asiag 计算 积分 | rr | ve, 并 验证 其 结果 
与 第 138 节 以 及 第 1 题 中 所 得 的 结果 相 一 致 
(3) 用 代 换 az +b= 1/t 以 及 z = 1/u 证 明 (根据 第 133 以 及 141 节 中 的 记号 ) 


| 每 = 写 [ 罕 -- 室 : 


BB Avy. 


BB Ay 
dz 


ye 也 即 (i) 用 前 几 节 中 的 方法 . (i 用 


(4) 用 三 种 方法 计算 | 


代 换 
6-7)/(r—o) = 


以 及 (ii) 用 代 换 z = acos?0 + bsin26; 其 中 5 > a. 并 验证 其 结果 是 相 一 致 的 . 
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(5) 用 代 换 
(a)z=tang, (bju=z2 十 1 

来 求 二 一 一 ec Ty 的 积分 , 并 验证 这 些 结果 是 相 一 致 的 . (Math. Trip. 1933) 

(6) 求 

1 1 Z2 十 1 于 1 

z(1+zZ5) (a+z) Vct+z) zV(4zz 十 1 V(zz 二 z 十 DJ ze6V(zz 十 02) 
的 积分 . (Math. Trip. 1923, 1925, 1927, 1929) 

(7) 用 代 换 2z +a+b 二 i 一 且 (+t-?), 或 者 用 VE 二 可 - VE 二 厅 乘 以 
分 子 以 及 分 母 来 证 明 : 如 果 a > b, 则 有 


(Ea 1 
| HVETD 柯 (t+ 南 ): 
(8) 求 一 个 代 换 i 转化 为 一 个 有 理 函数 的 积分 . 
Z 十 q) 十 (z 一 a)¥ 
(Math. Trip. 1899) 
(9) 证 明 : 代 换 az+5 一 如 将 |R{ Vlas 可}az 化 为 一 个 有 理 函 数 的 积 
分 . 
(10) 证 明 
[GHETTO RU A UA 
且 一 般 地 有 
[1 WF 0) a= oD (WF (0) 10 (0) pr (0) 
+ [7 Pm aa 


(11) 积分 fa +z)? zrdz( 其 中 p 和 g 是 有 理 数 ) 在 三 种 情形 下 可 以 求 出 , 也 即 
(i) 如 果 是 一 个 整数 , (ii) 如 果 9 是 一 个 整数 以 及 (ii) 如 果 p+g 是 一 个 整数 . [在 
形 (i), 令 z ==w, 其 中 s 是 g 的 分 母 ; 在 情形 (i), 令 1+z=#, 其 中 s 是 p 的 
分 母 ; 而 在 情形 (iii), 令 1+z = zts, 其 中 s 是 p 的 分 母 . ] 
(12) 积分 | zm (az" 十 "dz 可 以 用 代 换 az" = bt 化 成 上 面 那 个 积分 ，| 实 际 
上 , 用 一 个 “化 简 公式 " 来 计算 这 种 类 型 的 特殊 的 积分 常常 是 最 为 方便 的 (参见 第 
6 章 杂 例 第 55 题 ). ] 
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G3) 积分 {Vz 本 VEE 本} dr 可 以 用 代 换 


转化 为 一 个 有 理 函 数 的 积分 . 
(14) 将 | Reede 化 为 一 个 有 理 函数 的 积分 , 其 中 信 (z 一 ) = 22. [ 令 y = tz 
我 们 得 到 z=1/ {(1 一)},y=1/{t(1 一 t)}.] 
(15) 当 (ajy(z 一 臣 ?=z (b) (z? 十 妨 )” = a? (z? 一 姑 ) 时 用 同样 的 方法 化 简 
此 积分 . 
[在 情形 (a) 令 z 一 y =t: 在 情形 (b) 令 z? 十 y=+(z 一切 , 此 时 我 们 得 到 
z=at(t +a)/ (t+a), y=at(t—a?)/ (t+a).] 


Ge) 如 果 v(z 一 = 那么 | 一 oe {一 一 直 - 


dd 1 2 2 
(17) 如 果 (zz+3P)2 = 2c2 (z2 一 0)， 那 么 [ss - -二 log 人 ty | 


142. 一 般 的 积分 ae， y) dz, 其 中 y? = az2 十 2bc 十 c 


依照 第 137 节 中 的 方式 , 与 特殊 的 圆锥 曲线 y? = az? + 2bz +c 相伴 的 最 一 般 
的 积分 是 
ev dz， . (1) 


其 中 X=? 刀 =azz+20r+c. 我 们 假设 R 是 一 个 实 函 数 . 
积分 的 被 积 函数 形 如 P/Q, 其 中 P 和 Q 是 关于 z 和 VX 的 多 项 式 . 因而 其 
被 积 函数 可 以 化 为 形式 


4+BVX (4+BVX)(C-DVX) 
G+DVX Ci— DX 
其 中 4, B,… 都 是 z 的 有 理 函 数 . 这 里 出 现 的 唯一 的 新 闻 题 是 形 如 FVX 的 一 个 


函数 的 积分 , 或 者 换 一 个 同样 的 说 法 , 是 一 个 形 如 G/VX 的 函数 的 积分 , 其 中 G 是 
z 的 一 个 有 理 函数 . 积分 
| Gg (2) 


总 可 以 通过 将 G 分 解 成 部 分 分 式 来 进行 计算 . 当 我 们 这 样 做 的 时 候 , 可 能 出 现 三 种 
不 同类 型 的 积分 . 


=E+FVX, 
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(i) 首先 可 能 出 现形 如 
| dz (3) 


的 积分 , 其 中 m 是 一 个 正 整数 . 其 中 m = 0 以 及 m = 1 的 情形 已 经 在 第 139 节 中 
处 理 过 了 . 为 了 计算 与 大 的 m 值 相对 应 的 积分 , 我 们 注意 到 
SVK) =m em VR te tbe te 
其 中 m 6,? 是 常数 , 它们 的 值 容易 计算 出 来 . 显然 , 当 对 此 等 式 进行 积分 时 , 我 们 
就 得 到 类 型 (3) 的 三 个 相 邻接 的 积分 之 间 的 一 个 关系 . 由 于 知道 m =0 以 及 m= 1 
时 该 积分 的 值 , 这 样 我 们 就 能 依次 对 其 他 m 的 值 计算 出 相应 积分 的 值 . 
(i 其 次 可 能 出 现形 如 


dz 

区 -mV 有 (9 

的 积分 , 其 中 p 是 实数 ,如 果 我 们 作 代 换 z 一 p = 1/4, 则 此 积分 就 化 为 关于 + 的 一 
个 类 型 (3) 的 积分 . 

(iii) 最 后 , 可 能 出 现 与 G 的 分 母 中 的 复 根 相对 应 的 积分 . 我 们 将 限于 考虑 最 简 
单 的 情形 , 其 中 所 有 这 样 的 根 都 是 单 根 . 在 此 情形 (参见 第 133 节 ), G 的 一 对 共 统 
的 复 根 给 出 一 个 形 如 

| Lri+M 


d 5 
(Ar2 +2Bzr +O) Vn rtd (5) 


的 积分 . 

为 了 计算 这 个 积分 , 我 们 置 
pt+v 
t+1° 


其 中 对 j 和 vw 这 样 加 以 选取 , 以 使 之 满足 
af 十 加 (4 十 四 十 C 一 0， Axnw+B(u+v)+C=0; 
所 以 人 和 wv 是 方程 
(aB—bA)€*— (cA~aC)é+(bC -cB)=0 


的 根 . 此 方程 肯定 有 实 根 , 因为 它 与 例 XLVI 第 13 题 中 的 方程 (1) 是 同样 的 方程 ; 
于 是 一 定 有 可 能 求 得 满足 我 们 要 求 的 实 根 上 和 
在 作 代 换 时 将 会 发 现 , 积分 (5) 取 如 下 形式 


tdt dt 
ec VOE+D) + | mari {6) 
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这 些 积分 中 的 第 二 个 可 以 用 代 换 


有 理化 , 这 给 出 
dt du 


| -| me 


最 后 , 如 果 在 积分 (6) 中 的 第 一 个 积分 中 令 t= 1/uw 则 它 就 变换 成 一 个 第 二 种 类 型 
的 积分 , 从 而 可 以 用 刚刚 说 明 的 方法 , 也 就 是 通过 令 w/ (7 + 6u2) =v, 也 即 通过 置 
1/VOB+=v 来 计算 . 

例 工 


(1) 计算 


dz dz dz 
| 十 27 十 3 | (z—1) Vz +1) | (z+1) VI+2z— 3) 
(2) 证 明 


| (2). 


(3) 如 果 ag? +ch? = 一 v < 0, 那么 


dz 1 
[es Vlar? + ce) 四 -wn| ch — agz 


{v (az2 十 可 


(4) 证 明 : 按照 az? + 2bzo + ec 是 正 数 且 等 于 好 或 者 它 是 负数 且 等 于 一 如， 


| 二 玫 7 可 以 表示 成 下 列 诸 形 式 之 一 
(z — Zo)Y 

二 

yo 


Q 如 果 a/4 = 5/B， 那么 这 里 所 说 的 积分 法 失效 ; 但 是 那 时 该 积分 可 以 通过 代 换 ar + b = t 来 
转化 ， 关 于 代数 函数 的 积分 的 进一步 的 知识 ,参见 Stolz 所 著 Grundziige der Differential-und- 
intergralrechrung 一 书 第 工 卷 第 331 页 以 及 其 后 各 页 . 或 者 参见 第 134 节 中 所 引用 的 Bromwich 
的 专著 . 另 一 种 化 简 的 方法 由 Greenhill 给 出 : 参见 他 所 著 A Chapter in the integral calculus 中 
第 12 页 以 及 其 后 各 页 , 还 可 参见 第 134 节 脚 注 中 引用 的 作者 的 专著 . 


log 


arzo +b (z+ Zo0)+c+yyo L arctan { 0 + Pet en) +e}, 
工 一 Z0 zo 2120 
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其 中 只 =ar2+2br+c. 
(5) 用 代 换 y = V(ar? +2bz 二 c)/(z 一 p) 来 证 明 


| dz =| dy 

(z—p) Vlrit+abrt+e) J VOR-n) 

其 中 入 =ap?+2bp 二 c, = ac 一 BY. [这 种 化 简 的 方法 是 很 精妙 的 , 但 与 第 142 节 中 
所 阐述 的 方法 相 比 不 够 直截了当 . ] 


(6) 证 明 : 积分 
| dz 
TV(372+27+1) 
可 以 通过 代 换 z = (1 十 妇 ) / (3 一 如) 有 理化 . (Math. Trip. 1911) 
(7) 计算 
| (z+1)dzr 
+) VT 
(8) 计算 
dz 


(5z2 十 12z 十 8) V(5z2z 十 2z 一 7 

[应 用 第 142 节 中 的 方法 ，/ 和 v 所 满足 的 方程 是 &2 十 3 十 2 = 0, 所 以 

= -2 = 一 1, 适用 的 代 换 是 z = - (2t+ 1)VL+1). 此 代 换 将 该 积分 化 为 
dt tdt 
-mn | 

这 些 积分 中 的 第 一 个 可 以 用 代 换 t/ V987 一) = v 进行 有 理化 , 而 第 二 个 积分 则 可 
以 用 代 换 1/ V(98 一 外 =w 进行 有 理化 .] 

(9) 计算 


| (z+1)dzr | (z—1)dz 
(2z2 — 2z +1) V(372—2z+1)" (2z2 一 6z 十 5) V(7z2z 一 227 十 19) 
(Math. Trip. 1911) 
(10) 证 明 : 积分 [Ry dz( 其 中 妇 =az2+2bz+c) 可 以 用 代 换 t= (z 一 p)/ 
(y+9) 进行 有 理化 , 这 里 (p,q) 是 圆锥 曲线 y? = az? + 2bz +c 上 任意 一 点 . [当然 ， 
这 个 积分 也 可 以 用 代 换 t= (z 一 p) / (y 一 9) 有 理化 : 参见 第 137 节 . ] 
143. 超越 函数 
由 于 大 量 不 同 种 类 的 超越 函数 的 存在 , 故 它们 的 积分 理论 与 有 理 函 数 以 及 代数 
函数 相 比 , 是 很 不 系统 的 . 我 们 将 依次 考虑 几 类 超越 函数 , 且 它们 的 积分 总 可 以 求 
出 来 . 
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144. 以 > 的 倍数 的 余弦 以 及 正弦 为 变量 的 多 项 式 
对 于 有 限 多 个 形 如 


Acos™ ar sin™ az cos" br sin™ br:.. 


的 项 之 和 作成 的 函数 , 我 们 总 可 以 求 出 它 的 积分 , 其 中 m,m/,n,n/,… 是 正 整数 , 而 
a,b,… 是 任意 实数 . 因为 这 样 的 一 项 可 以 表示 成 有 限 多 个 形 如 


acos{f(pa 十 9 十 …)z}， Bsin{(pa 十 9 十 …)zZ} 


的 项 之 和 , 而 这 些 项 的 积分 可 以 立即 写 出 来 . 
例 LI 
(1) 求 sin? zeos2 2z 的 积分 . 在 此 情形 使 用 公式 


sin3z = 3 (3sing 一 sin3z)， cos2 27z = 3 (1+ cos47). 
将 这 两 个 表达 式 相 乘 , 并 且 , 比方 说 , 用 3 (sin 5z 一 sin 3z) 来 代替 sin z cos 4z, 我 们 
就 得 到 

16 | (Tsinz — 5sin3z + 3sin5z — sin7z) dz 


一 天 cosZ 十 cos37 一 a cos 57 十 cos7: 
16 48 50 2 


这 一 积分 当然 可 以 用 不 同 的 方法 得 到 不 同 的 形式 . 例如 


Jan Zcos? 2zdz = | (4costz 一 4cos2z 十 1) (1 一 cos2z)sinzdz， 


作 代 换 cosz = 则 它 可 以 化 为 
ea 一 8 十 5t2 一 1)dt== cosrz 一 Bcos’z 十 3 co — cosz. 
可 以 验证 , 此 表达 式 与 上 面 得 到 的 表达 式 仅 相差 一 个 常数 . 
(2) 用 任何 方法 求 cos az cos bx, sin az sin bx, cosazrsinbz， cos? 1, sin? z, cos4 z, 


cosz cos 27 cos 3T, cos3 2zsin2 3z, cos5zsin7 z 的 积分 . [在 这 种 情形 . 利用 化 简 公式 
有 了 时 是 方便 的 (第 6 章 杂 例 第 55 题 ). ] 


145. 积分 [> cos zdz， | Z" sinzdz 以 及 与 之 相关 联 的 积分 
分 部 积分 法 使 我 们 能 将 前 面 的 结果 加 以 推广 . 因为 


加 coszdz 一 Znmsinz 一 Ea sin rzdz， 
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bs sin zdz = 一 Zn cosz taj cos zdz, 


只 要 n 是 正 整数 , 这 些 积分 均 可 以 通过 重复 应 用 此 过 程 进 行 计算 . 由 此 得 知 , 如 果 
n 是 一 个 正 整 数 , 那么 我 们 总 可 以 计算 出 积分 | eosarar 以 及 [> sinazdz; 所 
以 , 应 用 与 上 一 节 类 似 的 方法 , 我 们 就 能 计算 


ze cosarz, sin az, cos bz sin bz,……) dz， 


其 中 PP 是 任意 一 个 多 项 式 . 
例 LII 
(1) 求 下 列 函 数 的 积分 


31 
Zsin x, 72 cosT, 7? cos? 7, 7? sin? x sin? 27, x sin? z cost 1, 13 sin? 了 2 


(2) 求 多 项 式 P 和 @, 使 得 


J {ae 一 1)cosz 二 (1 一 2r)sinz}jdz = Pcosz+ Qsinz. 


(3) 证 明 [eszar = Ph cosz+Qnsinz, 其 中 
六, = nzn -1 一 由 人 一 1) (一 2)zn3 十 .1Qn 王 2 一 站 一 1)zn2 十 … 


146. cosz 和 sin z 的 有 理 函 数 


cosz 和 sinz 的 任何 有 理 函 数 的 积分 都 可 以 用 代 换 tan 3z = 上 来 计算 . 这 是 因 


为 
1-t ， 2 dr 2 
在 ST I+ dt 1+6 
所 以 该 积分 就 化 为 t 的 一 个 有 理 函 数 的 积分 . 但 是 其 他 的 代 换 有 时 会 更 加 方便 . 
例 LIII 


(1) 证 明 


cosZT 一 


tan 3 
2 


[era = log |secz 十 tanz|， J eosecras =log 


tan Ei ly 
4 2 


[第 一 个 积分 的 另外 的 形式 是 log ; 它 的 第 三 个 形式 是 


3oglG +ainz)/ (1— einz)l. ] 
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(2) Jianzas = — log lcosz|, [sea = log |sin z|, Je zzdz = tanz. 


J eosec?zde =—cotz, Janasecadz = 8ec7, Jeoraeosecrar = —cosecy. 


[这 些 积分 包含 在 一 般 的 形式 之 中 , 但 是 不 需要 用 代 换 , 因为 这 些 结果 可 以 立即 
从 第 120 节 以 及 从 第 133 节 中 的 等 式 (5) 推导 出 来 . ] 
(3) 证 明 : 1/ (a 十 becosz)( 其 中 a+b 是 正 数 ) 的 积分 根据 a? > 名 或 者 a? < 好 


可 以 表示 成 下 列 形式 之 一 
2 a—b 1 | +tV(b— a) 
ef (5)} VE -ta) 
这 里 t= tan 四 如 果 a? = 刀 , 则 此 积分 化 为 sec? 了 或 者 cosec?3r 的 积分 的 常 


数 倍 , 它 的 值 可 以 立即 写 出 . 当 + 为 负数 时 , 推导 出 该 积分 的 形式 . 
(4) 证 明 : 如 果 y 是 通过 方程 


(a 十 bcosz)(a 一 5cosg) = a2 一 刀 
由 z 来 定义 的 , 其 中 a 是 正 数 , 且 a? > 万, 那么 当 z 从 0 变 到 x 时 , y 的 一 个 值 也 
从 0 变 到 r, 又 证 明 
V (ae: 一 妇 ) siny sin7r dz siny 


abcosy ' atbcoszdy Tabcosy’ 


sinz = 
并 推导 出 : 如 果 0 < z < x, 那么 
dz a 1 QcosT+b 
| 云 beosT Ve (St). 
证 明 这 一 结果 与 第 (3) 题 中 的 结果 相 一 致 . 
(5) 指出 如 何 计算 1/ (a 十 bcosz 十 csinz) 的 积分 . [将 bcosz + csinz 表示 成 


V( 好 +cz)cos(z 一 a) 的 形式 . ] 
(6) 计算 (a 二 bcosz 十 csinz)/(a+Bcosz 十 了 Ysinz) 的 积分 . [确定 和 ,jv, 使 


有 
4+bcosz 二 csin7 一 入 十 AN(a 二 有 cosz 十 TYsinz) 二 vv(-Bsinz7 十 Tcosz). 


那么 该 积分 就 是 
dz 
a 十 Bcosz 十 了 sinz 


] 


pr tvlogla+ Beosz+7sinal+ a| 
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(7) 求 1/ (ecoszz+2bcoszsinz+csin2z) 的 积分 . [被 积 函数 可 以 表示 成 
1/ (4 十 Bcos2z 十 Csin2z) 的 形式 , 其 中 4 = 3(ato), 二 i(a-o), C=8 
但 是 该 积分 可 以 更 简单 地 用 代 换 tanz = t 加 以 计算 . 此 时 我 们 得 到 


sec2 7dz 加 dt ] 
| | 去 2bt + ct2” 
147. 包含 arcsin z, arctan z 以 及 log z 的 积分 
反正 弦 、 反 正切 以 及 对 数 函 数 的 积分 都 可 以 很 容易 地 用 分 部 积分 法 来 计算 . 例 


如 


d: 
Jarcsinzae 一 Tarcsinz 一 | — = zarcsinz + V(1 -72), 
(1—2°) 


d: 1 
Jaretanzar 一 Tarctan7 -| TD Tarctanz 一 3 log (1 牛 z2)， 


1 十 z2 
| esraz = 一 Zlogz 一 [= = 一 zZ(logz 一 1). 
一 般 地 .如 果 能 计算 f(z) 的 积分 , 我 们 就 能 计算 f(z) 的 反 函 数 4 (z) 的 积分 ; 
为 代 换 = f(z) 给 出 
ewer= fer ar =a -|r 


形 如 
| (z, arcsin 7) dz， | Plz,log7)dz 


的 积分 总 是 可 以 计算 的 , 其 中 PP 是 一 个 多 项 式 . 例如 在 第 一 种 情形 , 我 们 必须 要 计 
算 若 干 个 形 如 mereinz"dz 的 积分 。” 作 代 换 z = siny， 我 们 得 到 


| yrsinm ycosydy， 它 可 以 用 第 145 节 中 的 方法 求 得 ， 在 第 二 种 情形 , 我 们 必须 
要 计算 若干 个 形 如 [Ey (logz)" dz 的 积分 . 分 部 积分 就 得 到 


mt+1 (log zr)" 
| (logz) ”dz = 2 一 元 二 使 (logz)j” 1 dz， 
重复 这 种 方法 我 们 就 能 完成 计算 . 
例 
计算 


Zz"logz, zx"log(l+z), zsarctanz, Zz "logzr 


的 积分 . (Math. Trip. 1924, 1929, 1934) 
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148. 平面 曲线 的 面积 

前 几 节 所 阐述 的 积分 法 的 最 重要 的 一 个 应 用 就 是 平面 曲线 的 面积 (area) 的 计 
算 . 假设 PPP'( 图 41) 是 一 条 连续 曲线 y = 5 (z) 的 图 , 它 整个 位 于 z 轴 的 上 方 , P 
是 点 (z,2y), 已 是 点 (z 十 六 2 十 月 , 而 或 者 是 正 数 , 或 者 是 负数 (图 中 它 是 正 数 ). 
问题 是 计算 面积 ONPPo. 


人 
Lg 
用 P Rh 
(a) 
0 NN NN’ 


图 41 
“面积 ”的 概念 是 一 个 需要 仔细 加 以 数学 分 析 的 概念 , 我 们 将 在 第 7 章 中 再 回 
到 这 个 问题 . 目前 将 此 概念 视 为 当然 . 我 们 将 假设 , 任何 像 ONPPo 这 样 的 一 个 区 
域 都 赋予 一 个 正 数 (ONPZR), 我 们 称 此 数 为 它 的 面积 , 且 这 些 面积 具有 常识 所 指 
出 的 显然 的 性 质 , 例如 


(PRP') +(NN'RP) = (NN'P'P), (NINPP) < (ONPP,), 


等 等 . 

显然 , 如 果 把 所 有 这 些 都 视 为 理所当然 地 成 立 , 那么 , 面积 ONPP 就 是 r 的 
一 个 函数 . 我 们 将 它 记 为 更 (z). 更 (z) 也 是 一 个 连续 的 函数 . 因为 

亚 (z 十 门 一 更 (z)= (NN'P'P) 
=(NN'RP)+(PRP') = hg(z) + (PRP'). 
根据 所 画 的 图 可 见 , 面积 PRP' 小 于 hk. 一 般 来 说 这 不 一 定 为 真 , 因为 弧 PP' 从 
P 到 P' 不 一 定 是 逐渐 上 升 或 者 逐渐 下 降 的 (例如 见 图 41a). 但 是 面积 PRP' 总 是 
小 于 |h| 和 (h), 其 中 入 (h) 是 弧 PP' 的 任意 一 点 与 PR 之 间 的 最 大 距离 . 此 外 , 由 于 
9(z) 是 一 个 连续 函数 , 故而 当 h 一 0 时 就 有 入 (h) 一 0. 从 而 
(z+h) —®(r)=h{0(z) + 4p(h)}, 
其 中 |4(h)| < 和 (hh), 而 当 h 一 0 时 有 入 (h) 一 0. 由 此 推出 , 理 (z) 是 连续 的 . 此 外 ， 
更 (z 十 /一 更 (z) 
h 


到 四 = 各 = lim {6(2) +h(W)} = 9%(o). 
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于 是 . 曲线 的 纵 坐 标 是 面积 的 导数 , 而 面积 则 是 纵 坐 标的 积分 . 
这 样 我 们 就 能 来 总 结 确定 面积 ONPPo 的 法 则 . 计算 更 (z), 它 是 4(z) 的 积分 . 
这 包含 一 个 任意 常数 , 我 们 假设 该 常数 这 样 来 选取 : 它 使 得 理 (0) = 0. 那么 所 和 要求 
的 面积 就 是 再 (Z). 
如 果 NiNPP 就 是 所 要 求 的 面积 , 我 们 应 该 来 确定 常数 , 使 之 满足 下 (zi) = 0, 这 里 zi 
是 P 的 横 坐 标 . 如 果 曲 线 位 于 z 轴 的 下 方 , 则 更 (z) 将 取 负 值 , 面积 将 是 再 (z) 的 绝对 值 . 
149. 平面 曲线 的 长 度 
长 度 (length) 的 概念 也 需要 非常 仔细 的 分 析 , 它 要 比 面积 这 一 概念 的 分 析 更 为 
困难 . 事实 上 , 与 关于 面积 所 做 过 的 对 应 的 假设 相同 , 假设 PpP( 图 41) 有 确定 的 长 
度 (可 以 用 5 (z) 来 记 它 ) 对 我 们 的 目的 来 说 还 是 不 够 的 . 我 们 甚至 不 能 证 明 5 (z) 
是 连续 的 , 也 就 是 说 , 不 能 证 明 lim {5 (P') - 5 (P)} = 0. 这 在 更 大 的 图 形 中 看 起 来 
是 足够 显然 的 , 但 是 在 所 画 出 来 的 更 小 的 图 形 中 却 并 不 那么 明显 . 的 确 , 如 果 没 有 
对 曲线 长 度 的 含义 作 仔细 分 析 的 话 , 就 不 可 能 在 任何 严格 性 之 下 进一步 研究 下 去 . 
然而 容易 看 出 公式 应 有 的 形式 . 假设 该 曲线 有 切线 , 且 切 线 的 方向 是 连续 变化 
的 , 所 以 % (z) 是 连续 的 . 这 样 一 来 , 假设 该 曲线 有 长 度 就 导出 等 式 
Stz+ 门 -5 人 z) _ {PP'} __ PP {PP'} 
h h h PP’ 


其 中 {PP'} 是 以 PP' 为 弦 的 弧 . 现在 有 
pp’ ~ /PRT RPS = ht), 


k=9(z+h) — 9(z) = hd (5)， 
其 中 位 于 z 和 z+h 之 间 . 于 是 


lim (PP/D) = tn {1+ WW (OF} = {+ 10 CF}. 
如 果 我 们 还 假设 


以 及 


lim {PP'} /PP’=1. 
则 可 得 到 结果 


加 si et 


=V{i+w oP}, 


S(z) = Jy€ + lw (oP}dz. 


所 以 
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例 LIV 
(1) 计算 抛物 线 y = z?/4a 被 纵 坐 标 z = & 所 截 得 到 的 那 块 图 形 的 面积 以 及 包 
围 它 的 弧 长 . 
(2) 证 明 : 椭圆 (z2/a?) + (y?/ 如 ) = 1 的 面积 是 xab. 
(3) 曲线 z = (1 一 7) 与 直线 z= 1 之 间 所 包含 的 面积 是 x. 
(Math. Trip. 1926) 
(4) 画 出 曲线 (1 + z2) 22 = z2 (1 一 z?) 的 略图 , 并 证 明 它 的 一 环 所 围 的 面积 是 
3 (x —2). (Math. Trip. 1934) 
(5) 面 出 曲线 aty? = z5 (2a 一 z) 的 图 , 并 证 明 其 面积 为 3ro2 
(Math. Trip. 1923) 
(6) 证 明 : 曲线 


与 zx 轴 上 的 线段 (-a,a) 之 间 的 面积 是 Sab. (Math. Trip. 1930) 

(7) 求 由 曲线 y = sinz 与 z 轴 上 从 到 7=0 到 z= 2x 的 线段 所 围 的 面积 . [这 里 
亚 (z) = 一 cosz, 而 一 cosz 从 z=0 到 z= 2x 的 值 之 间 的 差 是 零 . 这 个 结果 的 解释 
自然 是 : 在 xz = 与 z= 2r 之 间 该 曲线 位 于 z 轴 的 下 方 , 所 以 应 用 此 法 算出 来 的 
相应 部 分 的 面积 是 负 的 . 从 z = 0 到 z = 的 面积 是 - cosx + cos0 = 2; 当 每 一 部 
分 面积 都 以 正 数 计算 时 , 所 要 求 的 整个 面积 是 它 的 两 倍 , 也 就 是 4. ] 

(8) 假设 一 条 曲线 上 任意 一 点 的 坐标 用 形 如 z = 4 (t) ,y = 了 人 的 方程 表示 成 
参数 t 的 函数 , % 和 是 t 的 有 连续 导数 的 函数 . 证 明 : 如 果 当 + 上 从 如 变 到 时 ， 
Zz 是 递增 的 , 那么 由 曲线 相应 的 部 分 、z 轴 以 及 与 to 和 生 所 对 应 的 两 个 纵 坐 标 所 
界限 的 区 域 之 面积 (除去 符号 之 外 ) 是 A(t1) - 4(to), 其 中 


4 的 = | (OW (Ddt= ya 


(9) 假设 C 是 由 单个 的 一 个 圈 所 围 成 的 一 条 封闭 曲线 , 且 与 任何 平行 于 每 个 坐 
标 轴 的 直线 相交 不 超过 两 点 .又 假设 曲线 上 任何 一 点 P 的 坐标 都 可 以 像 在 第 (8) 
题 中 那样 表示 成 t 的 函数 , 且 当 t 从 to 变 到 和 时 , PP 沿 同样 的 方向 绕 曲 线 运动 , 并 
且 在 绕 行 一 圈 之 后 回 到 原来 的 位 置 . 证 明 : 该 曲线 一 圈 所 围 的 面积 等 于 诸 积 分 


dy 1 dz 
-| va [br Ge dt 过 ) a 


中 任何 一 个 积分 的 起 始 值 与 最 后 值 之 间 的 差 , 且 这 个 差 取 正 的 值 . 
(10) 应 用 第 (9) 题 的 结果 来 确定 由 
,rT _ 1- 妃 y 2t 


四 二 = Te (ii)z = acos3t 2 一 bsin3t 
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所 给 出 的 诸 曲 线 所 围 成 的 面积 . 
(11) 求 曲线 z3 十 中 = 3azy 的 一 轿 所 围 的 面积 . [ 置 y = tz, 我 们 得 到 x = 
3at/ (1 十 克 ),y = 3at2/ (1+ 妇 ). 当 上 从 0 变 到 co 时 ， 它 描画 出 这 个 圈 一 遍 . 又 有 


dr dy 1 d/y 1[ ga 307 
红 人 车 -于 )we= 天守 (的 业 =- 引 村 和 Pr 志 = 04 柯 ， 
当 + -oo 时 它 趋向 零 于 是 这 个 图 所 转 成 的 面积 是 362. ] 


(12) 求 曲线 z5 + 5 = 5az2y2 一 圈 所 围 的 面积 . 
(13) 曲线 


r=acost+bsint+c, y=a cost+b sint+c 


所 围 成 的 面积 是 x (ab’ 一 a'b), 其 中 ab’ 一 a'b > 0. (Math. Trip. 1927) 
(14) 证 明 : 曲线 zx = asin2t, y = asint 一 圈 所 围 的 面积 是 Se 

(Math. Trip. 1908) 

(15) 画 出 曲线 xz = cos 2t,y = sin 3t 的 图 形 , 并 求 出 它 一 圈 所 围 的 面积 . 得 出 该 

曲线 的 笛 卡 尔 (Cartesian) 方程 , 并 解释 为 什么 根据 此 方程 画 出 的 图 与 另 一 个 图 会 

有 区 别 . (Math. Trip. 1928) 

[在 通常 的 由 参数 方程 来 定义 的 曲线 理论 中 , 假设 z'(t) 和 y' ( 不 同时 为 零 ; 

t 的 使 得 它们 同时 为 零 的 某 个 值 对 应 于 该 曲线 的 一 个 奇 点 ， 在 这 种 情形 z'(t) 和 

(两 者 在 t= 二 3 时 均 为 零 , 此 时 有 rz = 一 1,y = 二 1. 例如 , 如 果 t 从 0 增加 到 


各 (z,y) 就 沿 着 第 一 个 图 从 (1,0) 移动 到 (-1, -1), 但 是 此 后 即 转 回头 并 重新 描 
绘 出 它 的 轨迹 . 

从 方程 z = 1 一 27?, y = 3r 一 473 中 消去 r = sint 即 得 到 它 的 笛 卡 尔 方程 ; 第 
二 个 图 仅 有 满足 |r| < 1 的 部 分 属于 第 一 个 图 . ] 

(16) 由 z = asint, y = bcost 所 给 出 的 椭圆 夹 在 t == 与 += 刀 之 间 的 弧 长 


为 (to) -下 (1), 其 中 
PW=0 VO-esn dt, 


e 是 离心 率 (eccentricity). [此 积分 不 可 能 用 目前 我 们 所 能 处 理 的 这 种 函数 的 表达 式 
来 加 以 计算 . ] 
(17) 旋 轮 线 上 点 的 坐标 由 


z=a(t+sint), y=al(l+cost) 
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给 出 ; 与 4= -3 以 及 t= 3 所 对 应 的 点 是 已 和 9. 计算 曲线 上 的 弧 PQ 以 及 直 
线 OP,OQ 之 间 所 包围 的 面积 . (Math. Trip. 1934) 

(18) 极 坐标 . 证 明 : 由 曲线 7 = f(9)( 这 里 f(9) 是 9 的 单 值 函 数 ) 以 及 射线 
0 = 01,9 = 92 所 包围 的 面积 是 (9) -下 (01), 其 中 FF(9) = 站 区 而 对 应 的 曲 
线 弧 的 长 度 为 更 (bz) 一 理 (9), 其 中 


更 (bg) = Nf{ 人 + 人 (多 ) 


例如 , 确定 (i) 圆 > = 2a sin9 的 面积 和 周 长 ; (i) 抛物 线 + = Blsoc? 30 与 它 的 
正 焦 弦 (latus rectum) 之 间 所 包围 的 面积 ， 以 及 该 抛物 线 对 应 部 分 的 弧 长 ; (过 ) 蜡 
线 (limacon)jr = a 十 bcos9 所 围 成 的 面积 , 分 a > b,a =b 以 及 a <b 这 几 种 情形 加 
以 讨论 ; 以 及 (iv) 椭圆 1/r2 = acos20+ 2hcosbgsing 十 bsin26 与 : =1+ecosb 所 
截 的 面积 . [在 最 后 这 种 情形 , 我 们 得 到 积分 | rp 它 可 以 借助 于 代 折 
(1+ecos0)(1—ecos$)=1—e’ 


进行 计算 (参见 例 LIII 第 (4) 题 ). ] 
(19) 画 出 曲线 29 = (a/r) + (r/a) 的 图 并 证 明 由 径 向 量 9 = 8 以 及 在 点 
7r=wb=1 相 切 的 两 个 分 支 所 界 的 面积 是 3 a (BD) (Math. Trip. 1900) 
(20) 画 出 方程 为 
Dd 人 十 妇 tan2 3) 一 0 
的 曲线 的 图 , 其 中 a > b > 0, 并 证 明 其 面积 为 xa3/ (a 十 如 (Math. Trip. 1932) 
(21) 一 条 曲线 由 方程 p = f(r) 给 出 , 是 径 向 量 , 而 p 是 从 原点 向 切线 
作 的 垂 线 . 证 明 : 由 该 曲线 的 一 段 弧 与 两 条 径 向 量 所 围 区域 的 面积 的 计算 与 积分 


1 prdr 全 
3| 上 的 计算 有 关 
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1. 函数 f(z) 定义 为 等 于 : 1 十 z( 当 xz < 0 时 ), xz( 当 0<z<1 时),2 一 z( 当 
1< zg<2 时 ) 以 及 3z 一 zz( 当 z >2 时 ). 讨论 f(z) 的 连续 性 , 以 及 f'(z) 在 z=0， 
z= 二 1 以 及 z=2 处 的 存在 性 和 连续 性 . (Math. Trip. 1908) 
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2. 将 a,az++b,az? 十 2bz 十 c,:… 记 为 uo,w1,w2，,…, 证 明 : uas 一 3uouitz 十 2u3 
和 uous 一 4uius + 3 好 均 与 z 无 关 . 
3. 如 果 ao, a1,… ,azn 是 常数 , 且 三 = (ao,a ,ar 和 zl 那么 


2n (2n — 1) 
1.2 


UoUzn — 2nU1Uzn_1+ UzU2n-2 —*…+ UanUo 


与 z 无 关 . (Math. Trip. 1896) 

[ 求 导 并 利用 关系 式 U/ = rr ] 

4. 当 0 < z < 3 时 ,函数 arcsin (ksinz) -z 的 前 三 阶 导数 都 是 正 的 其 中 
A>1. 

5. 一 个 行列 式 的 元 素 都 是 z 的 函数 . 证 明 : 它 的 微分 系数 是 仅 对 它 的 一 行 的 
元 素 求 导 而 保持 其 余 各 行 不 变 所 得 到 的 诸 行列 式 之 和 | 

6. 如 果 户 , 户 , fa, fs 是 次 数 不 大 于 4 的 多 项 式 , 那么 


fi fa fs ff 
fi fi fs fh 
REA 
Ca A A 


也 是 一 个 次 数 不 大 于 4 的 多 项 式 . [利用 第 5 题 的 结果 对 它 求 导 5 次 , 并 去 掉 变 为 
零 的 行列 式 . ] 
7. 如 果 yz=1, 且 y= (1/7!) Dry, zs = (1/s!) D3z, 那么 


1|? 将 台 i 

y2 Y3 > 
互 |2 2 2|= 厂 - (Math. Trip.1905) 

Ea |y ys 
22 23 24 

y zz u 
8. 如 果 W(y,z,w)=| y z w |, 撤 号 表示 对 z 求 导 ,那么 

yw 


W (y,z) = w (5). 
(za = Dy 


az2 + 2hzy + by? + 2gz +2fy+c= 0, 


dy arthyt+g dy _ abc+2fgh— af?— bg?— ch? 


dz hrtWw+f’ dri (hz+by+f)s 
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3 
10. 如 果 十 3yz 十 273 = 二 0, 那么 22 (1 二 23)y 一 27Y +y=0. 
(Math. Trip. 1903) 


1 验证 : 微分 方程 y=6{V (wn)}+6{z 一 (mn)} 被 y= gb(o+g(z 一 吕 满 
中 ,或 者 被 y=26 ( 3 】 满足 ,其 中 vi 是 的 导数 ,而 小 是 的 反 函 数 


12. 验证 : 微分 方程 y= {z/ 区 (加 )}4% {yw (1)}( 这 里 的 记号 与 第 11 题 中 的 记号 
意义 相同 ) 被 y = cp (z/c) 或 者 y = Bz 所 满足 , 其 中 8 = 9 (a) /a 而 a 是 方程 


$la) -a (al=0 


的 任何 一 个 根 . 
13. 如 果 az + by 二 c=0, 那么 yo = 0( 下 标 表 示 关 于 z 求 导 的 次 数 ?) 我 们 可 
以 将 此 结论 表述 成 : 所 有 直线 的 一 般 的 微分 方程 是 za = 0. 求 以 下 曲线 的 一 般 的 微 
分 方程 : (i) 所 有 中 心 在 z 轴 上 的 圆 ; (ii) 所 有 以 z 轴 作 为 其 对 称 轴 的 抛物 线 ; (iii) 
所 有 对 称 轴 平 行 于 y 轴 的 抛物 线 ; (iv) 所 有 的 圆 ; (v) 所 有 的 抛物 线 ; (vi) 所 有 的 贺 
锥 曲线 . 
方程 是 (i)1 + 十 yy2 = 0; (ii)y? + yy2 = 0; (iii)ys = 0; (iv)(1 + yf) ys = 3y1y8; 
(VvV)5y3 = 3y2ya; (vi)9y3ys 一 45y2yaya + 40 码 = 0. 在 每 一 种 情形 , 我 们 都 只 需要 写 
出 所 讨论 的 曲线 的 一 般 方 程 , 并 求 导 直到 有 足够 的 方程 能 将 所 有 的 任意 常数 消去 为 
止 .] 
14. 证 明 : 所 有 抛物 线 以 及 所 有 圆锥 曲线 的 一 般 的 微分 方程 分 别 是 
D2 (ww!)=0,D3 (好 外 =0. 
[圆锥 曲线 的 方程 可 以 表 为 如 下 形式 
=az 十 b 士 V(pzz 十 2q97 十 7). 
由 此 我 们 推出 
y=+(pr— 9) (pr +2gr+r) 7. 
如 果 该 圆锥 曲线 是 抛 曲线 , 则 有 p = 0. ] 
dy 1d2y 1d3y 1d4y 


15. 将 宫 , 硬 0 而 2 记 为 4abc…; 而 将 


记 为 7,a,B,7y,…, 证 明 


dz 1 dr 1 da 
dy 21dy2 31 dy3° 
ld ... 
ddys” 
hac— 5b = (4a7 一 502) /rs8， bt—a?=— (Br— oo)/r. 


@ 此 处 原 书 为 “下 标 表示 关于 工 求 导 ". 此 说 法 不 够 准确 . 一 一 译 者 注 
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对 于 函数 a2d - 3abc 一 203, (1 十 如)5 一 2a2t 以 及 2ct 一 5ab 建立 类 似 的 公式 . 
16. 如 果 y = cos (marcsinz), 而 如 是 2 的 n 阶 导数 , 那么 


(1 — £2) ynt2 — (Qn+ 1) zyntit (m? —n?) yn = 0. (Math. Trip.1930) 


[首先 证 明 n = 0 的 情形 , 并 用 Leibniz 定理 求 导 n 次 . ] 
17. 证 明 公式 


vDnu = Dr (ww) 一 mnD2 (uDzv)+ epg (uD2v) — 


其 中 n 是 任意 的 正 整数 . [利用 归纳 法 . ] 


18. 证 明 
2n : 
(总) 2 2 {S2n_1 (2) cosz — Can (zjsinz}， 
其 中 Con (z) 和 Sn -li (z) 定义 在 例 XLVI 第 (5) 题 中 . (Math. Trip. 1936) 
19. 证 明 


a 27 — 27)*™ cos2 
人 二) cos” 人 ( (27 一 2r) “cos2( 一 7)7z. 


(Math. Trip. 1928) 
20. 如 果 y = (1 一 z2) arcsinz, 其 中 -1<z<1l, 且 = < arcsinz < sn, 
2 2 
那么 
(1 一 z2) ynti — (2n+ 1) zyn — nyn-1 = 0， 

下 标 表示 关于 z 的 求 导 次 数 . (Math. Trip. 1933) 

21. 如 果 y = (arcsinz)2, 那么 

(1—22) yn — (Qn— 1)zyn — (no1) yn =0. 

从 而 求 出 y 在 > = 0 处 的 所 有 导数 的 值 . (Math. Trip. 1930) 

22. 一 条 曲线 由 


T=a(2cost+cos2t), y=al(2sint— sin2t) 
给 出 . 证 明 (i) 在 以 t 为 参数 给 出 的 P 点 处 的 切线 以 及 法 线 方程 是 


1 1 3 1 I 3 
sin =t 十 =t 一 asin=t 3 =t—ysin~t= é 
rsin Ycos 3t = asin t, Teos 3 ysin zt 3acos 6 


的 在 P 点 的 切线 与 曲线 交 于 点 ,及 这 两 点 的 参数 是 -3t 和 x 一 3 
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(ii) QR = 4a; (iv) 在 点 Q 以 及 RR 处 的 切线 交 成 直角 , 且 在 圆 z? +y? = a? 上 相交 ; 
(v) 在 PQ 以 及 RR 点 的 法 线 共 点 , 且 在 圆 z? + 妨 = 9a? 上 相交 ; (vi) 该 曲线 的 方 
程 是 


(z2 十 只 +12az 十 9a?)? 一 4a(2z 十 3a)3. 


概略 描绘 出 该 曲线 的 形状 . 

23. 证 明 : 第 22 题 中 定义 了 该 曲线 的 方程 可 以 用 上 /a = 2u++u ?2,n/a = 2u-! 十 
42 来 代替 , 其 中 上 = z+wI =z 一 Wu = Cist. 证 明 : 在 由 wu 所 定义 的 点 处 的 切 
线 和 法 线 是 

WE -un=a(w 1), wet+uw=3a(w+ 1), 

并 推导 出 第 22 题 中 的 性 质 (ii) 一 (v). 

24. 证 明 : zt4 + 4pz3 4gz -1 = 0 有 相等 的 根 的 条 件 可 以 表示 成 (p+ q)$ 一 
(Dp 一 q)# = 1 的 形式 . (Math. Trip. 1898) 

25. 三 次 方程 f(z) = 0 的 根 按照 大 小 增加 的 次 序 排列 是 a, B,Y. 证 明 ; 如 果 
(a,B) 和 (B,7) 中 的 每 一 个 区 间 都 被 分 成 6 个 相等 的 子 区 间 , 那么 f(z) = 0 的 一 
个 根 就 会 落 在 位 于 8 的 每 一 边 从 8 算 起 的 第 四 个 子 区 间 中 . 当 f'(z) = 0 有 一 个 
根 落 在 一 个 分 点 处 这 两 种 情形 时 , 该 三 次 多 项 式 应 有 何 种 特性 ? 


(Math. Trip. 1907) 
26. 如 果 $(z) 是 一 个 多 项 式 , 而 和 是 一 个 实数 , 那么 , 在 $(z) = 0 的 任何 一 
对 根 之 间 有 
$ (7)+M(z)=0 
的 一 个 根 . [如 同 在 例 XLI 第 (10) 题 中 那样 讨论 . ] 
27. 如 果 a 和 6 是 p=0 的 两 个 相 邻 的 根 , 那么 少 +X4 = 0 的 介 于 a 和 6 之 
间 的 根 的 个 数 (每 个 根 均 按照 重 数 计算 它 的 个 数 ) 是 奇数 . 
如 果 5$ = 0 的 根 全 是 实数 , 那么 y' + Xp = 0 的 根 也 全 是 实数 ; 又 如 果 前 一 个 
方程 的 根 全 是 单 根 , 则 后 者 的 根 也 全 是 单 根 . (Math. Trip. 1933) 
28. 由 第 27 题 导出 : 了 
人 二) (e271)" 


在 -1 与 1 之 间 有 m 个 实 的 单 根 . (Math. Trip. 1933) 
29. 研究 f(z) 的 极 大 值 与 极 小 值 , 以 及 f(z) = 0 的 实 根 , 这 里 f(z) 是 诸 函 数 


. ; 1 
rT—sinz—tana(l— cosz), Zz— sinz— (a— sina) 一 tan 3a (cosa 一 cosz) 


中 的 一 个 , 而 是 0 与 x 之 间 的 一 个 角度 . 证 明 : 在 第 一 种 情形 , 有 重 根 的 条 件 是 
tana 一 a 必须 是 r 的 一 个 倍数 . 
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30. 证 明 : 通过 选取 比值 和 : jp, 可 以 使 得 入 (ar? 二 br 十 cj+A (az2 十 wzr 十 v= 
0 的 根 是 实 的 , 且 有 任意 大 小 的 差 , 除非 这 两 个 二 次 式 的 根 全 都 是 实数 , 且 交 织 在 一 
起 ; 在 此 例外 情形 , 该 方程 的 根 总 是 实 的 , 但 它们 的 差 的 大 小 有 一 个 下 限 . 

(Math. Trip. 1895) 
[考虑 函数 
(az? +br+e)/ (er +b r+e) 

的 图 的 形状 : 参见 例 XLVI 第 (13) 题 以 及 其 后 各 题 . ] 

31. 证 明 : 当 0<z<1 时 有 


并 画 出 该 函数 的 图 . 
32. 画 出 函数 


1 
TcotTZ 一 二 一 
了 vw—l 


的 图 . 
33. 概略 描绘 出 由 

dy _ (6z?+z—1)(z— 1)* (z+1)’ 

dz 2Z2 
所 给 出 的 函数 y 的 图 的 一 般 形状 . (Math. Trip. 1908) 

34. 将 一 张 纸 折 起 来 , 使 得 它 的 一 个 角 刚好 碰 到 对 边 . 指出 应 如 何 折纸 以 使 得 
折 痕 有 最 大 的 长 度 . 

35， 椭 圆 (zz/a2) + (2/2) = 1 可 以 被 一 个 同心 圆 切 下 来 的 最 大 锐角 是 
arctan { (a? — b?) /2ab}. (Math. Trip. 1900) 

36. 在 一 个 三 角形 中 , 面积 4 与 半 周 长 是 固定 的 . 证 明 : 一 条 边 的 任意 一 个 
极 大 值 或 者 极 小 值 都 是 方程 s(z - s) z? +442 = 0 的 一 个 根 . 讨论 此 方程 的 根 的 实 
性 , 以 及 它们 是 否 与 极 大 值 或 者 极 小 值 相 对 应 . 

[等 式 a+b+c=2s,s(s 一 a)(s 一 b)(s 一 c) = A? 决定 了 a 和 5 是 c 的 函数 . 
关于 。 求 导 , 并 假设 da/dc = 0. 即 可 求 得 b = cs b= sc = 30, 由 此 我 们 推出 
s(a—s)a?+4A?=0. 

如 果 s4 > 2742, 则 这 个 方程 有 三 个 实 根 , 而 如 果 s4 < 2742, 则 这 个 方程 有 一 
个 实 根 . 在 一 个 等 边 三 角形 (等 边 三 角形 是 对 给 定 面积 有 最 小 周 长 的 三 角形 ) 中 有 
s4 二 2742; 从 而 不 可 能 有 s+ < 2742. 于 是 关于 a 的 方程 有 三 个 实 根 , 而 且 , 由 于 
它们 的 和 是 正 的 , 且 乘 积 是 负 的 , 故而 有 两 个 根 是 正 的 , 而 第 三 个 根 是 负 的 . 在 两 个 
正 根 中 , 有 一 个 与 极 大 值 对 应 , 而 另 一 个 与 极 小 值 对 应 . ] 
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37. 诸 边 经 过 三 个 给 定 的 点 4, B,C 的 最 大 的 等 边 三 角形 的 面积 是 
a@++e 
2V3 
a,b,c 是 4BC 的 边 长 , 而 4 是 它 的 面积 . (Math. Trip. 1899) 
38. 如 果 4,4' 是 顶点 在 原点 , 而 底 角 在 心脏 线 (cardioid)r = a(1+cos9) 上 
的 两 个 最 大 的 等 腰 三 角形 的 面积 , 那么 25644' = 25ao4V5.8 (Math. Trip. 1907) 
39. 当 曲 线 z2y 一 47? 一 4zy 十 访 十 16z -2y 一 7 二 0 上 的 点 (z,y) 趋向 点 (2,3) 
时 , 求 出 (z? 一 儿 十 8) / ( 妇 一 6z 十 3) 所 趋向 的 极限 值 . (Math. Trip. 1903) 
[如 果 取 (2, 3) 作为 新 的 原点 , 则 该 曲线 方程 变 为 627 一 绊 十 太 = 0, 而 所 给 的 
函数 变 成 


2A+ 


(€2+4€—4n)/ (+6n— 68). 
如 果 令 = 花 , 我 们 就 得 到 上 = (1 一 契 ) /t,7 = 1 一 如 . 该 曲线 有 一 个 在 原点 有 分 又 
的 环 , 原点 与 += -1 以 及 t=1 这 两 个 值 相对 应 . 将 给 定 的 函数 用 t 来 表示 , 并 令 
t 趋向 -1 或 者 1, 我 们 就 得 到 极限 值 为 -5, 一 5 3-1 


40. 如 果 4 a 


"i 
那么 
da lim f (7)} — lim f' (7) 过 3 sec a — 二 seca. 
(Math. Trip. 1896) 

4 证 明 ; 如 果 $(z) = 1/ (1 + z2)， 那么 wm (z) = Qn (z)/ (1++2)” 其 中 
Qn (z) 是 一 个 nn Et 并 证 明 

ma Qn+i=(1+zz)Q4 -2(m+1)zQni 

(i) Qnr 十 2 二 2)zQn+i 二 (十 2)(+1)(L+z2)Qn = 0; 

(ii) (1 + z2) @ — 2nzQ’ +n(n+1)Qn =0; 


(iv) Qn = (—1)" nl! {e+ 1T)zm 一 + Non 十 … } 
(v) Qn = 0 的 所 有 的 根 都 是 实 的 , 且 被 9。_1 = 0 的 根 分 隔 开 来 . 


42. 如 果 f(z) ,9(z) 和 (z) 满足 第 126~128 节 中 关于 连续 性 以 及 可 导 性 的 
条 件 , 那么 存在 & 的 一 个 位 于 a 与 5 之 间 的 值 , 使 得 


f(a) $la) ya) 
f(b) $(b) wb) 
f°(€) YE) 光合 


@ 此 处 原 书 误 写 为 256AA = 25a4V5. -一 译 者 注 
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[考虑 用 f(z) ,6 (z) , 少 (z) 来 代替 该 行列 式 的 第 三 行 的 各 个 元 素 所 得 到 的 函数 . 
当 9(z) =z 且 少 (z) = 工时 , 这 个 定理 就 化 为 中 值 定理 (第 126 节 ). ] 
43. 从 第 42 题 推 导出 第 128 节 中 的 定理 . [ 取 (xz) = z. ] 
44. 如 果 %(z) 和 少 (z) 满足 第 128 节 中 的 条 件 , 且 9'(z) 从 不 取 值 为 零 , 那么 ， 
对 于 (a,b) 中 的 某 个 值 5 有 
bE) -$a) 图 ( 
VO) we) ~ w(E) Ce 
[对 {6(z) 一 9(@)}{y(6) 一 上 (2)} 应 用 Rolle 定理 . ] 
45. 如 果 9 (z) 在 a < z <b 中 连续 , 和 (z) 存在 , 且 对 a<z<b 有 (7z) > 0， 
那么 


$(7) — $(a) 
卫 一 Q 
在 a<z< 中 递增 且 是 严格 增加 . (Math. Trip. 1933) 
46. 函数 f(z) 和 g(z) 在 0 < z<a 中 连续 , 且 在 0<z<a 中 可 导 ; f (0) = 
0,g(0) =0; 且 f(z) 和 yg’(z) 是 正 的 . 证 明 
(0) 如 果 f'(z) 与 zx 一 起 增加 , 那么 f(z) /z 也 与 z 一 起 增加 ， 
(让 如 果 天 (z) /g'(z) 与 z 一 起 增加 , 那么 f(z) /9g(z) 也 与 z 一 起 增加 . 


证 明 : 函数 
5 1 


= 二 ww3 
“2 6 
sinz” 1—cosr’ 2 一 sinz” 
在 区 间 0 < x < lx 中 递增 . (Math. Trip. 1934) 


[参见 Hardy, Littlewood 以 及 Pdlya 所 著 Inequalities 一 书 第 106 页 . ] 
47. 函数 f(z) 在 z = 上 有 微分 系数 f'(&). 证 明 : 如 果 六 和 大 同时 取 正 的 值 
以 任何 方式 趋向 零 , 那么 


FEth) FETR) 
h 


人间 = 元 了 全 


趋向 零 . 

并 证 明 : 如 果 fr (z) 在 一 个 包含 & 的 区 间 中 是 连续 的 , 那么 我 们 就 能 删 去 “ 正 
的 ”这 个 词 , 而 仅仅 假设 + 去 0. 

最 后 , 考虑 函数 


10=0, 7@=-1 人 | ex 
由 此 来 证 明 , 在 一 般 情形 下 我 们 不 可 能 取消 这 一 限制 . (Math. Trip. 1923) 
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[关于 第 一 部 分 , 利用 恒等式 
ont {te _ pcg} 


{A -7@ -rg]} 


以 及 不 等 式 疡 < 户 十 大 大 < 天 十 大 对 于 第 二 部 分 , 利用 中 值 定理 . 对 于 第 三 部 分 , 取 
到 
t= n= (n-2) k=—n-4, 


其 中 是 一 个 正 整数 . ] 

48. 如 果 当 z 一 oo 时 有 VW (z) 一 a, 且 a 去 0, 那么 9(z) ~az. 如 果 a= 0, 那 
么 8(z) = o(z). 如 果 内 (z) 一 oo, 那么 %(z) 一 oo. [利用 中 值 定理 . ] 

49. 如 果 当 z 一 co 时 有 4 (z) 一 a, 那么 (z) 不 可 能 趋向 零 以 外 的 任何 极限 . 

50. 如 果 当 z 一 co 时 有 (7z) + (7) 一 a, 那么 g(z) 一 0 且 水 (z) 一 0. 

[ 设 %(z) = a+ 旨 (z), 所 以 光 (z) 十 (zx) 一 0. 如果 w'(z) 有 固定 的 符号 , 比 
方 说 对 所 有 充分 大 的 > 都 是 正 的 , 那么 多 (z) 递增 , 且 必定 趋向 一 个 极限 ! 或 者 趋 
向 co. 如 果 儿 (z) 一 oo, 那么 w (z) 一 一 o0, 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 如 果 多 (z) 一 1， 
那么 w(z) 一 -1, 而 这 是 不 可 能 的 (第 49 题 ), 除非 ! = 0. 类 似 地 , 我 们 可 以 处 理 
业 (z) 对 充分 大 的 z 取 负 值 的 情形 . 如 果 对 于 z 的 超出 任何 界限 的 值 , W (z) 都 改 
变 符号 , 那么 这 些 就 是 水 (z) 的 极 大 值 和 极 小 值 . 如 果 z 有 一 个 很 大 的 值 与 水 (z) 的 
一 个 极 大 值 或 者 极 小 值 相对 应 , 那么 小 (z) + 几 (z) 很 小 , 且 w(xz) = 0, 所 以 光 (z) 
也 很 小 . 于 是 当 z 很 大 时 , 水 (z) 的 其 他 的 值 也 很 小 . ] 


51. 指 岂 如 何 将 | 及 [人 ,1 (到 过 ) 本 ( 训 芭 ) )} tw 个 有 理 函数 的 积 


分 . [ 令 mz +m = 1/t 并 利用 例 XLIX 第 (13) 题 . ] 


52. 计算 积分 
(于 1}) 至 ,| 2 } 
(eye {+} 
5cosz 十 6 dz /天 一 一 < 
六 asia | (2 一 sin2z) (2 十 sinz i | eer CE 
dz 了 十 Sin 上 2 
| TT ry | de, [oresee rds, | (oresing) dz, 
| sarcsinzas | Zarcsinz | arctanz | 二 Br) 
VQ-zD) ur) 2 
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53. 用 代 换 wu? = z+1+z-1 计算 积分 


| zs-1 dz _ (Math. Trip.1931) 


Z 十 1 vv 二 二 二 


54. 证 明 
| dz _ L130n-1) |, 1- VU 
Br dn | 
第 六 二 2.4.…(2n 一 2) 1 
- 舍 + 结 + 4 去 }VG 林 |， 
dz Ee 2.4.…2n 
| 去 Cr) 3.5…(2n2 十 1) 
于 1.3.…(2n-1 1 
x 位 + 让 + 和 + 全 aa QQ 
n 是 一 个 正 整数 . (Math. Trip. 1931) 


55. 简化 公式 . (i) 证 明 


1 2 dz 
20- 1 (i) rr 
1 
T+ap 
tn | 二 全 
(z2 十 pr 十 g) (z2 十 pr 十 g) 


伶 z+ jp =t,9 一 4p? = 入 , 那么 我 们 得 到 


| dt =3| dt -| t2dt 
(+N AIBN A (+A 
1 dt 1 d 了 
一 二 十 t dt, 
Ms se-5]| 4 和 | 


再 用 分 部 积分 法 即 得 结论 . 
这 样 的 一 个 公式 称 为 一 个 简化 公式 (formula of reduction)， 当 n 是 正 整数 时 ， 


此 公式 最 为 有 用 . 这 时 我 们 可 以 用 | Ee ee 来 | 


而 可 以 依次 对 每 个 n 的 值 计 算 这 个 积分 . ] 
(i 证明: 如 果 万。 = za 十 zj dr, 那么 


(72+ pr+q)™ 


(p+1) Ig = 72° (1+7)" — qlptig-1s 
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并 对 1p,g 来 得 到 一 个 用 有 -1,g;1 表示 的 类 似 的 公式 . 又 用 代 换 z = -WwW (1+y) 证 
明 


a A 2 曙 


(十 ) 如 果 wm = | ey 那么 


(2n—2)un— (2n—3)un il 一 z(z2+1l)-e 


(Math. Trip. 1935) 
mdz 
(0) 如 果 Ton = | or， 那么 


2(n— 1 Inn= -2™ (z2 二 To 十 (一 ]) 有 -am 


(v) 如 果 = | cos prar, Jn= f= sin gzdz, 那么 


Bln= 72"sinBz —nJn1, BJn =—zr"cosBr+nlnl. 


(vi) 如 果 五 = | eos ads, 而 刀 = [Ey zdz, 那么 


nlIn=sinzcos™ lz+(n—1)In 2 n=—coszsinn-lz+ (一 1) Jn-_2. 


(vii) 如 果 = Jan aa, 那么 (n 一 1) (n+ In-2) = tan™-!z. 


(vii) 如 果 Imn = os™ zsinnzaz, 那么 


(m+n)lmn=—cos™tlysin"™ lz + (n—1)Inn-2 


= cos™ lzsin"tl z+ (m— 1)Im_2n. 


[我 们 有 
(m+ 1) mn = -sn x (cos™t! zx) dz 


=—cos™tlzsin" lz+(n—1) J ees win ?zde 


—cos™tl zsin" lz + (n—1)(Inn_2— 


jn 
这 将 导出 第 一 个 简化 公式 . ] 


(ix) 将 wm = [sn asin nzdz 与 Im_2,n 用 公式 连接 起 来 . 


(Math. Trip. 1897) 
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(x) 如 果 Im.n = J” cosecnzdz, 那么 


(n— Dn -2) Inn=n -2) Inn2+m(m— 1) lnm-2n-2 
—z™m-lcosec™!z {msinz+ (n— 2)zcosz}. 


(Math. Trip. 1896) 
(xi) 如 果 I = | tbeoss) "dr, 那么 


(n—1)(a—b)I, = -bsinz(a+ beosz) "d+ (2n— 3)aln1— (n— 2)In-2. 
(xii) 如 果 五 = | (eos s+ 2heoszsinz + bsin? 2) "do, 那么 


i 


An(n+1) (ab—h?) Int2 —2n(2nt+1)(a+b) Inr + dn? 一 一 Ee 
(Math. ‘Trip.1898) 
(iii) 如 果 rw = | (ogz)" dz, 那么 (m+) Dn = 2"+1 (logz)" nlnn it 


56. 如 果 n 是 一 个 正 整数 , 那么 [= (logz)"dz 的 值 是 


mii (ogz)” nllogz)"! n(n—1)(logz)"™? (-1)"™ nl 
mtl (m+1) (m+1) tml 
57. 由 


sin asin 办 sinacosg 


Z 三 co8 内 十 一 3 一 一 一 一 7 一 
4 9 1— cos?asin2¢ 


1 一 cos2asin2 办 
所 给 出 的 曲线 所 围 的 面积 是 3x (1 + sina)? /sin ay 其 中 a 是 一 个 正 的 锐角 . 
(Math. Trip. 1904) 
58. 一 个 半径 为 a 的 圆 的 一 条 弦 在 一 条 直径 上 的 投影 有 不 变 的 长 度 2acos 有; 
证 明 : 该 弦 的 中 点 的 轨迹 由 两 个 环 组 成 , 且 每 一 个 环 的 面积 都 是 a? (6 - cos gsin 8). 
(Math. Trip. 1903) 
59， 证 明 : 曲线 (z/a)s + (y/b) = 1 在 一 个 象限 内 的 长 度 是 (a? + ab 
十 刀 )/(a 十 昌 (Math. Trip.1911). 
60. 点 4 在 一 个 半径 为 a 的 圆 的 内 部 , 离 圆心 距离 为 5. 证 明 : 从 点 4 向 圆 的 
一 条 切线 所 作 的 垂 线 的 垂 足 的 轨迹 所 包围 的 面积 是 x 人 十 35)- 
(Math. Trip. 1909) 
61. 证 明 : 如 果 (a,5,c, f,g,h 5 z,y,1)? = 0 是 一 条 圆锥 曲线 的 方程 , 那么 
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dz 二 
| 


其 中 PT, PT' 是 从 圆锥 曲线 上 坐标 为 z 和 y 的 点 P 向 位 于 弦 "lz+my+n=0 的 
端点 处 的 切线 所 作 的 垂 线 , 而 a, 8 是 常数 . (Math. Trip. 1902) 


62. 证 明 : 
azr? +2br+i+c 
( 


AzT? +2Bz+C) 
是 z 的 一 个 有 理 函数 , 当 上 且 仅 当 4C - B? 与 aC + cA -25B 中 有 一 个 为 零 ?. 
63. 证 明 : 


f(z) 
{F(z)} 
是 z 的 有 理 函数 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 : /及 fp" 能 被 整除 ,其 中 和 万 
是 多 项 式 , 且 后 者 没有 重 因子 . (Math. Trip. 1910) 


64. 证 明 : 
| acosT 十 sinz 十 了 
(1 一 ecosz)2 
是 cosz 和 sinz 的 一 个 有 理 函 数 , 当 且 仅 当 ae + = 0; 并 在 此 条 件 满足 时 计算 这 
个 积分 . (Math. Trip. 1910) 


dz 


四 网 第 134 节 中 所 引用 的 作者 的 专著 . 
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150. 更 高 阶 的 中 值 定理 

在 第 126 节 中 我 们 曾经 证 明了 : 如 果 f (z) 在 a < z <b 中 连续, 且 在 a<z<b 
中 有 导数 , 那么 

f (0)—f(a)= (5—a)f (8), 
其 中 a < & <b; 或 者 说 有 
f(at+h)—f(a)=hf (a+0h), (1) 

其 中 0<01<1. 

现在 对 f(z) 进一步 加 以 限制 . 假设 f'(z) 在 a < xz < 6b 中 连续 , 且 /"(z) 在 
a < zw <b 中 存在 . 考虑 函数 


有 一 ZN 1 
7610 -6-7 0 (EEE) TWO-7O-@-o97o 


此 函数 当 z 二 a 以 及 z= 时 变 为 零 , 且 它 的 导数 是 
2(b—z) 1 Pp 
OO AA 


这 个 导数 必定 在 a 和。 之 间 的 某 个 z 的 值 变 为 零 . 这 样 就 存在 介 于 a 和 5。 之 间 的 
某 个 z 的 值 (于 是 它 可 以 表示 成 a 十 92(b 一 a), 其 中 0 < 0。<1), 使 得 有 


10O=7(0) + (0-070) +3) "(8). 
如 果 辟 5 二 a +h 就 得 到 等 式 


f (a+ = (0) + (0) + 5" (et 6), 人 


这 是 我 们 所 称 的 二 阶 中 值 定理 (the mean value theorem of the second order) 的 标准 
形式 . 

我 们 已 经 对 于 f'(z) 假设 了 在 第 126 节 中 对 于 %(z) 所 假设 的 条 件 , 也 就 是 说 
在 闭 区 间 中 的 连续 性 以 及 在 开 区 间 (a,5) 中 的 可 导 性 . 我 们 附带 还 假设 了 f' (a) 和 
了 "(b) 的 存在 性 , 这 样 一 个 假设 涉及 z 在 (a,5b) 以 外 ( 即 在 a 的 左边 以 及 的 右边 ) 


266 纯 数 学 教程 


时 f(z) 的 值 . 在 应 用 中 有 可 能 发 生 f(z) 在 (a 及 以 外 没有 定义 的 情况 . 例如, 此 
时 我 们 必须 把 (a) 理解 成 仅仅 对 位 于 (o, 世 中 的 = 的 值 有 定义 , 也 就 是 说 
1 (0 = lim, f+) 

这 个 约定 与 我 们 在 第 99 节 末尾 关于 连续 性 所 作 的 约定 是 相互 平行 的 . 

对 于 更 高 阶 的 导数 , 下 一 个 定理 中 给 出 了 同样 的 观点 ， 

由 (1) 和 (2) 所 给 出 的 相似 性 引导 我 们 总 结 出 下 面 的 定理 . 

Taylor 中 值 定理 或 者 一 般 性 的 中 值 定理 .如 果 /1 (z) 在 a< rz < 中 连续 ， 
且 J (z) 在 a<x<b 中 存在 ,那么 


et 


f (6) I sf (0)+ 


(6—a)"- 
m—D 


其 中 a <&<b; 而 如 果 4b 二 a 十 hh 那么 


+ -yo- ,ao+ 全 yo 8), 


f (ath) =f (a) th (e) + (0) + 
和 


十 En D (a)+ i (a + 0nh), 


其 中 0<0,<1. 
Jo-0 (z) 的 连续 性 自然 包含 了 7 (z) ,f(z) ,… ,Jo-2) (z) 的 连续 性 . 
其 证 明 与 一 1 以 及 一 2 的 特殊 情形 采用 同样 的 路 线 . 我 们 考虑 函数 
F(z) — (2) Fa (a), 


a 


其 中 
St n—l 
Fn(z)=f(0) -f(z)— (6-7) f(r) — mo 
这 个 函数 在 z = a 以 及 z =b 时 变 为 零 ; 它 的 导数 是 


n(b—z)"™! (一 = 村 
人 人 四 -全 全 /四 }， 
故 必 有 z 的 某 个 介 于 a 和 5 之 间 的 值 , 使 得 此 导数 在 该 点 处 等 于 零 . 这 就 立即 得 
出 欲 证 之 结论 . 

例 LV 
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(1) 假设 f(z) 是 一 个 > 次 多 项 式 . 那么 ft (z) 当 > r 时 恒 等 于 零 , 于 是 该 
定理 引导 到 代数 恒等式 


h? pv hr rm) 
flath)=f(0) +hf (od) + Ff (0) + + (0 
(2) 将 定理 应 用 于 f(z) = 1/z, 并 假设 z 和 z +h 都 是 正 数 , 就 得 到 结果 


1 1 让 (ED hn"=! (—1)" hr" 
二 一 一 二 十 二 一“… 十 十 
z+h z 2 2 zn (z+0nh)"™t 
1 i (= he (bj 
[国耻 下 二 未 人 zn (r+h)’ 


我 们 可 以 通过 证 明 zn" (zx + 六 可 表 成 (z + guj)"+:1 的 形式 , 或 者 通过 证 明 z" (z 十 门 
在 zn+l 与 (z 二 hh)"t! 之 间 来 验证 此 结果 . ] 
(3) 导出 公式 
h2 
sin(z+h)=sinz +hcosz— pr 一 四 cosZT 十 ， 
_1 h2n— 1 
(Zn—1)! 


并 对 cos (z 十 hh) 得 出 对 应 的 公式 , 并 得 出 包含 h 的 军 直 至 je"+3 的 类 似 的 公式 . 
(4) 证 明 : 如 果 m 是 一 个 正 整数 , 而 n 是 一 个 不 大 于 m 的 正 整数 , 那么 


z+" =amt (Yamipt+( 到 |] zm-n+ihn-1 
上 n—l 
+ ( yy ) (z+ 0nh)™ "hn. 
n 


又 证 明 : 如 果 区 间 (z,z 十 门 不 包含 z = 0, 则 此 公式 对 mm 的 所 有 有 理 数值 以 及 对 
于 n 的 所 有 正 整 数值 都 成 立 . 并 证 明 : 即使 : <0<z+h 或 者 z+h<0<z, 如 
果 m 一 n 是 正 数 , 则 该 公式 依然 成 立 . 

(5) 如 果 f(z)=1/z 且 z<0<z+th, 则 公式 f(z+h)= f(z)+hf'(z +01h) 
不 成 立 . 

[因为 f(z 二 有 一 了 (z) > 0, 且 hf'(z 二 抽 h) 二 一 h/ (z +01h)? < 0; 显然 使 中 值 
定理 成 立 的 条 件 并 不 满足 . ] 

(6) 如 果 z = 一 a,h =2a, 了 (Zz) = zx, 那么 等 式 


h2n 
+(-1)” coszt+ (—1)" 全 sm (z+ Oonh), 


f(z+h)= f(r)+hf’ (r+0h) 
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对 0 = 3 土 直 V3 是 满足 的 . [这 个 例子 表明 , 该 定理 的 结果 即使 当 使 得 定理 成 立 的 
条 件 不 满足 时 也 有 可 能 成 立 . ] 

(7) 逼近 方程 的 根 的 Newton 法 . 设 € 是 代数 方程 f(z) = 0 的 一 个 根 的 近似 
值 , 实际 的 根 是 5 十 及 那么 


0= (Eth) = (0) +hf (E) + dh (E+ 0h), 


所 以 
f() _ 1127" (+ 62h) 


f(6) 2 也 


只 要 疡 人) 0. 

如 果 这 个 根 是 一 个 单 根 , 且 h 足够 小 , 那么 就 存在 一 个 正 数 K, 使 得 对 我 们 所 
考虑 的 所 有 的 z 的 值 都 有 |f'(z)| > K; 故而 这 个 根 就 是 
f (8) 
了 二) 
这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 假设 . 从 而 &1 是 这 个 根 的 一 个 比 上 更 好 的 近似 值 . 

我 们 可 以 重复 这 个 方法 , 取 &1 代替 上 5， 这 样 就 得 到 一 列 越 来 越 好 的 近似 值 
人,53，… 相应 的 误差 为 O (h4) ,O (hs),…. 

(8) 将 这 一 程序 应 用 到 方程 zz = 2, 取 & = 3 作为 第 一 个 近似 值 . [我 们 求 得 
= 革 三 1.417.…, 虽然 第 一 个 近似 值 不 精确 , 但 &1 是 一 个 相当 好 的 近似 值 . 如 果 


现在 再 重复 这 一 过 程 , 就 得 到 &2 = ee = 1.414215.…, 它 的 小 数 部 分 有 5 位 数字 
是 正确 的 . ] 
(9) 用 这 种 方法 考虑 方程 rz 1 一 y = 0, 其 中 y 很 小 , 证 明 


2 
VU =1+ 冯 -二 +0 的 . 


€+h=€- 


+0O(h)=& +0 (1), 


(10) 证 明 : 第 (7) 题 中 方程 的 根 是 


a Et i 
¢- 廊 -+ (nl) 
(其 中 每 个 函数 的 自 变量 都 是 6). 
(11) 方程 sinz = az( 其 中 a 很 小 ) 有 一 个 几乎 与 x 相等 的 根 . 证 明 : (1 a)x 
是 一 个 更 好 的 近似 值 , 而 (1 一 a + a2) x 则 是 一 个 还 要 更 好 的 近似 值 . [第 7~10 题 
的 方法 与 /(z) = 0 是 否 是 代数 方程 并 无 关系 , 只 要 f' 和 f” 连续 且 f'(#) 关 0 即 
可 应 用 . ] 
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(12) 证 明 : 如 果 ft"+3) (z) 是 连续 的 , 那么 , 当 h 一 0 时 , 在 一 般 的 中 值 定理 中 
出 现 的 数 9, 的 极限 是 1/ (n 十 了 
[因为 ftz 二 六 与 


jz) 十 十 所 /四 (z+ Onh), 
n hn+l 
(n+ 1)! 


f+ + (+ nn 


中 的 每 一 个 都 相等 , 其 中 bn+1 以 及 br 都 位 于 0 和 1 之 间 . 于 是 


hf(™+Y) (x + On+1h) 
(n) =f" a i 
f° (z+0nh) = f°" (2)+ rg 


但 是 , 如 果 对 函数 4" (z) 应 用 原来 的 中 值 定理 , 并 用 0h 代替 h, 我 们 得 到 
Jo (z 十 gj = Fo (z) + Onhf "+ (z+ 00nh), 


其 中 0 也 位 于 0 和 1 之 间 . 从 而 
_ 8 (z+ Ont1h) 


(n+1) 二 
Onf (Tz +00nh) pi 7 


由 于 Jo"+D (z++00nh) 和 Jo+D (z+bnH7) 当 hh 一 0 时 趋向 相同 的 极限 , 故而 由 
此 即 得 出 结果 . ] 
151. Taylor 定理 的 另 一 形式 

Taylor 定理 还 有 另外 一 种 形式 , 在 这 种 形式 下 , 我 们 假设 的 条 件 要 少 于 第 150 
节 中 定理 的 条 件 . 

假设 f(z) 在 z =a 有 nn 阶 导 数 f(a),… ,fo) (o). 在 任何 一 点 f(z) 的 存 
在 性 包含 了 j%- 5 (z) 在 含有 该 点 的 某 个 区 间 中 的 存在 性 以 及 它 在 该 点 的 连续 性 ; 
所 以 , 在 包含 z = a 的 一 个 区 间 中 前 n - 2 阶 导 数 都 是 连续 的 , 且 第 n 一 1 阶 导数 
在 z=a 也 是 连续 的 . 但 是 我 们 甚至 不 能 假设 在 除了 z = a 以 外 的 任意 一 点 nn 阶 
导数 存在 . 

首先 假设 h>0, 记 


Fl) =f (at fe) -hf (e) Am (0). 


那么 F (h) 和 它 的 前 n 一 1 阶 导数 对 h = 0 变 为 零 , 而 FL" (0) = /fm (a). 于 是 ， 
如 果 我 们 记 加 
c 内 = 及 从 -页 {rma- 叶 ， 


270 ” 纯 数学 教程 


其 中 6 是 正 数 , 那么 就 有 
G(0)=0, G'(0)=0, .…, GY(0)=0, G™(0)=6>0. 


由 最 后 两 个 等 式 以 及 第 122 节 定 理 A 推出 : Ge-0 (h) 在 h=0 是 增加 的 , 且 对 于 
小 的 正 数 h 取 正 的 值 . 

其 次 , Gm-2) (0) = 0, 且 对 于 小 的 正 数 h 有 Go-D (h) > 0; 这 样 一 来 , 根据 第 
122 节 的 推论 1, 对 于 小 的 正 数 hh 就 有 GW"-?(h) > 0.7 重 复 这 一 讨论 , 我 们 相继 得 
知 Gon-3) (由 G("-9 (h),… 以 及 最 后 G (h) 都 是 正 的 , 也 即 对 小 的 正 数 刀 有 


Fn (h) > {1 -0}. 
类 似 地 ”, 可 以 证 明 : 对 小 的 正 数 有 
FF (h) < 和 {1® (0 +6}; 
在 这 些 不 等 式 中 , 5 是 一 个 任意 的 正 数 . 由 此 推 得 , 当 7 和 h 取 正 数 趋向 零 时 有 
= +). 
类 似 地 , 我 们 可 以 对 取 负 数值 的 h 进行 处 理 , 并 得 到 下 面 的 定理 . 
如 果 f(z) 在 za 有 nn 阶 导 数 ,那么 
CD fat) = fo) +h (0) + 
其 中 一 0 (h 一 0). 
我 们 也 可 以 根据 第 98 节 的 记号 , 将 (1) 写成 
n—l 
QO fet)=T Ot tt 0 + oh"). 
我 们 也 应 当 能 从 第 150 节 的 定理 推导 出 这 个 结果 , 不 过 仅 需 要 假设 fo (z) 在 z= a 
有 连续 性 . 
例 LVI 
(1) 证 明 : 如 果 当 z 一 0 时 


+ 和 + 


ao 十 az 十 … 十 anZn 十 o(zn) 一 加 十 Diz 十 … 十 bz 十 o(z")， 


那么 oo = bo,al = ,… ,an = bn. 

[ 令 z 一 0, 我 们 看 到 有 oo = bo. 现在 用 z 来 除 , 再 令 z 一 0; 根据 需要 重复 此 
过 程 . 

Q@ 根据 中 值 定理 , 这 也 就 是 Gtn-2) (h) = G("-2) (h) — G(™-2) (0) = hG(™1 (oh > 0. 

加 在 G(h 的 定义 中 改变 5 前 面 的 符号 . 
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由 此 推 得 : 如 果 f(z) 在 z=a 有 nn 阶 导数 , 且 
flat+h)=cot+cht+.+onh" +o(h"), 


那么 co,c1,… 就 有 (2) 中 所 给 的 值 . ] 
(2) 证 明 
人 一 Po， 
如 果 右边 的 导数 存在 的 话 . 
(3) 证 明 
f+ -2 +f -9 二 人， 
如 果 右 边 的 二 阶 导数 存在 的 话 . (Math. Trip. 1925) 
(4) 证 明 : 对 很 小 的 8 有 
3sin20 
2(2+cos20) 


(5) 证 明 : 如 果 sinz = zy?, 且 z 和 yy 一 1 很 小 , 那么 


一 0 十 总 6 +0(05). (Math. Trip.1935) 


= 和 办 人 1 _1)2 
y=1 地 ?7 + Tr 4+o(z), z=—12(y D+sly 1)° +o{(y—1)2}. 


(Math. Trip. 1934) 
152， Taylor 级 数 


假设 f (z) 是 一 个 函数 , 它 在 包含 点 z = a 的 一 个 区 间 (a 一 n,a 十 7) 中 有 任意 
阶 的 微分 系数 . 那么 , 如 果 h 的 绝对 值 小 于 nm, 则 对 所 有 n 的 值 就 有 


[ODOMOPEE Eo Ul Ce 


其 中 0 < 9。 < 1. 或 者 说 , 如 果 
总 = 守 六 ja) Rs = Lf (a+0, h) 
te 0 v! ” nl i - 


则 有 
f (at+h)— Sn = Fn. 


现在 进一步 假设 : 当 n 一 oo 时 有 Rn 一 0. 那么 


2 
Ja+ 月 = lm, Ss = 了 人 + 四 二 生产 合十， 
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f(a 十 hh) 的 这 个 展开 式 称 为 Taylor 级 数 . 当 a = 0 时 , 该 公式 化 简 为 
2 
FD) =F 0 4h 0) + 0) + 


称 之 为 Maclaurin 级 数 . 函数 忆 , 则 称 为 Lagrange 形式 的 余 项 . 

读者 应 该 仔细 注意 : f(z) 的 所 有 导数 的 存在 性 这 一 假设 是 Taylor 级 数 成 立 的 充分 条 件 . 
对 Rn 的 性 状 作 直 接 的 讨论 十 分 重要 . 

(1) 余 弦 级 数 和 正弦 级 数 . 设 f(z) = sinz. 那么 f(z) 对 所 有 z 的 值 有 任意 阶 
导数 . 并 对 z 和 n 所 有 的 值 都 有 | 7 (z)| < 1. 故 在 此 情形 有 |R| < h"/nl, 当 
n 一 oo 时 它 趋向 零 ( 例 XXVII 第 (12) 题 ), 而 不 管 h 取 什 么 样 的 值 . 由 此 推 得 , 对 
z 和 所 有 的 值 都 有 


h2 h 
sin(z+h)=sinz+hcosz— 页 sinz 一 可 cos7 十 页 sinz 十 … 


特别 地 , 对 h 所 有 的 值 都 有 


她 ， hs 
sinh=h— 可 ps 
类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 
h2 fi a 
os (并 十 尹 ) = cosz— jsinz 一 页 cosz+ 可 sinz 十 … ， Cosh=1~ 可 十 下 


(2) 二 项 级 数 . 设 f(z) = (1+z)”, 其 中 m 是 任何 一 个 正 的 或 者 负 的 有 理 数 . 
2 
f(z)=mm- mnt+l) (1+2)"", 


而 其 Maclaurin 级 数 (用 zx 代替 h) 取 如 下 形式 


ER 


当 m 是 正 整数 时 , 该 级 数 只 有 有 限 项 , 我 们 就 得 到 带 正 整数 次 赛 的 二 项 定理 
所 对 应 的 通常 的 公式 . 在 一 般 情形 有 


R= je (0n7) = ( 四 ) Zz (1 + Onr)™", 
n: n 
为 了 证 明 当 m 不 是 正 整数 时 , Maclaurin 级 数 实际 上 对 任何 范围 内 的 z 的 值 都 表 


示 (1 十 z)”, 我 们 必须 证 明 : 对 于 在 这 个 范围 内 的 每 个 z 的 值 都 有 R,, 一 0. 如 果 
-1 < z < 1, 事实 上 这 是 成 立 的 , 而 当 0 < z < 1 时 , 这 可 以 用 上 面 给 出 的 RR 的 
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表达 式 加 以 证 明 , 这 是 因为 如 果 n > m, 则 有 (1+bnz)j” ”< 1, 而 当 m 一 co 时 
有 ( 2 je 一 0( 例 XXVII 第 (13) 题 ). 但 是 , 如 果 -1 < z < 0, 就 会 出 现 一 个 
n 


困难 , 这 是 因为 当 n > m 时 有 1+bnz < 1 以 及 (11+,z)””> 1; 如 果 仅 仅 知道 
0 < gu < 1, 则 不 能 肯定 1 + gnz 不 是 相当 小 , 也 不 能 肯定 (1 + gnz)” ”相当 大 . 

事实 上 , 为 了 用 Taylor 定理 来 证 明 二 项 定理 , 我 们 需要 R, 的 某 种 不 同 的 表达 
形式 , 如 同 我 们 后 面 将 要 给 出 的 那样 (第 167 节 ). 
153. Taylor 定理 的 应 用 , A. 极 大 与 极 小 

Taylor 定理 可 用 来 给 出 第 6 章 第 123 节 以 及 124 节 中 的 判别 法 的 更 为 重要 的 理 
论 完 备 化 结果 , 尽管 这 些 结果 并 没有 太 大 的 实际 意义 . 要 记 住 的 是 , 假设 $(z) 有 前 
两 阶 导数 , 我 们 陈述 过 的 $ (z) 在 z=& 有 极 大 或 极 小 值 的 如 下 的 充分 条 件 : 有 极 大 
值 的 充分 条 件 是 (8) 二 0,9"(E) < 0; 有 极 小 值 的 充分 条 件 是 (8) = 二 0,9"(€) > 0. 
显然 , 如 果 和 my (5) 与 #(€) 同时 为 零 , 则 这 些 判别 法 失效 . 

让 我 们 假设 %(z) 有 n 阶 导 数 


$2).9" (7) ,be™) (7), 


且 除了 最 后 一 个 之 外 , 所 有 其 他 的 导数 在 zx = & 均 为 零 . 这 样 根据 第 151 节 的 (2) 
就 有 


$(E+D -60) = 0 (6) 二 o(in)， 

而 此 式 必 须 对 于 所 有 很 小 的 h 都 有 固定 的 符号 ( 正 的 或 者 负 的 ). 这 显然 要 求 n 是 
偶数 ; 又 如 果 n 是 偶数 , 则 根据 5" (5) 是 负 的 还 是 正 的 而 取 极 大 值 或 者 极 小 值 

这 样 我 们 就 得 到 判别 法 : 如 果 有 一 个 极 大 值 或 者 极 小 值 , 那么 第 一 个 不 为 零 的 
导数 必定 是 一 个 偶数 阶 导数 , 且 在 有 极 大 值 时 , 该 导数 是 负 的 , 在 有 极 小 值 时 , 该 导 
数 是 正 的 . 

例 LVII 

(1) 当 %(z)= (z 一 时 验证 结果 , 这 里 m 是 一 个 正 整数 , 而 上 = a. 

(2) 对 函数 (z 一 a)”(z 一 5)” 在 z= a,z =b 作 极 大 值 以 及 极 小 值 检验 , 其 中 
m 和 是 正 整数 . 画 出 曲线 y = Cs —a)™ (zr—b)" 的 不 同 可 能 形式 的 图 形 . 


(的 济 国 妆 Sine- Z, sinz 一 z+ 守 ， sinz— z+ = + ,COST—1, cosZ 一 和 
2 3! 5! 2! 


cosz 一 1 十 看 2 5 … 在 z= 0 作 极 大 值 以 及 极 小 值 检验 . 
154. B. 某 些 极限 的 计算 


常常 需要 计算 在 变量 的 某 个 特殊 值 代入 时 取 “0/0” 这 种 形式 的 比值 的 极限 . 我 
们 假设 所 讨论 的 问题 中 变量 的 值 是 z = 0. 对 此 有 各 种 方法 . 
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(a) 假设 f(z) 和 4h(z) 在 z=0 可 导 , 且 f(0)=6(0)=0，W(0) 取 0. 那么 
f(z)=zf'(0)+o(z), $(7)= 19 (0)+o(z)， 
于 是 
jz， 了) 
g(z) 0) 
更 一 般 地 , 如 果 函 数 f (z) 在 z = 0 有 导数 , 且 每 个 函数 的 前 n 一 1 阶 导数 均 为 零 ， 
而 4 (0) 了 0, 那么 , 根据 第 151 节 的 定理 就 有 


f(D) = (0) +o(e"), $0) = 0" (0)+o(2"), 


所 以 有 
f(z) ,f° (0) 
$(7) HY (0) 
(b) 利用 第 128 节 中 的 定理 常常 会 更 好 一 些 . 如 果 f(z) 与 6(z) 在 0<z<h 
中 连续 , 且 在 0<z<h 中 可 导 , f (0)=0, 且 $(0)=0,6(h)#0, 又 f(z) 和 vy (zx) 
对 同一 个 x 从 不 同时 为 零 , 那么 
对 某 个 界 于 0 和 所 之 间 的 & 有 


(1) I 


现在 假设 当 xz 取 正 值 趋向 零 时 有 

f'(z) 
® yo)” 
那么 就 存在 一 个 区 间 (0, 月 , 在 该 区 间 内 部 5'(z) 不 为 零 .” 由 此 根据 第 129 节 的 定 
理 推出 , 在 0<z<k 中 YW'(z) 有 固定 的 符号 ; 这 样 一 来 , 根据 第 122 节 的 推论 2 可 
知 , 在 0<z<k 中 5g(z) 有 固定 的 符号 . 从 而 对 每 个 小 于 大 的 正 数 hh, (1) 均 为 真 ， 
所 以 


L, 


f(h) 


一 一 


$(h) 


这 就 是 说 , 只 要 下 式 中 的 第 二 个 极限 存在 , 就 有 
(8) ee 


co $ (3) 一 = 9 (7)” 
如 果 “z 一 +0” 代 之 以 “z 一 -0” 或 者 “z 一 0”, 自然 会 有 类 似 的 定理 成 立 ; 
其 论证 可 以 在 必要 时 重复 刚才 的 方法 即 可 . 于 是 , 对 任何 n, 只 要 对 0<v<n 有 


@@ 因为 不 然 的 话 , (2) 的 左边 就 会 对 无 穷 多 个 很 小 的 正 数 = 没有 意义 . 
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J 中 (0) =0 以 及 8 (0) = 0, 且 下 式 中 右边 的 极限 存在 , 则 有 
f(z) _ jm 1 (2) 


zd GB(z) 2 Ger) (z) 


同样 的 推理 过 程 表 明 , 当 疡 /d' 一 +oo 时 有 7/d 一 +o0. 
如 果 我 们 希望 从 第 126 节 的 中 值 定理 推导 出 (3), 我 们 就 必须 假设 f' (zx) 和 w(x) 在 z=0 
连续 (无 论 如 何 对 于 从 右边 趋向 零 如 此 ). 这 样 就 有 


f(z)=77 (017), $(7) = 270 (027), 


这 里 91 和 9。 中 的 每 一 个 数 都 位 于 0 与 1 之 间 . 因为 1 (9017) 一 (0) 以 及 内 (bz) 一 (0)， 
由 此 就 得 出 结论 . 
程序 (2) 的 优点 由 下 面 例 LVIII 第 (3) 题 指 出 . 这 里 


f(z)=tanr—7z, $(r)=7— sinz, 


f(0)=7(0)=7"(0)=0, $(0)=8(0)=8(0)=0 /1"(0)=2, $”(0)=1, 而 (a) 
给 出 极限 2, 此 方法 要 求 每 个 函数 有 三 次 导数 . 但 是 
f(z)_ sec2z 一 1 
内 (Z) 1—cosz 
我 们 可 以 利用 方法 (b) 快 得 多 地 得 到 结果 . 
本 节 的 定理 有 许多 不 同 的 变形 . 例如 , 代替 0, z 可 以 趋向 a, 或 者 趋向 无 穷 ; 而 且 可 以 用 
f/9 的 没有 意义 的 形式 “oo/oo” 来 代替 “0/0". 这 些 变形 通常 可 以 用 某 个 简单 的 代 换 化 为 标 
准 的 情形 . 
例 LVIII 
0 如 果 7 = zsin ,4 =, 那么 就 有 才 一 0. 这 里 


= sec?z (1— cosz) — 2, 


f 1 1 


= = 27sin ~ — cos—, 
I 也 


当 z 一 0 时 它 振荡 . 从 而 f/9 趋向 一 个 极限 , 而 此 时 疡 /4 不 趋向 任何 极限 ; 所 以 
我 们 的 条 件 只 是 充分 的 , 但 不 是 必要 的 . 


(2) 求 
工 一 (十 1)zn+l 十 mrn+2 
(了 
当 z 一 1 时 的 极限 . 
(3) 求 


taaz—z tannz—ntanz 
Z 一 sin7” nsinz— sinnz 


当 z 一 0 时 的 极限 . 
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+ 
1 一 4sin2 <nz 


四 当 z 一 1 时 ,有 一 Tc 一 一 BV (Math. Trip. 1932) 


(5) 求 2{ VT —z} 当 z 一 o0 时 的 极限 . [ 令 z= 1/y. ] 
(6) 证 明 


i 


{ence — 区 6 


(—1)” 
lim (z — n)coseczn = lin 
Fn 一人 一刀 


其 中 n 是 任意 的 整数 ; 并 计算 含有 cot zx 的 对 应 的 极限 . 


(7) 求 
下 
2 z 6)' 两 \ 7 7 3 
当 z 一 0 时 的 极限 . 
(8) 当 z 一 0 时 有 
sin Tarcsinz 一 Z2 区 所 tanzarctanz 一 IT2 三 这 
6 18” Eg 9 


155. C. 平面 曲线 的 相 切 

两 条 曲线 说 成 是 在 一 个 点 相交 (intersect or cut), 如 果 该 点 在 每 一 条 曲线 上 . 它 
们 说 成 是 在 一 个 点 相 切 (touch), 如 果 这 两 条 曲线 在 该 点 有 同样 的 切线 . 

现在 假设 f (z) ,‰(z) 是 两 个 函数 , 它们 在 z = & 
有 任意 阶 的 导数 ， 并 考虑 曲线 y = f(z), y = $(7z). 
一 般 来 说 ，7 (6) 与 %(5) 并 不 相等 ， 在 此 情形 , 横 华 
标 z = & 不 与 这 两 条 曲线 的 交点 相对 应 . 然而 ,如果 
f(€) = 9(&), 那么 曲线 在 z = ,y= f(&) = 8(&) 相 
交 . 为 了 使 曲线 在 这 一 点 相 切 , 必须 而 且 只 需 在 > = & 
处 的 一 阶 导数 f'(&) ,办 (5) 也 有 相等 的 值 . 

在 这 种 情形 下 ,可 以 从 不 同 的 观点 来 看 待 曲线 的 
相 切 . 在 图 中 ， 两 条 曲线 在 P 相 切 ， 且 QR 等 于 
人 (二 站 一 JE+ 六 ,或 者 , 由 于 


$(€) =1(6), $(€) =7 (0), 


故而 QR 也 等 于 
了 人 + 一 天 作 二 bj)}， 
其 中 9 位 于 0 和 1 之 间 . 于 是 ， A 


lm 9 = 3 {0° (8) — 1" (0)}. 
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换言之 , 当 曲 线 在 横 坐 标 为 《 的 点 相 切 时 , 它们 在 横 坐 标 为 《十 hh 的 点 处 的 纵 坐 标 
之 差 至 少 是 关于 户 的 二 阶 小 量 . 

显然 , 8R 的 小 量 的 阶 可 以 被 取 作为 曲线 相 切 的 接近 程度 的 一 种 度量 . 由 此 立 
即 启发 我 们 , 如 果 f 和 5 的 n 一 1 阶 导数 在 z=& 处 有 相等 的 值 , 那么 8R 就 应 该 
是 n 阶 小 量 ; 读者 应 该 没有 困难 来 证 明 这 一 结论 为 真 以 及 


im = {0 (0) 1" 二) 


这 样 一 来 , 我 们 就 引导 出 下 面 的 定义 . 

n 阶 相 切 ”如 果 f (8) = 9$(8),f'(&) = 
Jm+D (8) 关 Vm+D) (6)， 那么 曲线 y = (7),y 
n 阶 相 切 . 

上 面 的 讨论 使 得 n 阶 相 切 的 概念 与 坐标 轴 的 选取 有 关 , 且 当 与 曲线 相 切 的 切 
线 与 y 轴 平 行 时 完全 失去 意义 . 我 们 可 以 通过 将 y 取 为 自 变 量 , 而 将 > 取 为 因 变 
量 来 处 理 这 种 情形 . 不 过 , 更 好 的 方式 是 把 > 和 y 都 看 成 是 一 个 参数 t 的 函数 . 在 
Fowler 所 著 The elementary differential geometry of plane curves 一 书 或 者 在 de la 
Vall6e Poussin 所 著 Cours dianalyse 一 书 第 6 版 第 2 卷 第 372 页 以 及 其 后 诸 页 中 
有 关于 此 理论 的 很 好 的 介绍 . 

例 LIX 

(1) 设 %(z) = az +b, 所 以 y = bp(z) 是 一 条 直线 . 在 xz = & 相 切 的 条 件 是 
f(&) = ak +b 以 及 f'(&) = a. 如 果 我 们 确定 了 a 和 b 使 得 这 些 等 式 满足 , 就 得 到 
a= 了 (8),b=f 了 (6) 一 &f'( 和 ), 而 y=f(z) 在 z=& 处 的 切线 方程 是 


(6), (6) = "(8) ,但 是 
= 由 (7) 就 称 为 在 横 坐 标 为 & 的 点 有 


y=2f" (6) +{f (8) -£7 (8)}, 


也 就 是 y 一 了 (6) = (z -了 7(&). 参见 例 XXXIX 第 (5) 题 . 

(2) 直线 与 曲线 简单 相 切 这 一 事实 就 已 完全 决定 了 直线 . 为 使 得 切线 与 曲线 有 
二 阶 相 切 , 我 们 必须 有 f”(&) = 迪 (6 也 即 有 f”(é) = 0. 在 一 个 点 曲线 的 切线 有 
二 阶 相 切 , 则 该 点 称 为 一 个 拐点 (point of inflexion). 

(3) 求 函数 


3z4 一 6z3 十 1，2z/ (1 十 z2) ，sinz，acos2z 十 bsin2z，tanz，arctanz 


图 形 上 的 拐点 . 
(4) 证 明 : 圆锥 曲线 az? +2hzy + by? 十 2grz 十 21y 十 c= 0 不 可 能 有 拐点 , 除非 
它 是 退化 的 . [这 里 
arthyt+gt+(hr+by+f)n =0 
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以 及 
a+2hy 十 b+ (hr+by+f)y = 0, 
下 标 表示 求 导 阶 数 . 于 是 在 拐点 有 
a+2hy + by? = 0, 
或 者 说 有 
a(hz+by+f): 2h(arthy+9) (hr+byt+f)+b(ar+ hy+9) =0, 
也 就 是 
(ab—h?) faz2 + 2hzy+by?+2gr+2fy} +af? —2fgh+ bg =0. 
但 是 这 与 圆锥 曲线 的 方程 不 相 容 , 除非 
af? — 2fgh+bg? =c(ab—h?), 


这 也 就 是 abc 十 2fgh -af? - bg? - ch2 = 0; 而 这 正 是 该 圆锥 曲线 退化 成 两 条 直线 
的 条 件 . ] 
(5) 曲线 
_ az? 十 207 十 < 
一 az2 十 257 十 7 
有 一 个 或 者 三 个 拐点 , 这 要 根据 
ar?+2Br+7=0 


的 根 是 实数 还 是 复数 来 决定 . 
[通过 改变 原点 (参见 例 XLVI 第 (15) 题 ), 该 曲线 方程 可 以 化 为 如 下 形式 


二 
"ABTBETO 6- 人 -9 

其 中 p,q 是 实数 或 者 共 轿 复数 . 可 以 求 得 拐点 存在 的 条 件 是 &2 一 3pgé+pg (p+q) 二 0， 
而 它 有 一 个 或 者 三 个 实 根 要 根据 {pq (p - 9)}? 是 正 数 还 是 负数 来 决定 , 也 即 根据 p 
和 4 是 实数 还 是 共 轿 复数 来 决定 . ] 

(6) 证 明 : 当 第 (5) 题 中 的 曲线 有 三 个 拐点 时 , 它们 位 于 一 条 直线 上 ， 方 程 
&3 -3pgf +pq (p++q) = 0 可 以 写成 形式 (& 一 p) (一 q)(€+p+@)+(p-9)€=0, 
所 以 拐点 在 直线 E+ 4(p 一 g) ?n+p+g 二 0 上 ,也 即 在 


A€E—4(AC—B’)n=2B 
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Es:] 
(7) 求 曲线 
54y = (z 十 5)2 (za — 10) 
的 拐点 , 并 画 出 曲线 在 -6 < z < -3 内 的 略图 . (Math. Trip. 1936) 
[ 见 例 XLVI 第 (10) 题 ] 
(8) 圆 与 曲线 的 相 切 , 曲率 ”. 


(z—a)?+(y -0 =r (1) 


在 点 (&,) 与 曲线 y = f(z) 有 二 阶 相 切 , 如 果 当 z = 时 , y,yi 以 及 yz 对 于 两 条 
曲线 都 有 同样 的 值 . 
对 (1) 求 导 两 次 , 并 令 z = &, 我 们 得 到 


(€—a)?+( 0) =r (a)+(n -n=0 1+R+(7-b)m=0, 
其 中 n,m,7m2 指 的 是 (8) ,了 (8) ,1 (8). 这 些 方程 给 出 


a=€- + 

和 mm mm 
在 点 (&,n) 与 曲线 有 二 阶 相 切 的 圆 称 为 曲率 国 (circle of curvature), 称 它 的 半径 
为 曲率 半径 (radius of curvature). 曲率 的 度量 (measure of curvature)[ 或 者 简称 为 曲 


率 (curvature)] 是 曲率 半径 的 倒数 : 从 而 曲率 的 度量 是 mh (1 十 只 ) - 主 

(9) 验证 : 圆 的 曲率 是 常数 , 且 等 于 其 半径 的 倒数 ; 并 证 明 贺 是 仅 有 的 曲率 为 党 
数 的 曲线 . 

(10) 求 圆锥 曲线 y= 4az, (z/a)? + (y/)? = 1 在 任意 一 点 处 的 曲率 中 心 和 曲 
率 半径 . 

(11) 证 明 : 一 般 来 说 , 可 以 画 出 与 曲线 y = f(z) 在 给 定点 已 有 四 阶 相 切 的 加 
锥 曲线 . 

(12) 可 以 画 出 无 穷 多 条 圆锥 曲线 , 使 得 它们 与 曲线 在 点 P 有 三 阶 相 切 . 证 明 ， 
它们 的 中 心 全 都 在 一 条 直线 上 . 

[ 芭 切 线 和 法 线 作为 坐标 轴 . 则 该 贺 锥 曲线 方程 有 形式 2y = az? + 2hzy 十 by?， 
又 当 z 很 小 时 , y 的 一 个 值 可 以 表 为 形式 (第 5 章 杂 例 第 24 题 ) 


二 本 (+ 而 二 


Y= dor + Bah +o(z3), 
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这 个 表达 式 必定 与 | 
y= 37" (0) e+" (0) +0(2) 

是 相同 的 , 所 以 有 a = f"”(0),h = f”(0) /3f”(0)( 例 LVI 第 (1) 题 ). 但 其 中 心 位 于 
直线 ar + hy=0 上 .] 

(13) 在 点 (acos absin a) 与 椭圆 (z/a)? + (y/b)* = 1 有 三 阶 相 切 的 圆锥 曲线 
的 中 心 的 轨迹 是 直径 z/ (acos a) = y/ (bsina). [因为 该 椭圆 本 身 就 是 一 条 这 样 的 
圆锥 曲线 . ] 
156. 多 元 函数 的 微分 法 


到 目前 为 止 , 我 们 关心 的 无 一 例外 的 都 是 单独 一 个 变量 z 的 函数 , 但 是 没有 什 
么 能 阻止 我 们 把 求 导 的 概念 应 用 到 多 个 变量 x,y,… 的 函数 中 去 . 
接 下 来 假设 f (z,y) 是 两 个 ? 实 变量 zx 和 y 的 函数 , 且 对 问题 中 所 讨论 的 所 有 
的 z 和 vy 的 值 , 极限 
lim /E+hy) =f (29) i 
h—0 h k=—0 
都 存在 , 这 也 就 是 说 f(z,y) 关于 > 有 导数 df/dz, 也 就 是 Dsf (z,y), 且 关 于 y 
有 导数 df/dy, 也 就 是 D,f (z,y). 通常 把 这 些 导数 称 为 f 的 偏 微 分 系数 (partial 
differential coefficient), 并 记 之 为 


f(z,y+k) — f(r,y) 
k 


of of 
dr Oy 
或 者 记 为 
fs (zy), f(r,Y), 
或 者 更 简单 地 记 为 及 ,fi, 或 记 为 f, 所 . 然而 , 读者 切 不 要 认为 这 些 新 的 概念 中 含 
有 任何 本 质 上 全 新 的 想法 : “关于 z 的 偏 导数 ”与 通常 的 求 导 有 完全 同样 的 过 程 ， 
在 f 中 唯一 的 新 东西 是 : 第 二 个 变量 y 与 z 无 关 . 
我 们 的 定义 事先 要 求 > 和 y 是 相互 独立 的 . 如 果 z 和 y 是 相关 的 ,y 是 xz 的 
一 个 函数 $(z), 而 
J za) = 1 {7,9(7)} 
就 是 单独 一 个 变量 z 的 函数 . 又 如 果 z = 6 (t),y = 水 (t), 那么 f(z,y) 就 是 上 的 一 
个 函数 . 
例 工 X 


@@ 当 考虑 多 元 函数 时 会 出 现 的 新 的 要 点 只 要 研究 两 个 变量 的 情形 就 足以 加 以 描述 .我 们 把 定理 向 三 个 
或 者 更 多 个 变量 的 推广 视 为 当然 成 立 的 . 
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(1) 证 明 : 如 果 z = reosby = rsinb, 所 以 r= Vz + 2),0 = arctan (y/z)， 
那么 

Or _ 区 er _ y 00__ y 00_ 2 

Br VET WW Vety) Or + Wy r+ 


Or _ Oy Or _ 
0 二 0 而 = 


(2) 请 说 明 实 关 1 / (到 ) 以 及 公关 1 人 ( 吕 ) 这 一 事实 . [ 当 我 们 考虑 一 
个 变量 z 的 函数 y 时 , 由 定义 推出 : dy/jdz 与 dz/dy 互 为 倒数 . 而 当 我 们 处 理 两 个 
变量 的 函数 时 , 这 个 结论 已 不 再 成 立 . 设 已 是 点 (z,y) 或 者 点 (7,0), 如 图 43. 为 了 
求 9r/9z, 我 们 必须 要 对 z 给 一 个 增 量 , 比方 说 
是 MMi = 6z, 而 保持 y 是 常数 . 这 就 将 P 变 
到 只， 如 果 我 们 沿 着 OP 取 OP' = OP, 则 
7 的 增 量 就 是 , 比方 说 P'P = 6r; 且 Br/ar = 
lim (6r/6z). 另 一 方面 , 如 果 想 要 来 计算 9z/6r， 
现在 zx 和 y 被 视 为 r+ 和 9 的 函数 , 我 们 必须 给 
7 一 个 增 量 , 比方 说 是 Ar, 并 保持 9 不 变 . 假设 
这 将 已 变 到 书 , 并 记 PP = Ar. 对 应 的 z 的 
增 量 是 , 比方 说 MAMi = Az, 且 


—r sinO, 罗 一 rcosb0. 


Bz/0r = lim (Az/Ar). 
现在 Az = bz: 但 是 Ar 57. 的 确 , 从 图 中 容易 看 出 有 
lim (5r/5z) = lim (P'P1/PP) = cosb， 
但 是 
lim (Ar/Az) = lim (PP;/PP) = secb， 
所 以 
lim (6r/Ar) = cos? 6. ] 
(83) 证明: 如 果 > = 7 (oz 十 切 ), 那么 532 一 a 
(4) 当天 + 工 = zi 工 = zy 时 求 Xz,X,,…. 将 z,y 表示 成 X,Y 的 函数 , 并 求 
出 TXTZY 


@ 当然 , Az = 6z 这 一 事实 仅仅 对 我 们 为 Ar 所 选 定 的 特殊 的 值 才 适 用 (也 即 PP2). 任何 其 他 的 选 
取 都 会 对 Az, Ar 的 值 给 出 与 这 里 所 用 到 的 值 成 比例 的 值 . 
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(5) 当 X+Y+2ZG=zY+2Z= zy,2Z 二 zyz 时 求 Xi; 将 了 yz 表示 成 
X,Y,2 的 函数 , 并 求 出 zx,…. 

[在 将 上 面 最 后 一 节 的 思想 推广 到 任意 多 个 变量 的 函数 中 去 时 , 没有 任何 困难 . 
但 是 读者 必须 仔细 记 住 : 多 变量 函数 的 偏 导数 这 一 概念 只 有 在 所 有 自 变量 的 值 被 
指定 之 后 才 是 确定 的 . 例如 , 如 果 4 = z+y+2 zy 和 z 是 自 变量 , 那么 ws = 1. 
但 是 如 果 我 们 把 wu 看 成 是 诸 变量 r, z +y = 7 以 及 z+y+z=( 的 一 个 函数 , 所 
以 4=C, 从 而 us = 0.] 
157. 二 元 函数 微分 法 

有 一 个 关于 一 元 函数 的 微分 法 的 定理 , 一 般 称 之 为 全 微分 系数 定理 (theorem of 
the total differential coefficient), 它 是 一 个 很 重要 的 结论 , 且 依 赖 于 上 一 节 中 对 于 二 
元 函数 所 阐述 的 概念 . 此 定理 给 我 们 提供 了 一 个 计算 f {9 (t) ,w(t)} 关于 + 的 导数 
的 法 则 . 

首先 假设 : f(z,y) 是 两 个 变量 z 和 y 的 一 个 函数 , 且 户 , fy 对 于 问题 中 所 讨 
论 的 所 有 变量 的 值 都 是 两 个 变量 的 连续 函数 (第 108 节 ). 现在 假设 z 和 y 的 变化 
局 限 在 位 于 曲线 

T=$(t), y= 

上 的 点 (z,y), 其 中 $ 和 是 t 的 有 连续 的 微分 系数 y(t) ,w(t) 的 函数 ， 那 么 
f(z,y) 可 以 化 为 单独 一 个 变量 t 的 函数 , 比方 说 就 是 F(t). 问题 是 确定 F(t). 

假设 当 t 从 上 变化 到 上 +r 时 , z 和 y 改变 到 z+ 和 y 十 nm. 那么 根据 定义 有 

A 


t T 一 0 三 
= lm {f(r + y+ -f(y)} 


i | LE Sy 
E T 7 | 


但 是 , 根据 中 值 定理 有 


人 = 天 (ze 十 的 了 二 请 


fz,y+n) — fz,y) 
7 
其 中 6 和 4 中 每 一 个 数 都 位 于 0 和 1 之 间 . 当 r 一 0 时 ,有 一 0 以 及 7 一 0, 从 
而 有 5/r 一 几 的 ;9r 一 多 的 : 又 有 


三 太 (z,y 十 9)， 


所 他 十 的 十 骨 一 天 人 人 )， 态 (zy 十 07 一 于 攻 . 
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于 是 
F(t) = Def {G0) ,0)} = FE(2)G (+h (YY OO), 


其 中 在 关于 z 和 执行 求 导 之 后 , 我 们 将 置 > = g (0 ,y = 少 (). 此 结果 也 可 以 表 


示 成 下 述 形式 a 


df dd Wd 


例 LXI 
(1) 假设 . 
1—t 2t 
$0) = TF $= 1 
所 以 (z,y) 的 轨迹 在 圆周 z22? +y = 1 上 . 那么 
,和 ,22) 
OS rot (1+t2) hy 


其 中 = 和 y 在 执行 求 导 之 后 令 它 们 等 于 (1 - 如 / (1+ 世 ) 以 及 24/ (1 二 ). 
在 若干 特殊 情形 下 验证 此 公式 是 富有 教 益 的 . 例如 , 假设 / (z,b) = z2+ 防 , 屠 
么 及 =2z, 有 =2y, 且 


F'(t) = 2709' (t) + 2yw’ (t) =0, 


这 是 正确 的 , 因为 F(t)=1. 

(2) 当 (ar = tm, y= 1-t", f(y = r+(b)z = acost, y = asint, 
f(z,y) =z2 十 妇 时 , 用 同样 的 方法 验证 定理 . 

(3) 最 重要 的 情形 之 一 是 z 自己 就 是 + 此 时 我 们 得 到 


Dsf {2 (2)} = Dzf (2,9) + Dyf (2,Y) (7), 


其 中 求 导 之 后 , y 被 消 (z) 所 代替 . 

正 是 这 种 情形 导致 了 符号 9f/9z, 8f/6y 的 引入 . 因为 在 函数 Dzf {z, (7)} 
以 及 Dsf (z,y) 之 中 的 无 论 哪 一 种 情形 , 使 用 符号 df/dz 都 会 是 很 自然 的 , 在 其 中 
的 一 种 情形 , 在 求 导 之 前 令 y 等 于 水 (z), 而 在 另 一 种 情形 , 是 在 求 导 之 后 再 这 样 做 . 
例如 , 假设 y = 1- > 以 及 f(z,y) =z+y. 那么 Dsf (z,1 一 7z) = Dzl = 0, 但 是 
Dzf (z,y) =1. 

这 两 个 函数 之 间 的 区 别 通过 第 一 个 记 为 df/dz, 而 第 二 个 则 记 为 9f/6z 可 以 
恰当 地 展示 出 来 , 在 此 情形 该 定理 取 如 下 形式 

df _of ,ofdy, 
dr Or bdzr' 


284 纯 数学 教程 


尽管 这 个 记号 也 遭 到 反对 , 反对 的 理由 在 于 表示 函数 f {z, 少 (7)} 与 f(z,y) 时 有 一 
点 误导 : 作为 z 的 函数 它们 相互 是 完全 不 同 的 , 而 在 df/dz 和 9f/9z 中 却 使 用 了 


相同 的 字母 f. 
(4) 如 果 在 z = g(t) 和 y=(t) 之 间 消去 t 得 到 的 结果 是 f (z,y) = 0, 那么 
afdz | fdy 0 
rd Wd 


(5) 如 果 rz 和 wy 是 t 的 函数 ,而 7 和 6 则 是 (z,y) 的 极 坐标 ， 那 么 
"= (zz 十 2) /nr 0 = (zy 一 yz') /r?, 其 中 的 撒 号 表示 关于 tt 求 导 . 
158. 二 元 函数 微分 法 ( 续 ) 

我 们 已 经 假设 了 矿 和 态 在 第 108 节 的 意义 下 是 两 个 变量 > 和 y 的 连续 函 
数 , 仅仅 假设 他 们 对 所 有 的 z 和 y 都 存在 是 不 够 的 . 

事实 上 , 仅仅 从 六 和 f; 的 存在 性 推 不 出 什么 结论 来 , 甚至 都 推 不 出 / 是 连续 
的 . 例如 , 考虑 在 第 108 人 当 z 关 0,y 关 0 时 它 定义 为 


fn) = Fs 

而 当 zx 和 y 中 至 少 有 一 个 为 零 时 有 f = 0. 那么 , 在 除了 原点 之 外 所 有 的 点 此 有 
_ 2y(z?—y) 四 2z (z2 — y?) 
fz (7,y) = rp f'y (2,y) 至 zt) 


有 h, 0. 0, 0) 0 
£00 = hm oo -由 中 -0 


类 似 地 有 久 (0,0) = 0. 从 而 对 所 有 z,y, f; 和 fi 都 存在 ; 但 是 (如 在 第 108 节 中 看 
到 的 那样 )/ 在 原点 不 连续 . 
当 z 关 0,y 关 0 时 定义 为 


fl) = Bz (+), 
而 当 z = 0 或 者 y = 0 时 定义 为 f=0 的 函数 处 处 连续 (包括 原点 ); 在 原点 处 还 有 
fz(0,0) = (0,0)=0. 
现在 假设 z =y =t. 那么 就 有 下 人 = f(t,t) =2t, 且 F'(0) = 2; 但 是 当 t=0 时 有 
玉芝 + 久 虹 =0:1+0:1=0, 


vat 
故而 上 一 节 中 的 结论 不 成 立 . 
下 面 假设 出 现 的 所 有 导数 都 有 连续 性 . 
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159. 二 元 函数 的 中 值 定理 
上 一 章 里 的 许多 结果 依赖 于 中 值 定理 


f(r+h)— f(r)=hf' (r+0h). 


我 们 可 把 它 写成 
6y = f(z+067)67, 


其 中 y = f(z). 现在 假设 z= f(z,y) 是 两 个 独立 变量 z,y 的 函数 , 又 > 和 4 分别 
有 增 量 h,k, 也 即 5z, 6y; 将 z 的 对 应 的 增 量 , 也 就 是 


52=f (z+hy+h) f(r) 


用 hk 以 及 z 关 于 xz 和 的 导数 来 表示 . 
设 f(z+ht,y 二 kt) 二 F(t). 那么 


f(z+hy+k)—f (zy) = F(1)-F(0)= F (0), 
其 中 0<.0 < 1. 但 根据 第 157 节 有 


F'(t)= Df (z+ ht,y+ kt) 
=hfi (z+ ht,yt+kt)+kf, (z+ ht,y + kt). 


故而 最 后 有 
6z2=f (z+hy+k)— f(y) = hf (r+Oh,y+Ok) + kf (r+ Oh, y+ Ook), 
这 就 是 所 求 的 公式 . 由 于 攻 和 fi 都 是 > 和 y 的 连续 函数 , 就 有 


fs (T+Oh,y+Ok) = fz (7,Y) + ehk, 
f(z+Oh,y+0k) = fy (Ty) + hk 


其 中 ep 和 mh 当 关 和 大 趋向 零 时 都 趋向 零 . 从 而 定理 可 以 写成 形式 
6z= (fl+e)6r+ (f+) 6y, (1) 


其 中 =s 和 当 6z 和 6y 很 小 时 也 都 很 小 . 
(1) 所 包含 的 结论 可 以 表述 成 : 等 式 


52= fs6z+ fby 
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近似 成 立 ; 也 就 是 说 , 该 等 式 两 边 的 差 比 bz 和 5y 中 较 大 者 要 小 了 .我 们 必须 说 
成 “6z 和 纪 中 较 大 者 ", 这 是 因为 它们 中 有 一 个 可 能 会 比 另 一 个 小 ; 的 确 可 能 会 有 
6z = 0 或 者 by = 0 的 情况 出 现 . 

如 果 任何 一 个 形 如 6z = Xiz+H6y 的 等 式 “近似 地 成 立 ", 则 有 入 = f= 户 . 
因为 

6z— fr6r— fydy =edr+ny, dz— Mzr— ny=e6r+6y, 
其 中 ,ne 当 6z 和 6y 趋向 零 时 全 都 趋向 零 ; 所 以 
(A—f)6r+(p— fi) dy = pir + ody, 


其 中 p 和 o 趋向 零 . 于 是 , 如 果 ¢ 是 任意 一 个 指定 的 正 数 , 就 可 以 选取 w, 使 得 对 
6z 和 6y 的 绝对 值 小 于 w 的 所 有 的 值 , 都 有 


[QW = £2)6r+ (4— fy) oy < Cléz)+ loy)). 


取 红 =0, 即 得 |( 和 一 玉 )5z| < 5l5zl, 也 就 是 | 入- 天 | < 5, 此 式 仅 当 入 = 天 时 才能 
对 任意 的 〈 成 立 . 类似 地 有 = 所 . 

我 们 需要 证 明 : 如 果 太 和 f 连续 , 则 (1) 成 立 , 但 是 这 个 条 件 根本 不 是 必要 
的 . 例如 , 假设 $(z,y) 是 z 和 vy 的 任意 一 个 连续 函数 , 且 


z= f(z,Y) = (T+Y) 9 (2,Y). 


那么 Re 
£20,0) = lim WD (0,0), 


类 似 地 有 fi (0,0) = 6(0,0); 显然 
z= {9(0,0)+e}z+{$(0,0)+n}y, 

其 中 e 和 7 当 z 和 yy 趋向 零 时 也 趋向 零 . 这 与 (1) 是 等 价 的 (对 应 于 zx =y = 0). 
但 我 们 并 没有 假设 $(z,y) 关于 z 或 者 y 可 导 , 且 fi; 和 fi 除了 在 原点 外 也 不 一 定 
在 任何 其 他 点 处 存在 . 

有 时 就 取 (1) 作为 “两 个 变量 的 可 微 函 数 ” 的 定义 ; 称 f(z,y) 在 点 (z,y) 是 可 
微 的 , 如 果 

f(z+thytk) — f(zy) = (A+e)h+ (B+n)k, 

其 中 4 和 B 仅 与 xz 和 wy 有关, 而 se 和 7 当 h 和 上 趋向 零 时 也 趋向 零 ; 称 f(z,y) 
在 一 个 区 域 是 可 微 的 (differentiable in a region), 如 果 它 在 该 区 域内 的 所 有 点 都 可 


@ 或 者 说 与 |iz| 十 |5y| 或 者 V(672 十 6y7) 相 比 . 
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微 . 在 此 情形 六 和 f; 存在 且 等 于 4 和 B, 但 它们 不 一 定 连续 此 假设 是 介 于 较 
弱 的 假设 “ 疙 和 f; 存在 ”与 较 强 的 假设 “fs 和 fi 连续 ” 之 间 的 中 间 假 设 . 此 定 
义 有 诸多 好 处 , 但 是 连续 性 的 假设 对 于 我 们 这 里 的 目的 来 说 一 般 是 足够 了 . 见 W. 
H. Young 所 著 “The fundamental theorems of the differential calculus”, Cambridge 
Math，Tracts, No. 11 以 及 de la Vallée Poussin 所 著 Cours d’analyse 第 6 版 第 II 
卷 第 III 章 . 

160. 微分 


在 微 积 分 学 的 应 用 中 , 尤其 是 在 几何 应 用 中 , 最 方便 的 往往 并 不 是 从 形 如 159 
节 中 那样 用 函数 z,y, z 的 增 量 5z,6y,5z 来 表示 的 等 式 (1) 着 手 , 而 是 从 用 称 之 为 
它们 的 微分 (diferential) 的 dz, dy, dz 来 表示 的 等 式 着 手 . 
让 我 们 暂时 回 到 单 变量 z 的 函数 y = f(z). 如 果 f 可 导 , 那么 
6y = {f(z) +e} doz, (1) 


其 中 与 bz 一 起 趋向 零 . 等 式 


y= f(z)6r (2) 

“近似 地 ”成 立 . 
到 现在 为 止 , 我 们 并 没有 对 单独 的 符号 dy 给 出 它 的 含义 . 现在 约定 用 等 式 

dy=f (7)6r (3) 

来 定义 它 . 如 果 选 取 特 殊 的 函数 z 作为 y, 则 得 
dz = 67, (4) 

所 以 

dy= f(z)dz. (5) 


如 果 用 dz 来 除 (5) 的 两 边 , 即 得 
d 
型 = 了 GD)， (6) 


其 中 dy/dz 到 现在 为 止 并 不 表示 y 的 微分 系数 , 而 是 表示 微分 dy, dz 的 商 . 这 样 
一 来 , 符号 dy/dz 有 双重 的 含义 ; 但 其 中 并 没有 不 方便 之 处 , 这 是 因为 不 论 取 哪 一 
种 含义 , 都 有 (6) 成 立 . 

现在 转向 与 两 个 独立 变量 > 和 y 的 函数 > 有 关 的 对 应 的 定义 . 用 等 式 


dz= fi5z+ fi6y (7) 
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定义 微分 dz. 依次 取 z =z 以 及 z=y, 就 得 到 
dr=6r, dy= 6y, (8) 


所 以 
dz = fidr + fydy, (9) 
这 是 与 159 节 中 的 近似 等 式 (1) 对 应 的 精确 等 式 . 
等 式 (9) 的 一 个 性 质 特别 值得 注意 . 在 157 节 中 我 们 看 到 : 如 果 > = f (zx,y), x 
和 y 不 是 独立 变量 , 而 是 单独 一 个 变量 t 的 函数 , 所 以 > 也 是 单 变量 t 的 函数 , 这 
样 就 有 dz QOfdr Ofdy 
dd Ord Wadt 
用 dt 来 乘 这 个 等 式 , 并 注意 到 
dz dz 


dy a 
dz= 王 业 dy= 本 = 本 


我 们 就 得 到 
dz = fidz + frdy, 
它 与 (9) 有 同样 的 形式 . 于 是 , 不 论 和 y 是 否 是 独立 变量 , 用 dz 和 dy 来 表示 的 
dz 的 公式 都 是 完全 一 样 的 . 这 个 注解 在 应 用 中 有 特别 的 重要 性 ?. E 
还 应 该 注意 到 : 如 果 z 是 两 个 独立 变量 zx 和 vy 的 函数 , 且 有 


dz = Mz + pdy, 


那么 入 = 到, y= 万 , 这 可 以 从 159 节 立 即 推出 . 
显然 , 上 面 三 节 中 的 定理 和 定义 能 立即 延 拓 到 任意 多 个 变量 的 函数 上 去 . 微分 
的 概念 在 技术 上 大 有 神 益 , 尤其 是 在 几何 方面 . 


例 LXII 

(1) 一 个 椭圆 的 面积 是 4, a,b 是 它 的 半 轴 . 证 明 
4 da | 昌 
区 


(2) 将 三 角形 4BC 的 面积 A 表示 成 (i)a, B,C 的 函数 , (i)4,b,c 的 函数 , 以 及 
fiii)a, b,c 的 函数 , 并 建立 公式 
dA da cdB bdC A db dc 
i 闪 
@ 此 结论 在 现代 数学 中 称 为 一 阶 微分 的 形式 不 变性 ， 要 注意 的 是 , 这 个 性 质 对 于 高 阶 微分 一 般 不 再 成 
立 . 一 一 译 者 注 
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dA = R(cos 4da + cos Bdb+ cos Cdc) ， 


其 中 R 是 该 三 角形 外 接 圆 (circum-circle) 的 半径 . 
(3) 一 个 三 角形 的 边 在 变化 时 保持 其 面积 不 变 , 从 而 a 可 以 看 成 为 和 c 的 函 


次. 和 和 aa _ _cosB Ba _ cosC 


于 ”cohA'’ Gc cos4 


[这 可 以 由 等 式 
Oa Oa 


da a = 大业 十 灰 do cos 4da + cos Bdb+cosCdc=0 


推出 .] 
(4) 如 果 we 变化 但 保持 R 不 变 , 那么 
da db de 


cosA cosB cosC  ” 


所 以 有 
Oa cosA Oa cosA 


页 一 cos， Be cosC- 
[利用 公式 a = 2Rsin 4,… 以 及 如 下 事实 : R 和 4+ B+C 是 常数 . ] 
(5) 如 果 > 是 wu 和 vw 的 函数 , 而 和 vw 则 是 z 和 vy 的 函数 , 那么 


Oz bzsu bzsu Oz bzbu bzbu 


匹克 死 + 页 丙 而 一 殉 下 + 矶 到 


[我 们 有 
dz = Sd + Sa, du= ar + Py du = dz + ay 
将 du 和 dv 代入 第 一 个 等 式 并 将 结果 与 
dz = Sar + Pay 
加 以 比较 . ] 


(6) 如 果 urcos0 =1, tan9 二 v, 且 下 (7,9) =G(w,v), 那么 
rE =—uGu, Fo=uwGut+ (1+ u2) Gu- (Math. Trip.1932) 
(7) 设 z 是 z 和 yy 的 函数 , 又 设 X,Y,2 由 诸 方程 


T=aX+hY+cZ, Y=a2X+boY +c2Z, z=asX+baY +caZ 
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定义 . 那么 2 可 以 表示 成 X 和 了 的 函数 . 将 Zr, Zy 用 z, zy 表示 出 来 . [用 PQ 
以 及 p,q 来 记 这 些微 分 系数 . 则 有 dz 一 pdz -- qdy = 0, 也 就 是 


(cip+c2q—c3)dZ+(ap+a2g— as)dX+ (bp+b2g— b3)dY =0. 


将 这 个 方程 与 42 - PdX - Qdy = 0 比较 就 看 出 有 

_ Mp+a2g— a3 
CID 十 c2g 一 c3” 

_ bp+b2g— bs 
Clip 十 c2g 一 C3- 


P= 
Q= 


(8) 如 果 


(qz thyt+cz)p+ (a2r + boy + c22)q = asz + bay + caz, 


(aX+hY +c2) P+(aX+bY +c2Z)Q = as3X + baY + cs2. 


(Math. Trip. 1899) 
(9) 隐 范 数 的 微分 法 . 假设 f(z,y) 和 它 的 导数 f/ 以 及 态 在 点 (ob) 的 邻 域 
内 连续 , 且 
f(a,b)=0, fila,b) #0. 


那么 就 能 找到 (a,5) 的 一 个 邻 域 , 在 该 邻 域内 f; (z,y) 恒 有 同样 的 符号 . 例如 , 假设 
刀 (z,y) 在 接近 (a,b) 时 是 正 的 . 那么 , 对 z 的 充分 靠近 a 的 任意 一 个 值 , 以 及 对 于 
2 的 充分 靠近 b 的 任何 值 , f (z,y) 都 是 y 的 在 第 95 节 的 严格 意义 下 的 增 函数 . 由 
此 并 根据 第 109 节 的 定理 推出 : 存在 一 个 唯一 的 连续 函数 y, 当 z = a 时 它 取 值 为 
b, 且 对 z 的 所 有 充分 靠近 a 的 值 都 满足 方程 f(z,y) = 0. 

如 果 f(z,y) =0,z =a 十 h, y= 二 5b 二 kk, 那么 


0= f(z,9)— f(a,b) = (fa +e) ht+ (+) 


其 中 = 和 与 h 和 一 起 趋向 零 . 从 而 


4 天 Fe ， 交 


天 


这 也 就 是 
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dy 2_fao 


dz ff 
(10) 曲线 f(z,y) = 0 在 点 (zo,yo) 的 切线 方程 是 
(Zz — zo0) fs (Zo, Yo) + (y — yo) fy (To, yo) = 0. 


(11) 在 方程 y= f(z,w), z= 9(z,u) 中 消去 的 结果 可 以 表示 成 > 一 F(z,9). 

证 明 
尼 = ji 一 加 fps 而 = 名. (Math.Trip.1933) 

(12) 极 大 和 极 小 . 我 们 可 以 通过 对 第 123 节 中 的 定义 作 显然 的 改变 来 定义 两 
个 变量 的 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 . 显然 , 如 果 (a,5) 给 出 f(z,y) 的 一 个 极 大 值 , 则 
太 在 (a,b) 为 零 . 类 似 地 也 有 f; 在 该 点 为 零 , 从 而 

fz=0,， f=0, 
或 者 说 (与 此 等 价 ) df=0 
是 取 极 大 值 或 者 极 小 值 的 必要 条 件 . 求 充分 条 件 的 问题 更 为 复杂 , 我 们 在 这 里 不 对 
它 加 以 考虑 . 

(13) 如 果 y 通过 g (z,y) = 0 定义 为 z 的 函数 , 且 f(z,y) 在 一 个 点 有 一 个 极 
大 值 , 那么 (由 于 微分 的 公式 不 论 其 中 的 变量 是 否 为 独立 变量 都 是 一 样 的 ) 在 极 大 
值 处 就 有 dy = 0, 而 对 所 有 的 z,y 有 dg = 0. 换 句 话说 , 只 要 %dz + gdy = 0, 就 
有 fdz 十 fidy = 0; 所 以 

在 万 
二 工友 
如 果 gs 或 者 %% 取 值 为 零 , 那么 (1) 就 解释 为 对 应 的 大 或 者 态 取 值 为 零 . 
类 似 地 , 如 果 z 由 g (z,y,z) = 0 定义, 且 f(z,y,z) 有 极 大 值 , 那么 
在 _ 廊 _ 下 


(1) 


娄 和 多 
(对 此 有 与 上 面相 同 的 说 明 ). 
(14) 如 果 a, 8,x 是 正 数 , 4, B,C 是 三 角形 的 角 , 而 sin* 4sin2 Bsin7C 是 一 个 
极 大 值 , 那么 


启示 三 Ya+A+ 作 


cp, WE 4 
tan C ag 
(Math. Trip. 1935) 
@ 原作 者 对 于 这 个 问题 中 的 几 个 简写 符号 未 给 出 任何 具体 的 解释 或 定义 ,因而 容易 使 读者 产生 困 式 . 


实际 上 本 愿 中 的 几 个 简写 符号 应 理解 如 下 : f4 = fs (a,b), 形 = fi (a,5), 而 前 面 所 用 的 一 个 符号 
万 (ab 应 改写 为 (a,5) 或 者 及 较 妥 . 译 者 注 


a(at+B+7) 


tan2 B= L(+8+ 
by Ya 
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161. 定 积分 和 面积 


在 第 6 章 第 148 节 中 我 们 曾 假设 了 : 如 果 f(z) 是 z 的 一 个 连续 函数 , 且 PL.P 
是 y= f(z) 的 图 形 中 的 一 段 弧 , 那么 由 PP、 纵 坐标 线段 PN 和 PN 以 及 zx 轴 
上 的 线段 NiN 所 包围 的 区 域 与 一 个 称 之 为 面积 的 数 相关 联 ”. 显然 , 如 果 ON = x， 
并 允许 > 变化 , 此 面积 就 是 z 的 一 个 函数 , 将 它 记 为 F(z). 

在 这 样 的 假设 下 , 我 们 在 第 148 节 中 证 明了 Fr" (zx) = f(z), 并 且 指 出 了 怎样 
用 此 结果 来 计算 特殊 曲线 所 围 的 面积 . 但 是 我 们 仍然 需要 对 “有 这 样 一 个 作为 面积 
五 (z) 的 数 存在 ”这 一 基本 假设 的 合理 性 给 出 证 明 . 

我 们 已 知道 长 方形 的 面积 是 什么 , 它 是 由 边 的 乘积 来 度量 的 ， 同 样 地 ，Euclid 
所 证 明 的 三 角形 、 平 行 四 边 形 以 及 多 边 形 的 性 质 使 我 们 对 于 这 些 图 形 的 面积 都 赋予 
了 确定 的 含义 . 但 是 到 目前 为 止 , 对 于 由 曲线 所 围 图 形 的 面积 我 们 还 一 无 所 知 . 下 
面 将 指出 怎样 给 出 下 (zx) 的 定义 , 且 此 定义 使 我 们 能 证 明 它 的 存在 性 . 

假设 / (z) 在 整个 区 间 (a,6) 中 连续 , 并 利用 分 点 zo, z1,z2,… ,zn 将 该 区 间 
划分 成 若干 个 子 区 间 , 其 中 


QG=IT0<ZI<……<Tn-lI<zZn 一 0 


用 iu 表示 区 间 (zw zvfl), 用 mw 表示 f(z) 在 6 中 的 下 界 (第 103 节 ), 并 记 , 比 
方 说 


3=mobo + md + + min = YD mv,. 


显然 , 如 果 M 表示 f(z) 在 (a,5b) 中 的 上 界 , 则 有 s < M (b 一 a). 于 是 , 用 第 103 节 

的 语言 来 说 , s 的 值 组 成 的 集合 是 有 上 界 的 , 而 且 还 有 一 个 我 们 记 为 ; 的 上 界 . s 中 

没有 任何 一 个 值 能 超过 j, 但 是 存在 s 中 的 值 , 它 比 小 于 7 的 任何 数 都 要 大 . 
按照 同样 的 方法 , 如 果 Mv 是 f (z) 在 5 中 的 上 界 , 就 可 以 定义 和 式 


3S=》 Mi 


明显 地 , 如 果 m 是 f(z) 在 (a,5) 中 的 下 界 , 则 有 S > m(b 一 a). 于 是 5 的 值 组 成 
的 集合 是 有 下 界 的 , 而 且 还 有 一 个 我 们 记 为 7 的 下 界 . 5 中 没有 任何 一 个 值 能 小 于 
小 但 是 存在 5S 中 的 值 , 它 比 大 于 ,7 的 任何 数 都 要 小 . 

如 果 注 意 到 在 f(z) 从 z = a 到 z = 递增 这 种 简单 的 情形 中 rn 就 是 F (zu), 而 M。 
是 f(zwv+1), 就 可 以 使 我 们 对 和 式 s 以 及 S 的 意义 更 加 清楚 . 在 这 种 情形 ，s 是 图 44 中 阴影 
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Pp 


长 方形 的 总 面积 , 而 5 则 是 图 中 粗 线 所 包围 的 面积 . 在 
一 般 情 形 ，s 和 3 也 仍然 都 是 由 长 方形 所 组 成 的 面积 ， 
它们 分 别 包含 在 我 们 试图 定义 面积 的 曲 边区 域 的 内 部 
以 及 将 此 曲 边区 域 包 含 在 其 内 部 . 

现在 要 来 指出 : s 中 没有 任何 一 个 和 能 大 于 
5 中 任意 一 个 和 . 设 s,5 是 与 区 间 的 一 种 细 分 所 
对 应 的 和 , 而 s', 8' 是 与 区 间 的 另外 一 种 细 分 所 
对 应 的 和 . 我 们 要 来 证 明 有 s < 5S' 以 及 s<5 
成 立 . 

将 产生 和 式 s, 5 以 及 产生 和 式 s', S' 的 所 有 分 点 放 在 一 起 作出 区 间 的 第 三 个 
细 分 . 令 s, S 是 与 这 第 三 种 细 分 所 对 应 的 和 式 . 那么 容易 看 出 有 


s>s, s>s, S<5S, Sg<S'. (1) 
例如 , s 和 s 的 差异 在 于 至 少 存在 一 个 区 间 6, 它 在 s 中 出 现 , 且 被 分 成 了 若 
干 个 更 小 的 区 间 
bbv2…… » bv,p 

所 以 s 中 的 一 项 mv6v 就 被 s 中 的 一 个 和 

My 6 + mv,26u2 + + Mv,pbv,p 
所 代替 , 其 中 mi,m,2,… 是 f(z) 在 61,6w,2,… 中 的 下 界 . 但 是 显然 有 m1 > 
Tvsmw2 之 mw,…，, 所 以 刚才 所 写 的 和 式 不 小 于 mv6v. 从 而 有 s> s;(1) 中 其 他 的 
不 等 式 可 以 用 同样 的 方式 建立 . 但 由 于 s<S, 由 此 即 得 


s<s<S<S,, 

此 即 所 欲 证 者 . 

还 可 推出 有 7 < J. 因为 我 们 可 以 求 得 一 个 任意 接近 j 的 s 以 及 一 个 任意 接近 
J 的 5?, 所 以 ; > J 就 会 草 含 存在 一 个 s 和 一 个 5S, 使 得 有 s > 5. 

到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 用 到 F (z) 是 连续 的 这 一 事实 . 现在 要 来 证 明 有 j = 小 
且 当 分 点 zw 无 限 加 倍 使 得 所 有 区 间 5 的 长 度 都 趋向 零 时 , 和 s, 5 都 趋向 极限 ,7. 
更 确切 地 说 , 我 们 要 来 证 明 : 给 定 任何 正 数 =s, 都 可 以 求 得 6, 使 得 只 要 对 于 vv 的 所 
有 的 值 有 5 < 5, 就 有 

0<J—-s<ée, 0g&S-J<e. 


人 @ 这 里 的 s 和 5 一 般 来 说 并 不 对 应 于 区 间 的 同一 个 细 分 . 
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根据 第 107 节 定 理 II 可 知 , 存在 一 个 数 5, 使 得 只 要 每 个 6 都 小 于 6, 就 有 
M,—m, <e/(b—a). 


从 而 
3-s= > (0 一 mv)iv <e. 
但 是 
93-s=(35 一 由 +(T 一 人 + 一 5)i 

而 右边 所 有 这 三 项 都 是 正 的 (或 者 是 零 ), 于 是 它们 全 都 小 于 <. 由 于 J -7 是 一 个 
常数 , 故而 它 必定 为 零 . 从 而 j= 7， 且 0<j-s<e,0<5-J<e, 恰 如 所 需 证 者 . 

将 NiNPP 的 面积 定义 为 s 和 3 的 共同 极限 , 也 就 是 J. 容易 对 这 个 定义 给 
出 更 加 一 般 的 形式 . 考虑 和 

o= fe, 


其 中 fo 记 f(z) 在 5 中 任何 一 点 处 的 值 . 则 显然 o 位 于 s 和 5 之 间 , 故而 当 区 间 
人. 趋向 零 时 , o 趋向 极限 J. 这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 将 面积 定义 为 o 的 极限 . 


162， 定 积分 


现在 假设 f(z) 是 一 个 连续 函数 , 从 而 曲线 y = f (z)、 垂 直线 z =a 和 z=b 
以 及 x 轴 所 界限 的 区 域 有 一 个 确定 的 面积 . 在 第 6 章 第 148 节 中 曾经 证 明了 : 如 
果 下 (z) 是 f(z) 的 “积分 函数 ", 也 即 如 果 


P(e) = 7 (0), Flo)=|f (ar, 


那么 所 求 的 面积 就 是 F (b) 一 F(a). 
由 于 确定 F(z) 的 形式 并 不 总 是 切实 可 行 的 , 所 以 有 一 个 表示 面积 NiNPP 
但 又 不 明显 提 及 下 (z) 的 公式 是 很 方便 的 . 记 


b 
(NINPRP) = | f(z) dz. 
此 等 式 右边 的 表达 式 可 以 看 成 以 两 种 方式 中 的 随便 哪 一 种 方式 给 出 的 定义 . 也 可 以 
直接 将 它 视 为 (5) 一 下 (a) 的 缩写 , 其 中 F(z) 是 f(z) 的 某 个 积分 函数 , 而 不 管 是 


否 有 一 个 实际 的 公式 将 它 表示 出 来 ; 或 者 也 可 以 将 它 视 为 在 第 161 节 中 直接 定义 
的 面积 NiNP 的 值 . 


[aa 
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称 为 一 个 定 积分 (definite integral); a 和 6 称 为 积分 的 下 限 和 上 限 (lower and upper 
limits); f(z) 称 为 积分 的 对 象 (subject of integration)， 或 称 为 被 积 函数 (integrand); 
而 区 间 (a,b) 则 称 为 积分 区 域 (range of integration). 定 积分 只 与 a 和 5 以 及 函数 
f(z) 有 关 , 且 它 并 不 是 z 的 函数 . 另 一 方面 , 积分 函数 


F(z) =|/@ar 


有 时 称 为 f (z) 的 不 定 积分 (indefinite integral). 
b 
定 积分 与 不 定 积分 的 区 别 仅仅 是 一 种 观点 上 的 不 同 . 定 积分 | f(z)dz = 古 (b) 一 (a) 是 


4b 的 一 个 函数 , 它 可 以 被 看 成 是 f(b) 的 一 个 特殊 的 积分 函数 . 另 一 方面 , 不 定 积分 F(z) 总 可 
以 用 定 积分 加 以 表示 , 这 是 因为 


F(z)=F(a)+ [soa 


但 是 当 我 们 考虑 “不 定 积分 ”或 者 “积分 函数 ”时 , 由 于 其 中 一 个 函数 是 另 一 个 函数 的 导数 , 通 
常 考虑 的 是 两 个 函数 之 间 的 一 个 关系 ; 而 当 我 们 考虑 “ 定 积 分 ”时 , 通常 并 不 关心 积分 限 的 任 
何 可 能 的 变化 . 

应 该 注意 到 : 积分 | f(t) dt 有 微分 系数 f(z), 当然 它 也 是 zx 的 连续 函数 . 


由 于 1/z 对 z 所 有 正 的 值 都 是 连续 的 , 故而 上 一 节 的 研究 就 给 我 们 提供 了 函数 logz 的 
存在 性 的 一 个 证 明 , 在 第 131 节 中 我 们 曾经 约定 暂时 假设 它 的 存在 性 . 


163. 圆 的 扇形 面积 , 三 角 函 数 


如 同 通常 的 初等 三 角 教 科 书 中 所 介绍 的 那样 , 三 角 函 数 cos r,sinz 等 的 理论 依 
赖 于 一 个 未 加 证 明 的 假设 . 一 个 角 是 由 两 条 直线 OA4, OP 所 构成 的 图 形 ; 不 难 将 这 
个 “几何 的 " 定义 翻译 成 纯 分 析 的 语言 . 接 下 来 是 一 个 假设 , 假设 角度 在 数值 上 是 
可 以 度量 的 , 这 也 就 是 说 , 对 此 图 形 有 一 个 实数 与 之 相关 联 , 恰 如 在 第 148 节 中 的 
区 域 有 一 个 实数 与 之 相关 联 一 样 . 一 旦 接受 了 这 一 点 , cosz 和 sinz 就 可 以 用 通常 
的 方式 定义 , 在 对 该 理论 进行 详细 阐述 时 也 就 没有 进一步 的 原则 上 的 困难 了 . 全 部 
的 困难 在 于 这 样 的 问题 : 在 cosz 和 sinz 中 出 现 的 x 是 什么 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 
必须 定义 角度 的 度量 , 现在 可 以 这 样 做 了 . 最 自然 的 定义 会 是 这 样 : 设 4P 是 中 心 
在 O 且 半 径 为 1 的 圆 上 的 一 段 弧 , 所 以 04 = OP = 1. 那么 这 个 角 的 测度 > 就 是 
弧 4P 的 长 度 . 这 实质 上 就 是 教科 书 中 在 对 于 “ 圆 的 度量 ”的 理论 所 给 出 的 说 明 中 
采用 的 定义 . 它 对 于 我 们 当前 的 目的 来 说 有 一 个 致命 的 缺陷 , 因为 我 们 还 没有 证 明 
曲线 的 弧 甚 至 圆 的 弧 是 有 长 度 的 . 对 于 曲线 长 度 的 概念 与 面积 的 概念 一 样 , 可 以 作 
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精确 的 数学 分 析 ; 但 是 这 种 分 析 , 虽然 与 上 一 节 中 的 概 

念 有 同样 的 一 般 性 的 特征 , 却 一 定 是 更 加 困难 的 . 在 这 

里 不 可 能 对 此 论题 给 予 任何 一 般 性 的 处 理 . 

这 样 一 来 , 我 们 必须 用 面积 的 概念 , 而 不 是 用 长 度 

的 概念 得 出 定义 . 我 们 把 角 4OP 的 测度 定义 为 单位 加 

内 扇形 AOP 面积 之 两 倍 . 

图 45 特别 地 , 假设 04 就 是 y = 0, 而 OP 则 是 y = mz， 
其 中 m > 0. 该 面积 是 m 的 一 个 函数 , 可 以 将 它 记 之 
为 8(m). 点 已 即 (p,mp), 其 中 


n= VU m= VO, 


© 
> 


Umi) VET7 可 A 
以 及 
)= 2+[ Va 3)dr = 1 Vi- ‘Va 
Gm) = zm + | VU made = Bp 5+] 
从 而 有 
dg _1 /= 2 
6 一 3V 人 人) 一 2 VO -2 
dp _ dpdp 也 m ue 下 
dm dudm 2VO TD (+ m2)? ”2(1+m2)， 
i 1[™ at 
slm)=3| I 十 友 - 
从 而 我 们 定义 的 解析 等 价 物 就 是 用 
ep fr 
ar aam=| II 十 友 


来 定义 arctanm. 三 角 函 数 的 理论 将 从 第 9 章 一 开始 就 发 挥 它 的 作用 . 
例 LXIII 
用 不 定 积分 定义 作 计 算 . 
(1) 证 明 : 如 果 5>a>0 且 n> 一 1, 则 有 
b bntl — antl 
| 


Sin mb 一 Sin ma cosma— cosmb 
一 一 sinmzdz = 一 -一 一 一 . 


m 


(2) [ cosmzdz = 
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b 1 
dz dz _1 
(3) [ i arctanb — arctan a; | Te 和 


[由 于 arctanz 是 一 个 多 值 函数 , 所 以 这 里 有 一 个 显而易见 的 困难 . 注意 到 在 等 
式 


[ 125 = arctanz 
0 
中 aretan 必定 表示 介 于 -3 和 3 之 间 的 一 个 角度 ,那么 这 个 困难 是 可 以 避免 


的 . 因为 该 积分 当 z= 0 时 变 为 零 , 又 当 习 增 加 时 连续 地 递增 于 是 这 对 arctanz 来 
说 也 同样 为 真 , 从 而 当 zx 一 co 时 它 趋向 5 用 同样 的 方法 可 以 证 明 : 当 zx 一 -oo 


时 arctanz 一 -天 类 似 地 , 在 等 式 


dt 
VU 而 = arcsinz 


中 (其 中 -1 < z < Darcsinz 表示 介 于 3x 和 3x 之 间 的 一 个 角度 . 从 而 , 如 果 a 
和 4 两 者 的 绝对 值 都 小 于 1 的 话 , 就 有 


2 , 
7 可 = arcsinb — arcsin a.] 


作 因果 一 < < 源 和 队 了 < 1 的 情形 以 外 的 有 了 尖 aF 


; 而 当 w =0 时 该 积分 的 值 是 3 , 这 个 值 是 二 3Qcoseca 当 a 一 0 时 的 极限 . 


ina 


(5) | V(l— 7z2)dr = =| (a2 一 Z2)dz = Jra2( 如 果 a> 0). 
o o 


. dz 二 
(6) | 当 -1 < a < 1 时 其 值 为 2 而 当 |a| > 1 时 其 值 为 
2/a. (Math. Trip. 1933) 


站 如果 a> 则 有 | 5 JJ = 而 关 此 不 定 积 分 的 形式, 见 


例 LI 第 3 题 和 第 4 题 . 如 果 |a| < | 有 则 被 积 函数 在 0 与 x 之 间 取 到 -一 个 无 穷 的 
值 . 当 a 为 负 且 -a > | 时 积分 的 值 是 什么 ? ] 
# dz 开 
(8) 如 果 a 和 b 都 是 正 数 ， 则 有 | ee 当 和 有 相 


反 的 符号 或 者 当 a 和。 两 者 都 是 负数 时 , 该 积分 的 值 是 什么 ? 
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(9) Fourier 积分 . 证 明 : 如 果 m 和 n 是 正 整数 , 那么 
| cosmesinnaas 
0 


恒 等 于 零 , 且 


2x 2x 
cos mz cosnzdz, | sinmzsinnzdr 
0 o 


都 等 于 零 , 除非 m = mw 而 当 mm = n 时 该 积分 值 为 x. 
(10) 证 明 : | eosmecosnzds 和 [sinmzsinnads 中 每 一 个 积分 的 值 都 等 于 
0 0 
零 , 除非 m =n, 而 当 m = n 时 该 积分 值 为 3 且 根 据 n 一 m 是 奇数 还 是 偶数 有 


2n 


xt 
= cosmz sinnzdz = 0. 
n2—m o 


x 
| cosmzsinnzdz = — 
0 


(11) 证 明 : 如 果 m 和 n 是 正 整数 , 且 m > n, 则 有 


| cosmb (cos0)" d9 = 0. (Math. Trip.1928) 
0 


(12) 计算 


『 4z2 十 3 [ zdz 『 dz 他 dr 
o 8z2?+47+5 ” 儿 Vz+o” Jo5+3cosz’ Jo 1+2cosz’ 


dz 2 
| 0 @ <a< #7) ! | arctan zdz. 
(Math. Trip. 1927, 1928, 1929, 1930, 1936) 
164. 由 定 积分 的 和 式 极限 的 定义 计算 定 积分 


在 几 种 情形 中 , 可 以 从 第 161, 162 节 的 定义 出 发 , 通过 直接 计算 法 来 计算 定 积 
分 . 通常 这 要 比 用 不 定 积分 来 计算 简单 得 多 , 不 过 读者 会 发 现 从 头 到 尾 实际 解决 几 
个 例子 是 极 富 教 益 的 . 

例 LXIV 

(1) 用 分 点 a = zo,z1,7T2，,… ,zn 二 65 将 (a,b) 分 成 nn 个 相等 的 部 分 , 并 计算 当 


n=00 时 
(zl 一 zo) 7(zo) + (zz 一 zl) f(T1) + e+ (Dn — Ln-1) f (Ln-1) 


的 极限 , 由 此 来 计算 Ta 
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lot (et) + (e+ 本 + 人 ro- 了 


t+. + =0-9 {ero esau}, 


ll 


| 十 


当 n 一 co 时 它 趋向 = 了 人 b? 一 通过 图 形 推理 验证 这 一 结果 . ] 
(2) 用 分 点 a， i ,arm-1,ar"( 其 中 rm = 6/a) 将 (a,b) 分 成 n 份 来 计算 


[Es 其 中 0 < a < 用 同样 的 方法 计算 更 一般 的 积分 | md， 


b 
(3) 用 第 (1) 题 中 的 方法 计算 | adn | cosmzdz 以 及 | sin mzdz. 


和 了 
(4) 证 明 : 当 n 一 oo 时 有 "20 南下 7 一 
[这 可 以 由 
Dn 
n2 n2+12 m+n-l) 气 1+(r/m) 


推出 , 而 直接 根据 定 积分 的 定义 , 这 个 和 当 n 一 oo 时 趋向 极限 | Ta] 


(5) 证 明 十 0 VD 一 jx [ 沪 极 限 是 VI z3)dz. ] 
0 


165. 定 积分 的 一 般 性 质 


定 积分 作为 和 式 的 极限 这 一 定义 预先 假设 了 (i)f 是 连续 的 以 及 (ia < b. 当 
a > 时 , 定义 它 的 值 为 


b a 
四 row=-| fe, 
而 当 a = 4 时 定义 它 的 值 为 
O) |rma=o 


如 果 用 函数 F(z) 来 定义 积分 ， 则 这 些 定义 就 变 成 定理 ; 这 是 因为 F(b) -F(a) = 
—{F(a)-F(b)}, F(a)— F(a)= 
于 是 对 任何 a。 和 4b 都 有 


(3) [WE 


300 ” 纯 数学 教程 


b b 
(4) | xf (war=k| f(z) dz. 


b b b 
回 Unrewma=| 0+ samdr 


读者 会 发 现 , 将 这 些 性 质 的 正式 的 证 明 写 出 来 是 一 个 有 意义 的 练习 , 在 每 一 种 情形 用 以 下 
方法 给 出 证 明 : (a) 从 积分 函数 给 出 的 定义 出 发 ;(8) 直接 从 定义 出 发 . 

以 下 的 定理 也 是 很 重要 的 . 

(6) 如 果 当 a <z<b 时 f(z) > 0, 那么 太 rama>o 


我 们 只 需要 注意 : 第 156 节 中 的 和 s 不 可 能 是 负 的 . 以 后 将 会 证 明 ( 见 本 章 杂 
例 第 43 题 ), 积分 的 值 不 可 能 为 零 , 除非 f(z) 恒 为 零 : 这 也 可 以 从 第 122 节 的 第 一 
个 推论 推导 出 来 . 

(7) 如 果 当 a<z<b 时 万 < f(z)< KK, 那么 


H(b—a) <| /War < KO a). 
如 果 对 f(z) 一 厂 和 KK 一 f(z) 应 用 (6) 则 立即 得 此 结论 . 


b 
(8) | raz=@-o7G@h， 


其 中 位 于 a 和 4。b 之 间 . 

这 由 (7) 推出 . 因为 可 以 取 五 是 f(z) 在 (a,5) 中 的 最 小 值 , 而 取 K 是 f(z) 
在 (a,b) 中 的 最 大 值 . 于 是 该 积分 等 于 n (5 一 a), 其 中 介 于 五 和 下 之 间 . 但 是 ， 
由 于 f(z) 是 连续 的 , 故 必 有 一 个 & 的 值 , 使 得 有 f (5) = n( 第 101 节 ). 

如 果 下 (z) 是 它 的 积分 函数 , 就 能 将 (8) 的 结论 写成 形式 


F(b)—F(a)= (0—a)F (0), 


所 以 (8) 现在 又 作为 第 126 节 的 中 值 定理 的 一 个 特例 而 出 现 . 可 以 把 (8) 称 为 积分 
第 一 中 值 定理 . 
(9) 推广 的 积分 中 值 定理 . 如 果 $ (z) 是正 的 , H 和 KK 定义 如 (7), 那么 有 
b b b 
| olr)ar <| /onar < K| 由 (z) dz; 
以 及 
[asaa=79| sa 
其 中 ££ 位 于 a 和 bb 之 间 . 
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对 积分 
b 
| 四 -下 sd eyesmaa 


应 用 定理 (6) 立即 推出 此 结论 . 
(10) 积 分 学 的 基本 定理 . 函数 


r= Oa 


有 导数 f(z). 

这 已 在 第 148 节 中 证 明 过 了 , 不 过 在 这 里 作为 一 个 正式 的 定理 重新 加 以 叙述 
是 方便 的 . 如 同 在 第 162 节 中 指出 的 那样 , 作为 一 个 推论 得 知 , 已 (z) 是 z 的 一 个 
连续 函数 . 

例 LXV 

(1) 用 定 积分 的 直接 定义 以 及 上 面 的 等 式 (1) 一 (5) 证 明 


(i) 他 少 (z2) dz = ?| 由 (z2) dz， 上 E zb{z2) dz = 0; 
x # x 
(i) 『 plcosr) dz =| 少 (sinz) dz = 3| 由 (sin 1) dz; 
0 o o 


( 诞 ) 三 由 (cos2z) dz = | 9$ (cos? £) dz， 


其 中 , m 是 一 个 整数 . [车 概略 画 出 积分 号 下 函数 的 图 形 , 则 这 些 等 式 的 正确 性 将 显 
示 出 几何 的 直观 . ] 
(2) 如 果 是 一 个 正 整数 或 者 零 , 证 明 


«sin (n+3)o 
| A 
0 


sin a0 


对 取 负 整数 值 的 n, 积分 的 值 是 什么 ? 
(3) 证 明 : 根据 n 是 奇数 还 是 偶数 ， [| Seda 等 于 或 者 堆 
(Math. Trip. 1933) 
(4) 证明: 对 n 的 所 有 正 整 数值 有 


sinz 


x 和 2 
| (时 =) dz = nx. (Math. Trip.1933) 
0 
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[第 (2) 题 用 到 人 恒等式 


sin (+ ) 
人 1 十 2cosz 十 2cos2r 十 …: 十 2cosmiz， 
Sin sz 


2 
第 (3) 题 用 到 恒等式 


sinnz 


= =2cos(n—1)z+2cos(n—3)r+.., 
sinz 


其 中 最 后 一 项 是 1 或 者 是 2cosz. 为 证 明 第 (4) 题 , 将 最 后 一 个 恒等式 平方 并 利用 
例 LXIII 中 第 (10) 题 . ] 


I 3 
(5) 如 果 $(z) = Fa0 + a1cosz +bl sinz +a2cos27 + .+ ancosnz+t bnsinne, 


而 上 是 一 个 不 大 于 n 的 正 整数 , 那么 
2r 2r 2r 
| p(T) dz = mao, | coskzrg (z) dz = naxk, | sin kz (1) dz = nbk. 
0 o o 


如 果 上 >n, 则 上 面 两 个 积分 中 每 一 个 的 值 都 为 零 [利用 例 ， LXIII 中 第 (9) 题 . ] 
(6) 如 果 当 a<z<b 时 f(z) <g(z), 那么 | ras[ ddz. 
(7) 证 明 


径 Ea 4 4 
0< | sinn+l zydz < | sin*zdr, 0 < | tann+lzdz < | tan™ zdz, 
o o o o 


(8)? 如 果 n > 1, 那么 5 < 「 TIE < 0.524， [第 一 个 不 等 式 可 以 由 
0 


1 一 Ze 
V(I 一 z”) < 1 推出 , 而 第 二 个 不 等 式 则 由 下 面 的 事实 得 出 : 
V(x) > VO — 73) 
ey | dz 
(9) 证 明 了 < 上 VU < 6™ 
(10) 证 明 0.573 < 「 辽河 < 0.595. [ 置 z=1+wu: 然后 用 2+4u2 和 


2 十 3u2 分 别 代替 2+ 3u2 +u3. ] 
(11) 如 果 a 和 # 是 正 的 锐角 , 那么 


Fe 
0 VU — sin? asin? x) VU 一 sin2 a sin? 9) 


四 第 (8)~(11) 题 取 自 Gibson 所 著 Elementary treatise on the calculus 一 书 . 
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如 果 a = 二 mw, 那么 该 积分 在 0.523 与 0.541 之 间 . 


b 
(9) 证 明 || 7@asl < [les 


[如 果 o 是 在 第 161 节 末 尾 所 考虑 过 的 和 , 而 c' 则 是 由 函数 |f (z)| 所 形成 的 
对 应 的 和 , 那么 就 有 |o| < o. ] 


b 
(13) 如 果 |f (z)| < M, 那么 就 有 I f(z) 6 (2) dz 


b 
<M | plod. 


166. 分 部 积分 法 和 换 元 积分 法 
由 第 141 节 推 出 : 如 果 f'(z) 和 少 (z) 是 连续 的 , 那么 


b 
| f(z)¢ (7) dr = f(b) 9(6) — f(a) bla) -| 7 @ ear. 


此 公式 称 为 定 积分 的 分 部 积分 (integration by parts) 公式 . 
我 们 还 知道 (第 136 节 ): 如 果 F(t) 是 f(t) 的 积分 函数 , 那么 


[rg (ar = (000)}. 
这 样 一 来 , 如 果 g(a) = c,$(b) =d, 就 有 
b 

[ou =F(0) -FO= P60- P00) = | gw (war; 
这 是 定 积分 的 换 元 积分 (integration by substitution) 公式 . 

这 些 公式 常常 使 得 我 们 可 以 不 需要 知道 积分 函数 F(z) 的 形式 就 可 以 确定 其 
定 积分 的 值 . 定 积分 只 与 F(z) 的 两 个 特殊 的 值 有 关 , 而 当 F(z) 的 形式 未 知 时 , 这 
些 值 可 以 通过 某 些 特殊 的 方法 求 得 


例 LXVI 
(1) 证 明 


b 
| zf" (z)dz = {bf (b) —f (6)} — {af’ (a) —f (o)}. 
(2) 更 一 般 地 有 


| afon+D (zs) dz =F (6) — F(a), 


名 这 里 应 加 上 条 件 a < 5b, 否则 结论 一 般 并 不 成 立 . 一 一 译 者 注 
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其 中 
下 (z) =2"f™ (2) -man 加 十 于 全 Dz f(r) 
一 … 十 (-D7mlf (z). 
(3) 证 明 


in zdz 1 i tt = 加 
| aaa = = | saretane 3 2 


(4) 证 明 : 如 果 a 和 5 是 正 数 , 那么 


全 ZcosTsin Zdz 二 区 
0 (az cos2z 十 好 sin? z)” 4ab? (a +6b) 


[用 分 部 积分 法 , 并 利用 例 LXIII 第 (8) 题 . ] 
(5) 用 适当 的 代 换 计算 


2 dz 15 dz 1 zdz i 3 4 
i /anz)dz, 
| zl +z)’ | CE | 1+ VE’ | 9 上 (unr 


zx jx | 和 
| rd 上 人 0 人 dz, | sin¥ x cos? wdz. 
ix5+7cosT+sing 0 (2+cosz) 0 


Math. Trip. 1924, 1925, 1926, 1931) 


人) 如 果 户 (= 全 7 的 dt 大 四 = Oat = | 1(Oav 于 


么 0 0 0 

fr (7) = Ri 上 jz 一 dt (Math.Trip.1933) 
[反复 用 分 部 积分 . ] | 

(7) 用 分 部 积分 法 证 明 : 如 果 wn = | zm (1 一 z)"dz, 其 中 m 和 是正 整 数 ， 
o 


那么 (m 十 nn 十 1 un = mm,n-1, 并 推出 
min! 


i (m+n+t+1)! 


(8) 证 明 : 如 果 ww = [aaa 那么 wm + un-2 = 二- 了- 由 此 对 n 的 所 有 


正 整数 值 计算 该 积分 . 
置 tan"z =tan"-2z (sec?z 一 1), 并 分 部 积分 . ] 
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(9) 证 明 : 如 果 ww = | A wo，[ 洗 sin"z 记 为 
0 
sin"-1zsin z, 并 用 分 部 积分 . ] 
(10) 从 第 (9) 题 推导 出 : 根据 n 是 奇数 还 是 偶数 , wn 等 于 
和 了 (Math. Trip.1935) 
(11) 第 二 中 值 定理 . 如 果 f(z) 是 z 的 一 个 函数 , 它 对 从 z =a 到 z=。 的 所 
有 的 z 的 值 都 有 带 固定 符号 的 连续 的 微分 系数 . 那么 , 存在 一 个 介 于 a 和 5。 之 间 
的 数 &, 使 得 


b € b 
| meter=7 (0)| oo)art/ | 4 (zjdz， 
伶 | se= Go), 风 根据 第 165 节 定 理 (9) 有 


b b b 
| 8 d= | 10 Yodar= 10 80) -| roseaaz 
b 
=/0 580) -5(8) | 7 (nar, 
也 即 有 、 
[760660 = 7 0000+{ 0) 70} D0), 
这 与 所 陈述 的 结论 等 价 . ] 
(12) 第 二 中 值 定理 的 Bonnet 形式 . 如 果 7 (z) 连续 且 有 国定 的 符号 , 而 /全 
和 f(a) -了 (b) 有 同样 的 符号 , 那么 
XxX 
[rowsaa=ya| od, 
其 中 久 介 于 a 和 5 之 间 . 因为 
FO EO)+{F (0) (OE() = (0), 


这 里 4 位 于 (8€) 和 更 (b) 之 间 , 所 以 更 (z) 对 像 X 的 这 样 一 个 值 z 所 取 的 值 亦 夹 
在 这 两 个 数 之 间 . 重要 的 情形 是 0 < f(b) < f(z) < f(a). 
类 似 地 证 明 : 如 果 f(a) 和 f(b) 一 f(a) 有 同样 的 符号 , 那么 


b 
| /6910 sad 
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其 中 义 介 于 a 和。 之 间 . ed 
(13) 证 明 : 如 果 X' > X > 0, 则 有 1 sz < 丈 [应 用 第 (12) 题 中 的 第 
x 


一 个 公式 , 并 注意 sinz 在 任何 区 间 上 的 积分 的 绝对 值 都 小 于 2. ] 

(14) 用 变量 代 换 的 方法 建立 例 LXV 第 (1) 题 的 结果 .[ 例 如 在 (说) 中 , 将 积分 
范围 分 成 m 个 相等 的 部 分 ， 并 用 变量 代 换 T=N+YT=27+y,.……. ] 

(15) 证 明 | F(z)dzr =| F(a+b— 7z)dz. 


a a 


$s jz 
(16) 证 明 | cos™ rsin™ rdz = ak cosm zdz. 
o o 


(17) 证 明 [zeeaadz = 3*[ scanade [ 置 z=x 一 y.] 


(18) 证 明 | 


和 2 dr = i [asin eos zdr = ar 
(Math. Trip. 1927) 
(19) 用 变量 代 换 z=acos? 9 十 bsin?9 证 明 | V{(z —a) (0—7z)}dz= -oj 
(20) 用 变量 代 换 (a 十 bcosz) (a 一 bcosy) = a? -- 刀 证明: 当 n 是 正 整 数 且 
a> | 如 时 有 
上 (at+bcosz) "dz = (a?— 2) ("4) [ (a— becosy)™! dy, 
0 0 
并 对 n = 1,2,3 计算 这 个 积分 . 
(21) 如 果 m 和 是 正 整数 , 那么 


b 
| (oO)" 0a) de = 0)" ee 
[ 令 z=a+(b 一 a)y, 并 利用 第 (7) 题 . ] 
167. 用 分 部 积分 法 证 明 Taylor 定理 


可 以 用 分 部 积分 法 得 到 Taylor 定理 的 另 一 个 证 明 . 设 f(z) 是 一 个 函数 , 它 的 
前 nn 阶 导数 是 连续 的 , 又 设 


n—l 
BD) =f -0 -0-H7 0 
那么 就 有 加 
及 加 = 一 人 = 一/ (， 


mn-1)! 
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所 以 
1 人 nl 
my | (6—z)™ f(z) dz. 


现在 将 b 写成 a 十 h, 并 作 变 换 z = a 二 二, 就 得 到 


中 
F(a) = F, oO-| 及 CD)dz=1 


f+ = TO th tt (0) + 四 
其 中 
R, = sl (1 -#7 (a+th)dt. (2) 


现在 , 如 果 p 是 任何 一 个 不 大 于 n 的 正 整数 , 根据 第 165 节 定 理 (9) 就 有 
上 (1 一 bo (a+th)dt= [ (1—t)™?(1 -tf" (a+th)dt 
0 0 
=(1—0)"?/" (a+0h) | (1—t) at 
0 
其 中 0<9<1. 从 而 
_ (1—0"?f" (a 二 gp) jn 
7 . 
如 果 取 p = n, 就 得 到 R, 的 Lagrange 形式 (第 152 节 ). 另 一 方面 , 如 果 取 p = 1， 
就 得 到 Cauchy 的 形式 , 也 就 是 


一 bn-1 Fo h) hr 
p= (0) sD | (4) 


Taylor 定理 的 这 个 证 明 的 好 处 是 对 R, 得 到 一 个 精确 的 公式 , 也 即 (2), 其 中 不 包含 不 确 
定 的 数 9. 它 (被 直接 看 成 是 该 定理 的 Lagrange 形式 的 一 个 证 明 ) 比 第 150 节 中 的 证 明 更 缺 
少 一 般 性 , 这 是 因为 我 们 假设 了 f(" (z) 的 连续 性 . 第 150 节 的 论证 方法 可 以 加 以 修改 , 从 而 
得 出 公式 (3) 和 (4). 
168. 余 项 的 Cauchy 形式 对 于 二 项 级 数 的 应 用 
如 果 f(z) = (1 + z)”, 其 中 m 不 是 正 整数 , 则 余 项 的 Cauchy 形式 是 
(m—D):-.(m—n+l) (1—0" 2" 
1.2...(n—1) (1+02)™™ 
现在 , 只 要 -1 < z < 1, 不 论 > 是 正 数 还 是 负数 , 都 有 (1 一 9)/(1+97) 小 于 1; 又 
如 果 m > 1 则 (1+9z)"” 小 于 (1+|z|)”, 而 当 m <1 时 (1+0z)"”! 小 于 
(1 一 |z|)”!. 从 而 有 
m—1 
n—l 


计 三 地 


lz|= pn, 


Bi < lml( 士 zl)m 
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其 中 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 但 当 n 一 ce 时 有 pn 一 0, 根据 例 XXVII 第 (13) 题 ， 
故 RR 一 0. 这 样 就 对 m 的 所 有 有 理 数 值 以 及 对 介 于 -1 和 1 之 间 的 所 有 zx 的 值 
确定 了 二 项 定理 的 正确 性 . 要 记 住 : 困难 在 于 利用 Lagrange 形式 的 余 项 , 它 出 现在 
第 152 节 (2) 中 与 负 的 z 值 有 关 的 情形 中 . 


169. 定 积分 的 近似 公式 , Simpson 公式 
在 数值 计算 中 关于 定 积分 有 若干 个 重要 的 近似 公式 . 最 简单 的 一 个 是 
b 
[aaz=3ec-oUa+7O 上 


这 里 我 们 用 多 边 形 己 XiNP 代替 了 第 148 节 中 的 面积 PNLNP, 当  (z) 是 线性 
函数 时 , 该 公式 是 精确 的 . 可 以 证 明 ( 见 例 LXVII 第 (2) 题 ): 如 果 f(z) 有 两 阶 导 
数 六 (z) 和 f” (z), 那么 (1) 中 的 误差 项 是 
-二 6)?1"(8)， 
其 中 是 介 于 a 和 之 则 的 一 个 值 .当然 , 实际 上 应 该 把 积分 区 间 分 成 若干 人 更 小 
的 子 区 间 再 将 公式 分 别 应 用 到 每 一 个 小 区 间 上 去 . 
一 个 更 好 的 公式 是 
b 
L780- {70+4 (3) +10)}, 0 


它 通常 称 为 Simpson 公式 (Simpson's rule)， 我 们 要 证 明 : 如 果 f(z) 有 四 阶 导数 
(Zz), f"(z), f”(z) 和 f(z), 那么 (2) 中 的 误差 项 是 


-7880 0) /9 (0), 


其 中 上 是 介 于 a 和 4 之 间 的 一 个 值 . 这 附带 证 明了 Simpson 公式 对 于 不 超过 三 次 
的 多 项 式 来 说 是 精确 的 . 
用 c 一 h,c+h 代替 a,b, 并 考虑 函数 


$= (£) wo) 


其 中 ctt 
4 的 =| fa- Bf(e+d+Y + 


求 导 三 次 就 得 到 
WO =3{f et) -f+f) +d) yh), 
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20t3 


凡 提 = 了 CH 了 Ce- 可 一 (e+b+ 产 C- 册 -关内 ， 
1 lfpm m 60t? 
0" (0) = (etd fe-D)}— Rh). 
从 而 , 根据 中 值 定理 有 
"(= {1 +Rv0), 四 


其 中 在 (ct,c+) 中. 

现 有 4(0) = $(h) = 0, 于 是 根据 Rolle 定理 , 对 某 个 介 于 0 和 之 间 的 妇 有 
V(t1) =0. 又 有 (0) = 0, 于 是 当然 对 某 个 介 于 0 和 之 间 的 志 有 (tz) = 0， 
最 后 有 和 my (0) = 0, 从 而 对 某 个 介 于 0 和 户 之 间 的 妇 有 WY” (ta) = 0. 这 样 一 来 , 根 
据 (3), 对 于 位 于 c 一 ts 和 c+ts 之 间 (从 而 也 在 c 一 hh 和 c+h 之 间 ) 的 某 个 上 就 有 


90 
/19 (0 = -y(n). 
但 是 这 就 是 
cth 1 hs 
[六 raaz- 扩 UVC+rD+WO+7TC- 有 =- 每 10 人， 
c—h 
也 就 是 
b _ 5 
[ou=ie-ofO+ru( ) + 0)} -Si 0 


在 实际 操作 时 , 我 们 把 积分 区 间 分 成 小 段 , 并 对 每 一 小 段 应 用 此 方法 . 
例 LXVII 
(1) 证 明 : 如 果 / (z) 有 两 阶 导数 , 则 有 
f(z+h)—2f(z)+f (rh)=h7"(€), 
其 中 位 于 z 一 hh 和 z+h 之 间 . (Math. Trip. 1925) 
[利用 辅助 函数 


2 
$0)= f(t) 27)+f -ft 2 +f -D} 


(2) 证 明 : 上 面 (1) 中 的 误差 是 -十 (一 oJ”(8), 其 中 a<& <b 
[利用 辅助 函数 


ctt t 3 
vO=| ,ttd + oO=v0- (KE) $1 
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(3) 证 明 
[rwe=6-o0f (3 ) + 
其 中 a<é€<b. 4 
(4) 应 用 Simpson St eset -| 这 了 计算 x [结果 是 07833 
如 果 把 积分 分 成 从 0 到 二 以 及 从 了 到 1 调和 从 并 对 每 一 部 分 运用 Simpson 公 


式 , 就 得 到 0.785 391 6…. 正确 的 信息 0.785 392 1.……. ] 
(5) 证 明 8.9 < | V(4+z2)dr <9. (Math. Trip. 1903) 
3 


(6) 运用 五 个 坐标 的 Simpson 公式 计算 


. 
bY- 
到 两 位 十 进 制 小 数 . (Math. Trip. 1934) 
(7) 证 明 近 似 地 有 上 zaV(4z 一 72)dz = 88. (Math. Trip. 1933) 


170. 单 实 变 复 函数 的 积分 
到 目前 为 止 , 我 们 始终 假设 了 定 积 分 中 的 被 积 函数 是 实 的 . 我 们 用 等 式 


b b b 
[ra=| (000+ = | smdz+ 直 sada 


来 定义 一 个 实 变量 x 的 复 函数 f (z) = %(z) 十 地 (z) 在 a 到 ) 这 个 区 间 上 的 积分 ; 
显然 , 这 个 积分 的 性 质 可 以 从 已 经 研究 过 的 实 积分 的 那些 性 质 推导 出 来 . 
其 中 有 一 个 以 后 将 要 用 到 的 性 质 . 它 表示 为 不 等 式 


[ 


此 不 等 式 可 以 毫 无 困难 地 从 第 161, 162 节 的 定义 中 推导 出 来 . 如 果 5 有 与 
在 第 161 节 中 同样 的 意义 , 内 和 了 加 是 少 和 乡 在 5 中 的 一 点 所 取 的 值 , 而 f= 
惫 +iy， 这 样 就 有 


b 
<| |f (Dldz.® (1) 


b b 
[we-| J arti| var = tm ob tilin Dt 


@ 与 实 积分 对 应 的 不 等 式 在 例 LXYV 第 12 题 中 给 出 了 证 明 . 
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=limD) (bu +iwb) 6 = lim Dfu6,, 


所 以 
站 =]m D6 = lm D6; 
然而 
| lfldz = lim Dfuli,. 
此 结果 现在 立即 由 不 等 式 
[D6 < De, 
得 出 . 


显然 , 当 f 是 复 函 数 % + i 时 , 第 167 节 中 的 公式 (1) 和 (2) 仍然 成 立 . 


第 7 章 杂 例 
1. 验证 下 列 Taylor 级 数 中 给 出 的 项 : 


1 3 275 
(1) tanz = 72+ 37 + 15° ts 


(2) secz =1+ 3 + + 村 < 


1 7 4 
We 0 十 …， 


二 
(4) zcotz =1 3 部 * 


2. 证 明 : 如 果 了 BD 和 它 的 前 n 十 2 阶 导 数 连 续 , f+ (0) 六 0, 且 bg 是 在 
Taylor 级 数 n 项 之 后 的 Lagrange 形式 余 项 中 出 现 的 9 的 值 , 那么 

1 | n nt (0) 
n+l 2(n+1)? mo) frr (0)” 


[按照 例 LV 第 (12) 题 的 方法 . ] 
3. 建立 下 列 公 式 : 
0) 


加 三 Z 十 o(z). 


fla) 7 
g(a) g(b) 


其 中 8 位 于 a 和 5 之 间 . 


fla) f°(8) 


,Pm 
C7-0| yo) gp) 
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(i 

fla) f(b) f(c) fla) Ff"(B8) ff") 
g(a) g(b) 9g(c) g(a) g'(8) g" 0) 
h(a) h(b) hl(e) h(a) 1W(B) hk (Y) 


其 中 8 和 7 位 于 a,b,c 的 最 小 值 和 最 大 值 之 间 . [为 证 明 (i), 考虑 函数 


f(a) f(b) f(z) f(a) f(b) Jo 
g(a) g(b) g(7) g(a) g(b) 9(o 
h(a) h(b) h(z) h(a) h(b) hl(e) 


当 z=a,z=b 以 及 z=c 时 它 为 零 . 根据 第 122 节 定理 B, 它 的 一 阶 导数 必定 在 
位 于 a,b,c 的 最 小 值 和 最 大 值 之 间 的 某 两 个 不 同 的 xz 的 值 处 为 零 ; 于 是 它 的 二 阶 导 
数 必定 在 z 的 某 个 满足 同样 条 件 的 值 Y 处 为 零 . 这 样 就 得 到 公式 


f(a) f(b) 7 f(a) f(b) 1” (9) 
g(a) g(b) 9g(o) g(a) g(b) g” (0) | 
h(a) h(b) h(c) h(a) h(b) hr (7y) 


读者 现在 可 以 毫 无 困难 地 完成 证 明了 . ] 
4, 如 果 忆 (z) 是 一 个 有 前 n 阶 连 续 导数 的 函数 , 它 的 前 n 一 1 阶 导数 在 >= 0 
为 零 , 且 当 0<z<h 时 有 4< Po (z) < B, 那么 , 当 0<z<h 时 有 


=3(6-A(e-o) (a 


_ -qe- 


4(z) = (Cao(c=D 


=3(c-%(c-b) 


A < F(z) < BS. 
而 而 


将 此 结论 应 用 到 
zl 


f(s) -ff0) -zf -一 Re 


上 , 并 推导 出 Taylor 定理 . 
5. 如 果 Anag(z) = $(z) 一 $(z 十 h), Ai (z) = An {Ang(z)}, 如 此 等 等 , 且 
$(z) 有 前 n 阶 导数 , 那么 
Ajd(z) = 》 (一 六 ( , je +7h) = (一 站 "gm (5)， 
r=0 


其 中 上 位 于 z 和 z+mh 之 间 . [利用 辅助 函数 


vO=Ar0(0)- (站 sR 
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例 LXVII 中 的 第 (1) 题 实质 上 是 n= 2 的 情形 . ] 
6. 由 第 5 当 z 二 00 时 zmARzm 一 m(m—1) (mnt+l)h", 
如 果 m 是 任意 一 个 有 理 数 , 而 n 是 任意 一 个 正 整数 . 特别 地 , 证 明 
zVz {Vi 2V(z+1)+ Ve+3)} 一 于 


7. 假设 y= %(z) 是 z 的 一 个 函数 , 有 前 四 阶 连续 导数 , 且 $(0) = 0,8 (0) = 1 
所 以 
y= 9(7)=7+a27 十 a373 十 adz4 十 o (24). 
证 明 
T=) = a+ (2a3 一 os) 如 一 (5o3 一 5azas + a4) y* +0(y’), 
且 当 zx 一 0 时 有 
sv 全 一 Z2 过 
8. 曲线 z= f(t) ,y= F(t) 在 点 (z,y) 处 的 曲率 中 心 的 坐标 (&, 


Ez_ ny + 
y Ee 


给 出 ; 而 曲线 的 曲率 半径 是 (z2 +y?) 3 / (zy' 一 zy), 撒 号 表示 关于 t 求 导 . 
9. 曲线 27ay? = 4zs 在 点 (z,y) 处 的 曲率 中 心 的 坐标 (6,9) 由 


3a(E+z)+2z2 =0, 7=4y+(9ay) /zr 


给 出 . (Math. Trip. 1899) 
10. 证 明 : 在 点 (z,y) 处 的 曲率 圆 与 曲线 将 有 三 阶 相 切 ， 如 果 在 该 点 有 
(1 十 钥 )ys = 3y1 姐 .又 证 明 : 这 个 圆 是 在 每 一 点 都 有 此 性 质 的 唯一 的 曲线 ; 而 圆 
锥 曲线 上 具有 此 性 质 的 仅 有 的 点 是 轴 的 端点 . [参见 第 6 章 杂 例 第 13 题 的 (iv). ] 
11. 在 原点 与 曲线 


一 az2 十 bz3 十 cz4 十 … 十 大 zm 
有 最 密切 相 切 的 圆锥 曲线 是 
aay = a472 + a2bzy + (ac— b) y. 
证 明 : 与 曲线 y = f(z) 在 点 (6,7) 有 最 密切 相 切 的 圆锥 曲线 是 


1803T = 9 (2 — é€)? + 6nns (2 — €) T+ (3m2n4 — 4n8) T™, 
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其 中 T= (yn) -mh(z 一 6. (Math. Trip. 1907) 

12. 齐 次 函数 ?. 如 果 u = zj (y/z,z/z,…), 那么 , 当 z,y,z,… 全 都 按照 比 
例 和 :1 增 大 时 , 除了 多 出 一 个 因子 和 " 之 外 , 不 发 生 其 他 改变 . 在 此 情形 下 就 称 
是 一 个 关于 变量 z,y,z,:… 的 n 次 齐 次 函数 (homogeneous function of degree n). 证 
明 : 如 果 是 一 个 n 次 齐 次 函数 , 那么 


Dw: a 
?ar yay “Bz = 


此 结果 称 为 关于 齐 次 函数 的 Euler 定理 (Euler's theorem). 
13. 如 果 ww 是 齐 次 函数 且 阶 为 n, 那么 uz,wy,… 都 是 齐 次 函数 且 阶 为 n 一 1. 
14. 设 f(z,y) = 0 是 关于 z 和 yy 的 一 个 方程 (例如 z"* 二 yr" 一 z = 0), 设 
五 (z,y,z) = 0 是 在 引进 第 三 个 变量 z 代替 1 时 它 变 成 的 齐 次 方程 的 形式 (例如 
z? 十 y" 一 zz"-1 二 0). 证 明 : 曲线 f(z,y) =0 在 点 (&,mn) 处 的 切线 方程 是 


ZFe +yFy + Fe =0, 
其 中 Fe,,F 记 万 ,F 在 z=&,y=7,z=¢= 1 时 的 值 . 
15. 相关 的 和 独立 的 函数 , Jacobi 式 , 也 即 函 数 行列 式 
假设 ww 和 w 是 z 和 vy 的 函数 , 它们 由 恒 等 关 系 式 
$lu,v)=0 (1) 
相 联 系 . 对 (1) 式 关 于 z 和 vy 求 导 , 就 得 到 
abgbu do O00u O90 


DT 更 页 + 吏 盐 = 2 
消去 $ 的 导数 就 得 到 
=| “|= Uzvy — Uyvz = 0, (3) 
vr vy 


其 中 wz,wy,vz,vy 是 u 和 w 关于 z 和 3 的 导数 . 于 是 这 个 条 件 对 于 形 如 (1) 这 
样 的 关系 的 存在 性 是 必要 的 . 可 以 证 明 : 这 个 条 件 也 是 充分 的 ; 对 此 读者 可 以 参看 
Goursat 所 著 Cours d’analyse 一 书 第 3 版 第 工 卷 第 126 页 以 及 其 后 各 页 . 

两 个 函数 u 和 w 根据 它们 之 间 有 或 者 没有 形 如 (1) 的 关系 式 相连 接 而 称 为 是 
相关 的 (dependent) 或 者 独立 的 (independent). 通常 称 J 是 和 ww 关于 zx 和 yw 的 
Jacobi 行 列 式 (Jacobian) 或 者 函数 行列 式 (functional determinant), 并 记 成 

_ 0(u,v) 
(my 
@ 在 这 个 例子 以 及 以 下 几 个 例子 中 都 假设 了 出 现 的 所 有 导数 的 连续 性 . 
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对 于 任意 多 个 变量 的 函数 也 有 类 似 的 结果 成 立 . 例如 , 三 个 变量 z,y,z 的 三 个 
函数 u,v,w 是 或 者 不 是 由 一 个 关系 式 联结 的 , 根据 
own 
(zy 


Vr Vy Vz 
Wz Wy Wz 
是 否 对 z,y,z 所 有 的 值 都 为 零 来 决定 . 

16. 证 明 : az? 十 by? 十 cz? 十 2fyz 十 29zz 十 2hzy 可 以 表示 成 wy 和 = 的 两 个 
线性 函数 的 乘积 , 当 且 仅 当 有 


abc+2fgh— af?— bg?— ch?=0. 


[号 出 使 得 pr +gy 二 rz 和 pz 十 gy 二 Tz 可 以 由 一 个 函数 关系 所 给 定 的 函数 
相 联 结 的 条 件 . ] 
17. 如 果 w 和 ww 是 & 和 的 函数 , 而 & 和 本身 又 是 z 和? 的 函数 , 那么 


au _ (wr) 0(E, 
5 人 5695 


将 此 结果 推广 到 任意 多 个 变量 的 情形 . 

18. 设 f(z) 是 z 的 一 个 函数 , 其 导数 是 1/z, 且 当 z = 1 时 取 值 为 零 . 证 明 : 
如 果 = jz)+J(,u= zy 那么 uzvy 一 uyvz = 0, 于 是 v 和， 通过 一 个 函数 关 
系 相 联结 . 令 y = 1, 证 明 此 关系 必定 是 f (z) + f(y) = f(zy). 并 用 类 似 的 方法 证 
明 : 如 果 f(z) 的 导数 是 1/ (1 + z?), 且 f (0) = 0, 那么 f(z) 必定 满足 方程 


19+10=7 (EE). 


1—zy 
19. 证 明 : 如 果 (9) = | -而 二 击 ' 到 


7 加 + Ji YO) 


1 十 Z2y2 
20. 证 明 : 如 果 在 
u= f(z)+f(y)+f(z), 
= f(y f(z2)+f(2) f(r) + F(z) f(y), 
w= f(z) f(y) f(z) 


316 纯 数学 教程 


之 间 有 函数 关系 存在 , 那么 f 必定 是 一 个 常数 .[ 可 以 求 出 函数 关系 存在 的 条 件 是 
F(z)F (YF (2){F (9) — FA{F (2)—F (2)}{f (7) — f(y)}= 0 


21. 如 果 f(y,z) ,f(z,z) 和 f(z,y) 由 一 个 函数 关系 相 联结 , 那么 f (z,z) 与 x 
无 关 . (Math. Trip. 1909) 

22. 如 果 久 = 0,v = 0,w = 0 是 三 个 圆 的 方程 , 它们 以 如 同 在 第 14 题 中 那样 的 
齐 次 形式 给 出 , 那么 方程 


av) _ 
O(z,y,2) 
表示 与 这 三 个 圆 全 都 正 交 的 圆 . (Math. Trip. 1900) 
23. 当 42 妨 | 2 
pr 
秆 注入 司 ( 和 从) 
时 , 计算 5) (Math. Trip. 1936) 
24. 如 果 4, B,C 是 z 的 三 个 函数 , 它们 使 得 
AAM A 
BB B’ 
[oa ood 
人 恒 为 零 , 那么 就 可 以 求 得 常数 ,jw 使 得 
和 A4 十 HB 十 ZC 


恒 为 零 ; 且 反 之 亦 然 . [ 逆 命 顾 几 乎 是 显然 的 . 为 证 明 原 命题 , 设 a = BC' - B'C,…. 
则 有 a’ = BC” - B”C,.…. 于 是 由 该 行列 式 为 零 就 推出 有 By 一 8'y = 0,…; 所 以 
比值 a : 6 :7 是 常数 , 但 是 ac4+BB+3YC=0.] 

25. 假设 三 个 变量 由 一 个 关系 联结 在 一 起 , 根据 这 个 关系 有 (i)z 是 z 和 的 
函数 且 有 导数 z,zy 以 及 (i)z 是 y 和 z 的 函数 且 有 导数 z,,z;. 证 明 

Ty = 一 zy/ ze， Zz 一 1/zxz. 
[我 们 有 
dz = zzdz 十 zydy， dz = zydy 十 zzdz， 

将 第 二 式 代 入 第 一 式 消去 dz 得 到 


dz = (zzTy + zy) dy + zzTsdz, 
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此 式 仅 当 zszy 十 z = 0 zzzz 二 1 时 才 可 能 成 立 . ] 
26. 四 个 变量 z,y,z,u 通过 两 个 关系 式 联结 在 一 起 , 根据 这 些 关系 式 , 任何 两 
个 变量 都 可 以 表示 成 为 另外 两 个 变量 的 函数 . 证 明 
THY + Tuuy = 0, V2 = -Ty = 1, Zz +Yy2y =1, 
其 中 ww 表示 将 y 表示 成 为 2 和 的 函数 时 , 关于 > 的 导数 . 
(Math. Trip. 1897, 1928) 
27. 变量 z,y,z 由 
2Z2 十 欠 十 2 一 3zyz=0 
联系 在 一 起 , 且 有 4$(z,y,2) = z3y?z， 在 以 下 各 条 件 下 确定 ‰ 在 (1,1,1) 处 的 
值 : 6) 当 z 和 是 独立 变量 时 , (ii) 当 z 和 z 是 独立 变量 时 ; 并 从 几何 上 解释 在 这 
两 种 情形 下 wo 的 意义 之 间 的 区 别 . (Math. Trip. 1936) 
28. 如 果 7x2 = ww,y? = wu,z? =uv, 且 f(z,y,2) = 9 (u,v,w), 那么 
Tfz +yfy t+ zf = upu + vp 十 gu (Math. Trip.1933) 
29. 当 zx,y 不 全 为 零 时 定义 


2 
-= + 名 G 


而 $(0,0) = 0. 求 各 (0,0) 的 值 , 并 解释 : 为 什么 5p(z,y) = 0 不 能 在 原点 附近 将 y 
定义 成 为 z 的 单 值 函数 . (Math. Trip. 1928) 
30， 函 数 $ (wv,z,y) 是 关于 u,v 的 二 阶 齐 次 函数 ;b= Pt = 9 又 当 
$ (u,v,z, 如 ) 用 p,q,z,y 来 表示 时 , 取 峭 (pqz,y) 的 形式 . 证 明 
Vp=u 加 =u 加 = 一 各， 加 = 一 办. (Math. Trip.1936) 
[根据 Buler 定理 (第 12 题 ), 当 和 表示 成 p,q,z,y 的 函数 时 有 udu 十 ugo = 
24, 也 就 是 pu + gu = 2y. 于 是 


WU 二 pup 十 gup = 2bp- 


， 


但 是 
Wp = Buup + bovp = Pup + qvps 
故 有 ,=u. 其 他 的 结果 可 类 似 地 加 以 证 明 . ] 
31. 如 果 a > 0,ac 一 如 >0, 且 zi > zo, 那么 


r dz -1 tan| -zolVc- 的 
zo AT2+2br+te Vlac—b) arizo +b(z1+z0)+c]f 


318 纯 数学 教程 


其 中 反正 切 的 值 介 于 0 和 x 之 间 ?. 
32. 计算 积分 | 如 e923 对 什么 样 的 x 的 值 该 积分 是 a 的 不 连续 
-11 一 27zcosa 十 7 
函数 ? (Math. Trip. 1904) 
[如 果 n 是 任意 的 整数 , 那么 当 2nr < a < (2n + 1) r 时 , 该 积分 的 值 是 3™ 而 
当 (2n -1)x < a < 2nx 时 , 该 积分 的 值 是 3; 而 当 a 是 x 的 倍数 时 , 该 积分 的 
值 为 0. ] 
33. 如 果 当 zo < zgzi 时 有 az?+2bz+c>0, f(z)= Var 十 257 十 可 且 


y=f(7) ,y= f(z0), n=f(r1), X=(r1— 70)/ (y+), 
那么 , 根据 a 是 正 数 还 是 负数 有 


上 -志和 xXVCD) 


在 后 一 种 情形 , 反正 切 的 取信 人 于 0 和 3 之 间 . [读者 将 会 发 现 : 代 换 4 一 
将 此 积分 转化 成 形式 2 人 从 


1—at? 
34. 证 明 : | rr (Math. Trip. 1913) 
35. 如 果 a> 1 那么 | A =)}. 

-1 Qa 一 2 


36. 如 果 p>1,0<g<1, 那么 


[ dr 2w 
o Vii+(p -1)z}{1—(1—g)z] (p+q)sinw’ 


其 中 w 是 一 个 正 的 锐角 , 它 的 余弦 是 (1 + pg) / (p 十): 
37. 如 果 a > 5b > 0, 那么 0 窟 {a- v 配 -而 }. 


lo aa 一 bcosb 
(Math. Trip. 1904) 


38. 证 明 : 如 果 a > V( 好 十 cz), 那么 


『 dg 王 2 | (a 3) } 


0 a+bcos0+csing (az 一刀 一 c) C 


@ 与 第 31, 33, 36, 38 题 的 联系 参见 Bromwich 在 Messenger of mathematics 第 XXXV 卷 所 发 
表 的 论文 . 
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其 中 的 反正 切 介 于 0 和 r 之 间 . 
39. 证 明 : 如 果 m>1 且 


二 和 
m= | sin™ ZT cosnzdz, Jmn = | sin™ z sin nzdz, 
o o 
那么 
(m+n) Tnn = sin Yn — mJm_ln-l; 
并 在 m > 2 时 将 Imn 用 Im-2,n-2 表示 出 来 . (Math. Trip. 1933) 
40. 对 不 等 式 


1 一 sin2n-lz 、1 一 sin2"z 


nl > 2n > n+l 


1 — sin2n+1 


从 0 到 2 27 积分 , 并 利用 例 LXVI 第 (10) 题 来 证 明 


2n—1 4n 
Pn-1 (+ pn) > > pn (pn — 1), 


其 中 5 
3.5…(2n 十 1) 
mr 一 2420 (Math. Trip.1924) 


41. 对 | “sinzn-16dg 求 一 个 简化 公式 , 并 推导 出 
0 


去 1 a in2n—2 
l=¢0sr+3 C087sn z+ Tan) T+rn, 
1sin3 oa 1.3.….(2n 一 3) sin2"-la 
a=sinat+3 了 > na) an-1 +Rn, 
其 中 (nD 
_3.5.…(2n—1 ,nl 
Tw “(mn 3) 下 Sin' bdb， 
以 及 
FA 3:5.(2n—1) 3 Ey 2n—1 
Rn = | rar = 34 nD (a 一 z)sin 
证 明 : ee 
1:3..:(2n—1 
Rn < 3 easin" a. (Math. Trip.1924) 
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42. 用 变量 代 换 V(I 十 z1) = (1+z2) cosg 或 者 其 他 方法 证 明 


上 和 Se (Math. Trip.1923) 


o 1+z2 V+z) 4V2 


43. 如 果 f(z) 连续 且 从 不 取 负 的 值 是 有 [ "f(z) dz = 0, 那么 对 于 z 的 介 于 


a 和 之 间 的 所 有 的 值 , 都 有 f(z) = 0. [如 果 f(z), 比方 说 , 在 z = 时 取 正 数值 
k, 那么 , 鉴于 f(z) 的 连续 性 ， 就 可 以 求 得 一 个 区 间 (5 一 6,& + 5), 使 得 在 整个 这 个 
区 间 上 都 有 f(z) > 站 成 立 ; 这 样 一 来 该 积分 的 值 就 会 大 于 6k. ] 


44. Schwarz 不 特 式 证 明 


( 「 war) ; 疾 [ gdz [ 2dz. 
[注意 到 
COd+Hap)2dz = [ Grdz + 2Xp gdr + pe 「 dz 


不 可 能 是 负 的 . 这 个 不 等 式 还 可 以 作为 Cauchy 不 等 式 (第 1 章 杂 例 第 10 题 ) 的 极 
限 情形 推导 出 来 . ] 
45. 如 果 已 (z) = Bi (EE 2)” {(z 一 Q) (8 一 2)}", 那么 忆 , (z) 是 一 个 n 


次 多 项 式 , 对 次 数 小 于 n 的 任意 一 个 多 项 式 9 (z), P, (z) 有 性 质 
「 P, (2) 0 (2)dz =0. 
[用 分 部 积分 法 积分 m 十 1 次 ， 这 里 m 是 9(z) 的 次 数 , 并 注意 gm"+D0 (z) = 0. ] 
46. 证 明 : 如 果 m 六 则 有 | Pn (z) Pa (z) dz = 0, 而 当 m =n 时 , 该 积分 


的 值 等 于 (8 - a) / (2n +1). 
47. 如 果 Q(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 它 对 次 数 小 于 n 的 任意 一 个 多 项 式 9 (z) 


具有 性 质 | Qu (z) 9(z) dz =0, 那么 Qu(z) 是 P,(z) 的 常数 信 . 
[可 以 选择 « 使 得 ,~ kP, 的 次 数 是 n 1: 这 样 就 有 
「『 Qn (Qn — kPa) dz =0, 「『 P, (Qn — kPa) dz =0, 


所 以 B 
| (Qn — kPa)* dz = 0. 
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现在 应 用 第 43 题 .] 
48. 如 果 4(z) 是 一 个 五 次 多 项 式 , 那么 
1 
六 em- 过 fa 十 8 伍 4 so (9)} 


这 里 a 和 8 是 方程 zz 一 z 十 证 =0 的 根 . (Math. Trip. 1909) 
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171. 引言 


在 第 4 章 中 我 们 说 明了 无 穷 级 数 收敛 、 发 散 以 及 振荡 的 含义 , 并 用 几 个 简单 的 
例子 对 定义 作 了 说 明 , 这 些 例子 主要 是 从 几何 级 数 


1 十 Z 十 Z2 十 … 


或 者 与 之 相关 的 其 他 级 数 导出 的 . 本 章 要 更 加 系统 地 研究 这 个 话题 , 并 证 明 若干 个 
定理 , 这 些 定理 使 我 们 能 判断 分 析 中 经 常 出 现 的 最 简单 的 级 数 何 时 收敛 . 
我 们 将 常 使 用 记号 


n 
Um 十 Um+1 十 '… 十 Un 二 > Up 
m 


而 将 无 穷 级 数 


Wt 二 Wo 
记 为 和 ww 或 者 简 记 为 开 
0 


172. 正 项 级 数 


当 所 研究 的 级 数 所 有 的 项 都 是 正 数 时 ， 级 数 收敛 性 的 理论 相对 来 说 比较 简 
单 ”“， 首 先 考虑 这 样 的 级 数 不 仅 是 因为 它们 最 容易 处 理 ， 而 且 因为 包含 负 的 项 或 
者 复 的 项 的 级 数 收敛 性 的 讨论 常常 要 依赖 于 仅 由 正 的 项 作成 的 级 数 的 类 似 的 讨论 . 

当 我 们 讨论 一 个 级 数 的 收敛 性 或 者 发 散 性 时 , 可 以 忽略 掉 任意 有 限 多 项 . 例如 ， 
当 一 个 级 数 仅 含有 有 限 多 项 负 的 值 或 者 复数 值 时 , 就 可 以 将 它们 略 去 , 并 将 接 下 来 
的 定理 应 用 到 剩 下 的 级 数 中 . 


四 到 底 是 用 ui 十 va 十 … (如 同 在 第 4 章 中 那样 ) 还 是 用 uo + ua 十 .… (如 同 这 里 所 用 的 那样 ) 来 表示 
级 数 , 是 无 关 紧要 的 . 本 章 后 面 将 要 考虑 形 如 ao + a1z + azz2 十 .的 级 数 , 对 这 种 类 型 的 级 数 来 
说 ， 后 一 种 表示 方法 显然 更 加 方便 ， 故 我 们 采用 后 一 表示 方法 作为 标准 的 记号 ， 不 过 我 们 也 并 
不 总 是 坚持 这 样 做 . 只 要 使 表达 更 加 方便 , 我们 也 假设 ul 是 级 数 的 第 一 项 例如 , 在 处 理 级 数 1 十 
十 十 … 时 ,假设 un 二 1/n 并 从 wi 开始 就 比 设 un 二 1/ (n 十 1) 并 从 uo 开始 要 更 加 方便 . 比 
方 说 , 这 个 说 明 适 用 于 例 LXVIII 第 (4) 题 . 

@ 在 这 里 以 及 后 面 ,“ 正 的 ”被 视 为 包括 专 在 内 . 
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173. 正 项 级 数 ( 续 ) 


值得 复述 第 77 节 中 建立 的 如 下 诸 基本 定理 . 
A. 正 项 级 数 必定 收 伊 或 者 发 散 于 oo, 而 不 可 能 振荡 . 
B. 届 ww 收敛 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 : 存在 一 个 数 KK， 使 得 对 所 有 n 的 值 
都 有 
Uo 十 "… 十 Un < 人 K. 


C， 比较 定理 . 如 果 吏 un 收敛, 且 对 所 有 n 的 值 都 有 vn < un, 则 于 tn 也 收 
化 , 且 有 开 v < 开 Un. 更 一 般 地 ,如果 vn < Kun, 这 里 KK 是 一 个 常数 ,那么 vn 
也 收 和 化, 且 有 开 vn < 玉 末 un. 又 如 果 汀 un 发 散 , 且 vn > Kun(K 是 一 个 正 数 )， 
那么 vn 发 散 . 

此 外 , 在 用 其 中 的 某 个 判别 法 来 判断 并 ww 的 收敛 性 或 者 发 散 性 时 , 只 要 知道 
该 判别 法 对 于 充分 大 的 mn 的 值 , 也 即 对 于 大 于 一 个 确定 的 数 no 的 所 有 的 n 的 值 满 
足 就 够 了 . 不 过 , 在 这 种 情形 下 , 结论 汀 vn < 天 并 当然 未 必 成 立 ， 

此 定理 的 一 个 特别 有 用 的 情形 如 下 . 

D. 如 果 和 tn 收敛 (发 散 ), 且 un/vn 当 半 一 oo 时 趋向 一 个 异 于 零 的 极限 , 那 
么 可 vn 也 收效 (发 散 ). 


174. 这 些 判 别 法 的 首 批 应 用 


我 们 关于 任意 特殊 的 级 数 所 证 明 的 最 重要 的 定理 是 : 级 数 污 r" 当 7 < 1 时 收 
全 ,而 当 " > 1 时 发 散 ?. 很 自然 地 , 在 定理 C 中 取 wn = 7", 就 得 到 

(1) 如 果 对 所 有 充分 大 的 n 的 值 都 有 vn < Kr", 其 中 7 < 1, 那么 级 数 vn 
收敛 . 

当天 = 1 时 , 条 件 可 以 写成 wu” < r， 这 样 就 得 到 所 谓 的 正 项 级 数 收敛 性 
的 Cauchy 判别 法 . 

(2) 如 果 对 所 有 充分 大 的 n 的 值 都 有 w/”< 7, 其 中 r < 1, 那么 级 数 wm 收 
伍 . 

另 一 方面 有 

(3) 如 果 对 无 穷 多 个 n 的 值 都 有 w/” > 1, 那么 级 数 于 vn 发散. 

这 是 很 显然 的 , 因为 内 人” > 1 蕴含 了 vn > 1. 


175. 比值 判别 法 


还 有 一 些 很 有 用 的 判别 法 , 它们 与 级 数 的 相 邻 两 项 的 比值 vn+1/vn 有 关 . 在 这 
些 判别 法 中 必须 假设 ws 和 严格 地 取 正 的 值 . 


@ 本 章 中 r 始终 是 正 数 , 在 更 广 的 意义 上 它 还 包括 零 . 
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假设 ww > 0,vn > 0, 且 对 充分 大 的 n, 比方 说 对 n> no 有 


v, u 
Vn < Wnt. (1) 
Un Un 


那么 
， 4 v 
vn = Vnotl Vnot2 .Vn vno < Unotl Unot2 ,Un Vs = ss 
Vno Uno+l Vn—1 Uno Unotl Un—l Uno 
所 以 wv < Kun, 其 中 K 与 n 无 关 . 类 似 地 , 对 n>no 有 
v, ui 

Pi 十 1 > tl (2) 
Un Un 


即 蕴 含 对 于 某 个 正 数 K 有 ww > Ka 从 而 有 

(4) 如 果 (1) 对 充分 大 的 n 为 真 , 且 也 un 收 化 ,那么 un 收 仇 . 

(5) 如 果 (2) 对 充分 大 的 n 为 真 , 且 un 发 散 , 那么 汀 vn 发 散 . 

在 定理 (4) 中 取 ww = rn", 就 得 到 

(6) 如 果 对 充分 大 的 nn 有 wn+li/un <T, 其 中 <1 则 级 数 洒 vn 收敛. 

此 判别 法 称 为 d'Alembert 判别 法 (d'Alembert’s test). 相应 的 发 散 判别 法 “如 果 
对 充分 大 的 有 vn+1/vn > m 其 中 > > 1, 则 级 数 汇 v 发 散 .” 是 平凡 的 . 

以 后 将 会 看 到 , 从 理论 上 讲 , d'Alembert 判别 法 要 弱 于 Cauchy 判别 法 , 其 含义 
在 于 : 凡是 d'Alembert 判别 法 可 以 应 用 的 时 候 Cauchy 判别 法 也 总 可 以 应 用 , 而 且 
当 d'Alembert 判别 法 不 能 应 用 的 时 候 Cauchy 判别 法 也 常 可 以 应 用 . 例如 见 下 面 
例 LXVHI 的 第 (9) 题 , 对 于 形 如 0+ 了 +0+ 了 十 0+ 三 十 … 的 “ 非 正规 的 ” 级 数 ， 
比值 判别 法 失效 . 但 是 无 论 如 何 , d'Alembert 判别 法 实际 上 是 非常 有 用 的 , 这 是 因 
为 当 ww 是 一 个 复杂 的 函数 时 , w+i/un 常常 要 简单 得 多 , 从 而 容易 加 以 处 理 . 

当 n 一 oo 时 ,，wn+i/un 或 者 ”有 了 时 会 趋向 一 个 极限 ?， 当 这 个 极限 小 于 1 
时 , 显然 上 面 定理 (2) 或 者 定理 (6) 的 条 件 满足 . 从 而 就 有 

(7) 如 果 当 n 一 co 时 ol ”或 者 vn+1/vn 趋向 一 个 小 于 工 的 极 腿 , 那么 开 加 
收 伍 . 
几乎 显然 的 是 , 如 果 两 个 函数 中 有 一 个 函数 趋向 一 个 大 于 1 的 极限 , 那么 并 ww 
发 散 . 我 们 把 这 个 结论 的 正式 的 证 明 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 但 是 当 vw” 或 者 
un+l/un 趋向 1 时 , 这 些 判别 法 将 失效 ， 当 w/” 或 者 w+a/un 以 这 样 一 种 方式 
振荡 时 , 这 些 判别 法 同样 失效 : 尽管 它们 总 是 小 于 1, 但 却 对 无 穷 多 个 n 的 值 无 限 
接近 于 1; 与 w+a/on 有 关 的 判别 法 也 是 在 当 这 个 比值 振荡 , 有 时 小 于 1 而 有 时 又 


中 在 第 9 章 里 ( 例 LXXXVII 第 (36) 题 ) 将 要 证 明 : 只 要 wa+i/un 一 1, 就 有 ua 人” 一 上 当 为 奇 
数 时 取 vn = 1, 当 n 为 偶数 时 取 vn = 2 就 可 以 看 出 其 递 不 真 . 
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大 于 1 时 失效 . 当 好 /” 有 如 此 性 状 时 , 定理 (3) 就 足以 证 明 这 个 级 数 的 发 散 性 . 不 
过 显然 , 还 有 相当 多 的 情形 需要 更 精细 的 判别 法 . 

例 LXVIII 

(1) 对 级 数 于 mn*r" 应 用 Cauchy 和 d'Alembert 的 判别 法 (如 同 在 上 面 (7) 中 
指出 的 形式 ), 其 中 上 是 一 个 正 整 数 . 


[这 里 有 
var (Ge 


vn n 


d'Alembert 判别 法 表明 , 此 级 数 当 7 < 1 时 收敛 , 而 当 > > 1 时 发 散 . 当 7 = 1 时 判 
别 法 失效 ; 不 过 此 时 该 级 数 显然 是 发 散 的 . 由 于 limma/" = 1( 例 XXVII 第 (11) 题 )， 
Cauchy 判别 法 得 到 同样 的 结论 . ] 

(2) 考虑 级 数 并 (4nk + Bn*-! 十 … 十 KK)r*，[ 可 以 假设 4 是 正 的 ， 如 果 用 
P(n) 来 记 rn 的 系数 , 则 有 P(n) ~ An*, 又 根据 第 173 节 D 可 知 ， 此 级 数 与 
Dntr™ 竹 状 和 倍 : ] 元 
(3) 考虑 人 OORTT (4>0a>0)， 
[此 级 数 与 并 mk-2r7 性 状 相似 .> = 1,K < 1 的 情形 需要 作 进 一 步 的 研究 . ] 
(4) 我 们 已 经 看 到 了 (第 4 章 杂 例 第 25 题 ) 级 数 

1 
i 1)" Dr 


是 收敛 的 . 证 明 : Cauchy 和 d'Alembert 的 判别 法 对 它们 都 失效 ，[ 因 为 lim uy” = 
lim (un+1/un) = 1.] 

(5) 证 明 : 级 数 于 mn-?(p 是 一 个 不 小 于 2 的 整数 ) 收敛 ，[ 因 为 n(n +1)… 
(np 一 1) ~ nz, 故而 由 第 (4) 题 中 所 研究 的 级 数 的 收敛 性 得 出 结论 . 在 第 77 节 
(7) 中 证 明了 , 如 果 p = 1, 该 级 数 发 散 , 而 当 p < 0 时 它 显然 是 发 散 的 . ] 

(6) 证 明 : 如 果 7+ = 1,71> 上 十 1, 则 第 (3) 题 中 的 级 数 收敛 , 而 当 7+ = 1,1< 十 1 
时 它 发 散 . 

(7) 如 果 mn 是 正 整 数 , 且 ran+i > mn, 那么 级 数 并 rm* 当 r < 1 时 收敛 , 而 
当 r > 1 时 发 散 . 例如 , 级 数 1 二 r+ 十 7 十 7? 十:… 当 7+ <1 时 收 合 , 当 r > 1 时 发 散 . 

(8) 计算 级 数 1 + 2r + 2r4 十 .… 的 和 当 r = 0.1 时 精确 到 小 数 点 后 24 位 的 
值 以 及 当 > = 0.9 时 精确 到 小 数 点 后 2 位 的 值 . [如 果 > = 0.1, 则 前 5 项 就 给 出 和 
1.200 200 002 000 000 2, 其 误差 为 


2r25 十 2r36 十 … < 2r25 十 2r36 十 2r47 +. 一 2r725/ (1 — 7) < 3.10-25. 


如 果 ” = 0.9, 则 前 8 项 就 给 出 和 5.458.…, 其 误差 小 于 2r84/ (1 一 r27) < 0.003. ] 
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(9) 如 果 0 < a < 6b<1, 则 级 数 a 二 5 十 2 十 可 十 十.… 收敛 . 证 明 : Cauchy 判 
别 法 对 此 级 数 适用 , 但 d'Alembert 判别 法 失效 . [因为 von /v2n = (ba 一 oo， 
vont2/van+1 = b (a/b)™t? 一 0. J 


(10) 对 所 有 的 ", 级 数 be 1 和 号 去 ” 都 收敛 , 而 级 数 Zn 和 nmr? 除了 


r= 二 0 之 外 , 对 所 有 的 都 发 艇 ” (Math. Trip. 1935, 1936) 
GD 级 数 史 (二 开 )】 和 导 { 二 时下 当 r < 1 时 收 化, 而 当 r > 1 时 发 
散 . [ 当 > = 1 时 利用 第 73 节 以 及 第 77 节 的 名, ] (Math. Trip. 1927, 1928) 


(12) 如 果 江 wun 收敛 , 那么 开刀 
(13) 如 果 学 如 收敛 , 那么 并 nlun 世族 裔 [因为 2 如 十 n-2, 而 


光 n? 收敛. ] i 


3 1 
二 包 
(14) 证 明 : 1+ 误 + 站 +… = 了 (1+ 直 十 弄 十 … 上 以 及 
WE ee 二 从， 于 也 
十 殉 十 蓝 十 更 十 而 十 元 十 现 二 一天 人 + 歼 十 刺 


为 证 明 第 一 个 结论 , 注意 到 根据 第 77 节 定 理 (8), (6) 和 (4) 有 


让 1 LI 
+t tm)+tlst+a)+.… 
1 
=1+ 下 + 站 +…+ 吉 (1+ 机 + 训 +…)] 


(15) 用 归 廖 法 证 明 守 m-: 发 散 . [如 果 级 数 收敛 , 根据 在 第 (14) 题 中 所 用 的 推 
理 方法 就 应 该 有 


1 二 和 
2 3 本 3 5 2 2 3 ” 
也 就 有 
i 
时 3 5 ’ 


这 是 不 可 能 的 , 因为 第 一 个 级 数 的 每 一 项 都 小 于 第 二 个 级 数 对 应 的 项 . ] 
176. 一 个 重要 定理 


在 进一步 着 手 研究 收敛 以 及 发 散 的 判别 法 之 前 , 我 们 要 证 明 一 个 重要 的 关于 正 
项 级 数 的 一 般 性 的 定理 
Dirichlet 定理 "， 无 论 如 何 安排 级 数 的 项 的 次 序 , 正 项 级 数 的 和 都 是 相同 的 . 


oo 这 个 定理 似乎 首先 是 由 Dirichlet 在 1837 年 明确 地 加 以 陈述 的 . 组 庸 置疑 的 是 , 有 人 更 早 就 已 经 知 
道 这 个 结论 , 特别 是 Cauchy. 
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此 定理 断言 : 如 果 给 定 一 个 收敛 的 正 项 级 数 uo + wa + wz 十 …, 并 用 同样 的 项 
按照 任意 一 种 新 的 次 序 作成 任意 一 个 级 数 


1 十 Wi 十 12 十 …， 


那么 第 二 个 级 数 是 收敛 的 , 且 与 第 一 个 级 数 有 同样 的 和 . 当然 , 一 定 不 要 漏 掉 任何 

一 项 : 每 一 个 * 都 必须 在 诸 v 中 的 某 一 处 出 现 , 且 反 之 亦 然 . 
定理 的 证 明 极 其 简单 . 设 s 是 诸 v 作成 的 级 数 之 和 . 则 从 中 选 出 任意 多 项 作成 

的 和 都 不 大 于 s. 而 每 个 v 都 是 一 个 u, 于 是 , 从 诸 v 作成 的 级 数 中 选取 的 任意 多 

项 " 作成 的 和 也 都 不 大 于 s. 故而 汇 v 收敛 , 且 它 的 和 + 上 不 大 于 s. 但 是 可 以 用 完 

全 同样 的 方式 证 明 s < t. 从 而 s = 

177. 正 项 级 数 的 乘法 


Dirichlet 定理 的 一 个 直接 推论 是 下 面 的 定理 : 如 果 uo 十 十 U2 十 … 和 wo 十 
ul 十 好 十 … 是 两 个 收 化 的 正 项 级 数 , 且 s 和 t+ 是 各 自 的 和 , 那么 级 数 


Uovo + (uivo + Uov1) + (U2vo + uiv1 + Uov2) + 


收敛 , 且 其 和 为 st. 
把 所 有 可 能 的 成 对 元 素 的 乘积 umvn 排列 成 双重 数列 的 形式 
wh] um| ww| wm 
wh am wm| wm 


ti。 上 um nu 


人 


可 以 用 各 种 不 同 的 方法 把 这 些 项 重新 排列 成 一 个 单一 无 穷 级 数 的 形式 ， 其 中 有 如 
下 几 种 表示 方式 . 

(1) 首先 从 满足 m 十 n = 0 的 单独 一 项 uovo 开始 ; 然后 取 满 足 m 十 n = 1 的 两 
项 wuivo,uov1; 再 取 满 足 m 十 n= 2 的 三 项 wzvo,uiv1, uov2; 如 此 等 等 . 这 样 就 得 到 
定理 中 的 级 数 


Uovo + (U1v0 + Uov1) + (U2vo + U1v1 + Uov2) 十 … . 


(2) 从 两 个 下 标 都 为 零 的 单独 一 项 wovo 开始 , 然后 取 wivo,wiv1, uovl 这 几 项 ， 
它们 的 下 标 中 都 含有 1, 但 没有 更 大 的 下 标 ; 接着 再 取 wavo, uavl, zuwz,tatva,uov2 这 
几 项 , 它们 的 下 标 中 都 含有 2, 但 没有 更 大 的 下 标 ; 如 此 等 等 . 这 样 做 出 的 每 组 项 的 
和 分 别 等 于 

Uovo， (to 二 1) (oo 十 轨 ) — Uovo, 
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(wo + 二 U2) (vo+ vit+ v2) 一 (uo 二 ta)(oo 二 加) ， 
且 前 面 n +1 组 数 的 和 是 
(uo 十 和 十 … 十 tn)(uo 十 十 十 wm)， 


当 n 一 co 时 它 趋向 st. 当 这 个 级 数 的 和 是 以 这 样 一 种 方式 形成 的 时 候 , 它 的 前 面 
1 组 、 前 面 2 组、 前面 3 组 .……: 元 素 的 和 包含 了 上 面 所 画 的 双重 数列 图 表 中 所 
指出 的 第 1 个、 第 2 个 、 第 3 个 …… 长 方形 中 所 有 的 项 . 

按照 第 二 种 方式 所 形成 的 级 数 的 和 是 st. 但 是 第 一 个 级 数 ( 当 把 括号 去 掉 时 ) 
是 第 二 个 级 数 的 重新 排列 ; 于 是 根据 Dirichlet 定理 , 它 也 收敛 于 和 st. 定理 得 证 . 

例 LXIX 

(1) 验证 : 如 果 + < 1, 则 有 


1 二 十 T 十 7 二 7 十 雹 二 二 1 十 克 二 72 十 克 十 77 十 二 1/ (1 一 7). 


(2)? 如 果 级 数 uo + w + … 和 vo 十 十.… 中 有 一 个 是 发 散 的 , 那么 级 数 
Uovo 十 (Wivo 十 UoW1) 十 (U2vo 十 Uiv1 十 Uov2) 十 … 也 发 散 , 除非 是 在 级 数 的 每 一 项 都 
为 零 这 一 平凡 的 情形 才 可 能 收敛. 

(3) 如 果 级 数 wo 十 wi 十 … ,ao 十 由 十 :… ,wo 十 wi 十:… 收敛 于 和 ms 加 那么 级 
数 半 Xk 收 化 于 和 rst, 其 中 Ak = 于 wmnwnuwp, 且 求 和 取 遍 所 有 满足 mn+p 二 
的 m,n,p 的 值 组 成 的 数组 . 

(4 如 果 于 wm 和 于 mn 收 伍 于 和 s 和 ,那么 级 数 并 ww 收 化 于 和 st, 其 中 
Wn = 站 uvm, 求 和 取 遍 所 有 满足 Im = n 的 数 对 1,m. 


178. 进一步 的 收敛 与 发 散 判别 法 


第 175 节 中 的 例子 足以 说 明 : 存在 简单 且 有 意义 的 正 项 级 数 , 对 它们 不 可 能 用 
第 174 节 与 第 175 节 中 的 一 般 性 的 判别 法 加 以 处 理 . 事实 上 , 如 果 考 虑 当 n -oo 
时 wunt1/un 趋向 一 个 极限 的 简单 类 型 的 级 数 , 一 般 来 说 , 当 这 个 极限 是 1 时 , 第 174 
节 与 第 175 节 中 的 判别 法 就 失效 了 . 例如 , 在 例 LXVIII 第 (5) 题 中 , 这 些 判 别 法 失 
效 , 我 们 不 得 不 利用 一 个 特殊 的 方法 , 该 方法 之 本 质 在 于 利用 例 LXVIII 第 (4) 题 
中 的 级 数 取代 几何 级 数 作为 比较 级 数 . 

事实 上 , 几何 级 数 (第 174 节 与 第 175 节 中 的 判别 法 都 是 与 它 比 较 而 得 到 的 ) 不 仅 是 收敛 
的 , 而 且 收 敛 得 很 快 . 通过 与 它 比较 所 得 到 的 判别 法 自然 也 就 十 分 粗粮 , 而 我 们 常常 需要 精细 得 
多 的 判别 法 . 

在 例 LXVII 第 (7) 题 中 我 们 证 明了 当 n 一 oo 时 , 只 要 < 1, 则 无 论 对 大 的 任何 值 都 有 
nkr” 一 0; 在 例 LXVIIT 第 (1) 题 中 我 们 证 明 的 比 这 更 多 . 也 即 证 明了 级 数 ntrn 是 收敛 


@ 在 第 2~4 题 中 , 所 考虑 的 级 数 当然 都 是 正 项 级 数 . 
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的 . 由 此 推出 : 当 7 < 工时 , 数列 7,72,73,… ,rn … 要 比 数列 1 一 5, 2- 3 一 


更 快 地 趋向 零 . 
如 果 7 比 1 大 得 不 太 多 且 大 很 大 , 这 初 看 起 来 有 些 自 相 矛 盾 . 例如 , 两 个 数列 
2 1 1 
3'927’  ’ 4096'531441’” 


它们 的 通 项 是 3 “和 mn-12, 第 二 个 数列 初 看 起 来 减少 得 要 快 得 多 . 但 是 , 只 要 在 
数列 中 走 得 足够 远 , 就 会 发 现 第 一 个 数列 的 项 要 小 得 多 . 例如 


-EY <. 


然而 


1 000-12 = 10-36; 
所 以 第 一 个 数列 的 第 1 000 项 要 小 于 第 二 个 数列 的 对 应 的 项 的 10130 分 之 一 从 而 
级 数 并 人 要 比 级 数 -1? 收敛 得 快 得 多 , 而 即便 是 这 个 级 数 并 nm-12 也 要 比 


级 数 半 m- 如 收敛 得 快 得 多 . 

有 两 个 判别 法 ,Maclaurin( 也 称 为 Cauchy) 积 分 判别 法 (Maclaurin's or Cauchy’s 
integral test) 以 及 Cauchy 并 项 判别 法 (Cauchy's condensation test), 这 些 判 别 法 在 
第 174 节 与 第 175 节 中 的 判别 法 失效 时 特别 有 用 . 在 这 些 判 别 法 中 我 们 对 un 做 了 
一 个 额外 的 假设 , 也 即 假设 它 在 ” 增加 时 递减 . 许多 重要 的 级 数 都 满足 这 个 条 件 . 

在 着 手 讨 论 这 两 个 判别 法 之 前 ， 我们 来 证 明 一 个 简单 然而 有 用 的 定理 , 称 之 
为 Abel 定理 ”. 它 是 对 于 这 种 特殊 类 型 的 级 数 收敛 的 一 个 必要 条 件 . 

179. Abel( 或 者 Pringsheim) 定理 


如 果 un 是 一 个 正 项 且 项 为 递减 的 收 伍 级 数 , 那么 limnun = 0. 
因为 wn+l + un+2 十 … 一 0, 当然 就 有 


an+1 十 un+2 十 … 十 Wan 一 0， 


而 它 的 左边 至 少 是 nwzn. 从 而 2matzn = 2 (natzn)] 一 0. 又 有 
2n+1 
2n 


@ 取 5 项 就 足以 对 工 m 12 的 和 给 出 小 数 点 后 7 位 正确 的 值 ， 而 要 对 于 n-? 给 出 同样 
好 的 近似 值 则 需要 计算 差不多 10 000 000 项 . 本 章 大 量 的 数值 结果 可 以 在 作者 的 小 册子 “Orders 
of infinity” (Cambridge math. tracts, No. 12) 的 附录 (由 J. Jackson 先生 编撰) 中 找到 . 

回 这 个 定理 是 由 Abel 发 现 的 , 但 被 人 们 遗忘 了 , 后 来 又 被 Pringsheim 重新 发 现 . 


(2m 十 1) uan+i < 


2nu2n 一 0, 
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于 是 有 mun 一 0. 
例 LXX 
(1) 利用 Abel 定理 证 明 : 汗 n-! 和 江 (an ++5) ! 都 发 散 . [这 里 有 nus 一 1 以 
及 mm 一 1/a.] 
(2) 证 明 : 如 果 去 掉 wu 当 n 增加 时 递减 的 条 件 , 则 Abel 定理 不 成 立 . [级 数 
下 二 ,和 
到 +4+ 融 + 站 + 元 二 更 二 9 二 1 十 
(其 中 un = 1/n 或 者 1/n2, 根据 n 是 否 是 完全 平方 数 而 定 ) 是 收敛 的 , 这 是 因为 它 
可 以 重新 排列 成 如 下 形式 
下 ( 


1 
1 世人 


丈 二 芳 二 页 十 五 十 元 十 吏 十 105 十 5 


而 其 中 每 一 个 级 数 都 是 收敛 的 ， 但 由 于 当 n 是 完全 平方 数 时 有 nu。 = 1, 于 是 
man 一 0 不 成 立 . ] 

(3) Abel 定理 之 逆 命题 不 真 , 也 就 是 说 , 如 果 当 增加 时 ww 递减 , 且 lim nu,, = 
0, 那么 半 zn 收敛 这 一 结论 不 成 立 . 

i 了 1, 并 用 1 乘 它 ne 项 ,用 = 3 乘 它 的 第 二 项 , 用 = 3 乘 它 接 下 来 
的 两 项 , 用 2 科 再 接 下 来 的 四 项 , 用 对接 下 来 的 作 项 如 此 下 去 将 这 样 形成 
的 新 级 数 中 每 个 括号 中 的 项 合 在 一 起 作为 一 一 项 , 就 得 到 


1+33+ lp ss 
23t3\3ra)/ ta te tts 


这 个 级 数 是 发 散 的 , 这 是 因为 它 的 项 大 于 


1 下 让 二 
vy 


下 1 1 
2 33 3+3 4+34 
的 项 满足 nun 一 0 这 一 条 件 . 事实 上 , 当 2"-2 <n 和 2*-1 时 有 nu = 1/v, 且 当 
n 一 00 时 有 wv 一 o0.] 
180. Maclaurin( 或 者 Cauchy) 积分 判别 法 了 
如 果 当 n 增加 时 ww 递减 , 可 以 记 w, = p(n), 并 假设 $(n) 是 连续 变量 zx 的 
一 个 连续 且 递 减 的 函数 %(z) 在 z = n 时 所 取 的 值 . 那么 , 如 果 ”> 是 任意 的 一 个 正 


@ 这 个 判别 法 是 由 Maclaurin 发 现 的 , 并 为 Cauchy 重新 发 现 , 且 此 判别 法 常 被 归属 于 Cauchy. 
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整数 , 则 当 v 一 1< z <v 时 有 
plv—1)>9(7)>9(). 
设 Vv Vv 
w=0(v-D)-| sdz=| {9 D6} dn, 
9 


所 以 
0<w < bl)- 90). 
这 样 苇 v 就 是 一 个 正 项 级 数 , 且 
vat+vat+. +vn < $(1)—$(n) < $(1). 
从 而 车 ww 是 收敛 的 , 所 以 , 当 ni 一 ce 时 ,va 十 v3 十 … 十 vn, 也 就 是 


a (z) 一 「 p(T) dz 


趋向 一 个 正 的 极限 , 这 个 极限 不 超过 $ (1). 
记 


下 
sa =| sdz 
所 以 旬 (8) 是 的 连续 且 递 增 的 函数 . 这 样 , 当 n 一 oo 时 ， 
Wi 十 U2 十 十 Un-1 一 思 (n) 
趋向 一 个 正 的 极限 , 且 此 极限 不 大 于 4(1)， 从 而 嘻 忆 是 收敛 还 是 发 散 , 要 根据 当 
nn 00 时 唱 (n) 是 趋向 一 个 极限 还 是 趋向 无 穷 来 决定 . 由 于 加 (n) 是 递增 的 , 故而 
这 样 一 来 , 并 ww 是 收敛 还 是 发 散 , 则 要 根据 当 上 一 oo 时 (6) 是 趋向 一 个 极限 还 


是 趋向 无 穷 来 决定 . 于 是 , 如 果 %(z7) 是 工 的 一 个 正 的 函数 , 且 对 大 于 1 的 所 有 丧 
的 值 均 连 续 , 又 当 z 增加 时 (TZ) 递减 , 那么 级 数 


(D+6(2) + 
收 化 或 者 发 散 , 要 根据 。 

sa =| sad 
当 & 一 co 时 是 趋向 一 个 极限 ! 还 是 不 趋向 极限 而 确定 ; 在 第 一 种 情形 , 级 数 之 和 


不 大 于 $(1) 十 

事实 上 这 个 和 必定 小 于 $5 (1) 十 1. 因为 根据 第 165 节 的 (6) 以 及 第 7 章 杂 例 第 43 题 可 
以 推出 : 除非 在 整个 区 间 (> 一 1,v) 中 有 9 (7z) = 9 (v), 否则 就 有 ww < $v 一 1) 一 上 $(v); 
而 这 不 可 能 对 所 有 v 的 值 为 真 . 
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181. 级 数 Dn 
积分 判别 法 的 最 为 重要 的 应 用 是 应 用 于 级 数 


1 十 2 十 3 一 十 … 十 和 二 


其 中 s 是 任意 一 个 有 理 数 . 我 们 已 经 看 到 (第 77 节 、 例 LXVIII 第 (15) 题 以 及 例 
LXX 第 (1) 题 ), 当 s = 1 时 该 级 数 是 发 散 的 . 

如 果 s < 0, 则 显然 该 级 数 是 发 散 的 . 如 果 s > 0, 则 当 n 增加 时 w 递减 , 故 可 
以 应 用 积分 判别 法 . 这 里 有 


除非 s = 1. 如 果 s > 1, 则 当 & 一 oo 时 有 6 一 0, 且 有 
5 一 = 

这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 又 如 果 s < 1, 则 当 一 co 时 有 &1-* 一 co, 故 有 
更 (5) 一 oo. 从 而 级 数 于 n-， 当 s > 1 时 收 化 , 当 s < 1 时 发 散 , 且 在 第 一 种 情形 其 
和 小 于 3/ (s 一 1). 

当然 , 将 它 与 发 散 的 级 数 并 mn-: 相 比较 , 可 以 证 明 该 级 数 当 s < 1 时 是 发 散 的 . 

不 过 有 意思 的 是 观察 积分 判别 法 如 何 用 到 级 数 汀 n-! 上 去 , 这 时 前 面 的 分 析 
方法 不 起 作用 . 在 此 情形 

. 
sg=| 昱 


1 并 


容易 看 出 当 《 一 co 时 有 更 (5) 一 ce. 因为 如 果 > 2", 就 有 


2” dd 2 d 4 d 22 
v0) >| -| z+| +. | de 
工作 17 Jaz 2n-1 I 


令 z = 2ru, 就 得 到 
2 dr Pdu 
上 和 -和 
2 
所 Da) >n| 至 ,这 表明 当 -co 时 有 (6) -oo. 
1 


例 LXXI 

(1) 用 与 上 面 类 似 的 方法 , 不 进行 积分 来 证 明 : &(€) = 至 与 一 起 趋向 无 
穷 , 其 中 。< 1 ， 

(2) 级 数 沁 n-?, 沁 n 习 ,mn- 茹 是 收敛 的 , 且 它们 的 和 分 别 不 大 于 2, 3, 11. 级 
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数 洒 n-3, 开 n- 半 是 发 散 的 . 

(8) 级 数 >， 二 (其 中 > 0) 收敛 或 者 发 散 , 要 根据 + > 1+s 或 者 {< 1+s 而 
确定 . [与 学 n*-* 比较 . ] 

(4) 讨论 级 数 


Qn + Q27252 十 …… 十 QKTLSK 
的 敛 散 性 , 其 中 所 有 字母 都 表示 正 数 , 上 且 诸 s 以 及 诸 t 是 有 理 数 , 并 按照 递减 次 序 
排列 . 
(5) 证 明 : 如 果 m > 0, 则 


1 1 1 m+1 


+ 十 < 
mm (m+l)? (m+2) m2 
(6) 证 明 
7 
mt 2 a 
(7) 证 明 
2 (Math. Trip. 1909) 
5 Him < 2a™ ath. Trip. 
(8) 证 明 


和 和 
2 -2< 一 + 天 +…+- 天 <2VT 一 1. 
Mi vi vi Vi Vn 


1 1 二 
了 < +3D+TRS+…<5+Dl 
(Math. Trip. 1911) 
(9) 如 果 5 (n) 一 1 > 1, 则 级 数 > nm 是 收敛 的 . 如 果 b(n) 一 1 < 1, 则 它 
是 发 散 的 . 
(10) 证 明 : 如 果 a> 0,5>0 且 0<s<1 那么 


(a+nb)!s 


vn)= Ra Ct ehh a er 


当 n 一 co 时 趋向 一 个 极限 4 又 证 明 y(n) 一 几 (n 一 1) = O (n-s-!), 并 推导 出 
p(n) = A+O(n-s). (Math. Trip. 1926) 
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182. Cauchy 并 项 判别 法 
第 178 节 中 所 提 及 的 两 个 判别 法 中 的 第 二 个 叙述 如 下 ; 如 果 wn = g(n) 是 n 
的 递减 函数 , 那么 级 数 并 (n) 是 收 伍 还 是 发 散 , 要 根据 2" (2") 是 收敛 还 是 发 
散 来 决定 . 
可 以 用 对 特殊 的 级 数 并 nm-:!( 第 77 节 ) 所 用 过 的 论证 方法 来 证 明 这 个 结论 . 首 
先 有 
$(3)+9(4) > 20(4), 


由 (5) 十 由 (6) +9(7) +0(8) > 49(8), 


四 (2m 十 1) 十 四 (2 十 2) 十:… 十 四 (2"+) > 2"9 (2"+). 
如 果 于 2 (2") 发 散 , 则 并 2"+14 (2"+1) 和 并 2"g (2"+1) 亦 发 散 , 这 样 刚刚 得 到 


的 诸 不 等 式 表 明 于 d(n) 也 发 散 . 
另 一 方面 有 


$2)+9(3) < 2 的 (2) ， $4)+9(5)+9(6) +9(7) < 40(4), 


等 等 ; 由 这 组 不 等 式 推出 : 如 果 并 2"g (2") 收敛 , 那么 省 $(n) 也 收敛 , 从 而 定理 
得 证 . 

对 当前 的 目的 来 说 , 这 个 判别 法 的 应 用 范围 与 积分 判别 法 的 应 用 范围 是 相同 
的 . 它 使 得 我 们 可 以 同样 轻而易举 地 讨论 级 数 于 mn-*. 因为 于 mw 收敛 还 是 发 散 ， 
要 根据 并 2"2-"* 收敛 还 是 发 散 来 决定 , 也 就 是 根据 s > 1 还 是 s < 1 来 决定 . 

例 LXXII 

(1) 证 明 : 如 果 a 是 任何 一 个 大 于 1 的 正 整数 , 那么 4 (mn) 收敛 还 是 发 散 , 要 
根据 于 a"6 (on) 收敛 还 是 发 散 来 决定 . [利用 与 上 面 同样 的 论证 方法 , 依次 将 a 个 
项 、a2 个 项 、a3 个 项 .…… 组 合 在 一 起 . ] 

(2) 如 果 并 2n"g (2") 收敛 , 那么 lim2"6 (2") = 0. 这 样 就 推导 出 第 179 节 的 
Abel 定理 . 
183. 进一步 的 比值 判别 法 


如 果 un = mw-*, 那么 根据 Taylor 定理 有 


i —s-2 
mi (i141) 1 s+s0-D (149 
Un n n 2n2 n 


其 中 0<9<1, 所 以 
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现在 假设 1-2+0( 直 )- ” 


vn 
如 果 a > 1, 可 以 选择 s, 使 得 1 < s < a, 这 样 对 充分 大 的 n 就 有 w+li/wn < 
unt1/un. 但 是 于 us 收敛 , 于 是 根据 第 175 节 的 (4) 得 知 蕊 w 收敛 . 类 似 地 , 如 
果 a < 1, 就 能 选取 s, 使 得 a < s < 1, 通过 与 发 散 级 数 并 un 比较 来 证 明 守 w 发 
散 . 由 此 推出 , 如 果 vn 满足 (1), 那么 六 tn 当 a > 1 时 收敛 , 而 当 a < 1 时 发 散 . 我 
们 要 把 a = 1 的 情形 留待 下 一 章 来 解决 ( 例 XC 第 (5) 题 ). 
类 似 地 可 以 证 明 : 如 果 (1) 对 满足 0 < s < a 的 任何 正 数 a 为 真 , 那么 ww < 
Kn-s, 所 以 ww 一 0. 
特别 地 , 我 们 来 考虑 “ 超 几 何 的 ”级 数 
a. Qa:(at+1):8(8+1 
开征， (2) 
其 中 a, 5,7 是 实数 , 且 它们 之 中 没有 任何 一 个 数 是 零 或 者 负 整 数 , 于 是 该 级 数 的 项 
最 终 都 有 固定 的 符号 , 且 


Vn+1 Et 1 +o( 坟 ). 


vn (I+n OO+n) n n2 


于 是 级 数 (2) 当 Y > a +B 时 收敛 , 当 ?7Y < e+ 有 时 发 散 . 特别 地 , 级 数 
n n(n+l1) 
i 
当 m< 0 时 收敛 , 而 当 n > 0 时 发 散 . 并 且 当 yY>a+B 一 1 时 有 vw 一 0. 
184. 无 穷 积 分 
第 180 节 的 积分 判别 法 表明 : 如 果 %(z) 是 的 正 的 减 函数 , 那么 级 数 5 9 (n) 
收敛 还 是 发 散 , 要 根据 积分 函数 8 (z) 当 z 一 co 时 趋向 极限 还 是 不 趋向 极限 来 确 
定 . 假设 它 的 确 趋向 一 个 极限 , 且 


于 六 


二 | 9(t) dt=1. 
那么 我 们 就 称 积分 A 
| $(t) dt 


是 收敛 的 , 且 有 值 i; 我 们 将 此 积分 称 为 无 穷 积 分 (infinite integral). 
到 目前 为 止 我 们 假设 $(t) 是 正 的 减 函 数 . 但 将 定义 推广 到 其 他 的 情形 也 是 很 
自然 的 . 上 面 假设 积分 下 限 为 1 并 没有 任何 特别 的 意义 . 相应 地 给 出 如 下 的 定义 . 
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如 果 $(t) 对 于 上 >a 是 t 的 连续 函数 , 且 
lm sodu= 


那么 就 称 无 穷 积分 
| vat (1) 


是 收敛 的 ， 且 其 值 为 1. 
通常 的 积分 , 如 同 在 第 7 章 中 所 定义 的 那样 , 是 介 于 积分 限 和 4 之 间 的 , 有 
时 相应 地 称 之 为 有 限 积分 (finite integral). 
另 一 方面 , 当 , 
| 由 (dt 一 co 


时 , 就 称 该 积分 发 散 于 oc, 可 以 对 发 散 于 -oo 给 出 一 个 类 似 的 定义 . 最 后 , 当 这 些 
情形 都 不 发 生 时 , 就 称 该 积分 当 z 一 co 时 有 限 或 无 限 振荡 
这 些 定义 启发 我 们 给 出 如 下 的 说 明 . 
人) 如 果 记 
| sou=s@， 


那么 该 积分 收敛 、 发 散 或 者 振荡 , 要 根据 更 (z) 当 z 一 oo 时 是 趋向 一 个 极限 、 趋 向 oo( 或 者 
趋向 一 00)、 或 者 振荡 来 决定 . 如 果 理 (x) 趋向 一 个 极限 (可 以 用 再 (co) 来 记 这 个 极限 ), 那么 
该 积分 的 值 就 是 下 (00). 更 一 般 地 , 如 果 理 (z) 是 由 (z) 的 任意 一 个 积分 函数 ,那么 该 积分 的 
值 就 是 理 (co) -再 (a). 

(ii) 在 6 (t) 恒 取 正 值 这 一 特殊 情形 显然 可 见 , 惠 (z) 是 z 的 增加 函数 ， 从 而 仅 有 的 可 能 
的 结果 是 收敛 或 者 发 散 于 oc. 

( 连 ) 与 第 96 节 的 收敛 原理 相对 应 的 一 般 的 收敛 原理 是 : 积分 (1) 收 化 的 一 个 必要 且 充分 
条 件 是 ,对 z2 > Z1 之 六 (6) 有 


三 *@d < 到 
(iv) 用 无 闪 积 分 这 个 术语 来 表示 有 像 2 或 者 了 xt 这 样 确定 的 值 的 某 个 对 银 , 应 该 不 会 使 
读者 感到 困 友 ， 无益 积分 和 有 限 积 分 之 间 的 区 别 与 于 穷 级 数 和 有 限 级 数 之 间 的 区 别 类 似 , 而 且 
没有 人 会 认为 一 个 无 级 数 一 定 是 发 散 的 ，_ 
(v) 在 第 161 节 与 第 162 节 中 积分 | 5 (t) dt 定义 为 一 个 简单 的 极限 , 也 即 定义 为 基 种 
有 限 和 的 极限 . 于 是 无 穷 积分 就 是 极限 的 极 良 , 或 者 说 是 所 谓 的 重 极限 . 无 闪 积 分 的 概念 本 质 上 
要 比 有 限 积分 的 概念 更 加 复杂 , 这 也 是 有 限 积分 的 一 个 进一步 发 展 . 
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(vi) 第 180 节 中 的 积分 判别 法 现在 可 以 表述 成 如 下 的 形式 : 如 果 $(Z) 当 2 增加 时 是 一 
个 取 正 值 的 递减 函数 , 那么 无 穷 级 数 》， 乡 (nn) 与 它 的 无 穷 积分 (ZI) qz 同 收效 或 同 发 散 . 
(vi) 读者 可 以 毫 无 困难 地 对 无 穷 积分 进行 陈述 并 证 明 与 第 77 节 中 (1)~(6) 类 似 的 定理 . 
例如 , 与 (2) 类 似 的 结果 是 : 如 天上 | 9(T) dz 收敛 , 且 b > a, 那么 四 (T) dz 也 收 伍 ， 且 


oo oo 
| olar=| “adz+ 上 | 由 (z) dz. 
185. jp (z) 取 正 值 的 情形 


自然 要 来 考虑 一 些 与 第 184 节 中 的 无 穷 积分 (1) 有 关 的 一 般 性 的 定理 , 这 些 定 
理 与 第 173 节 中 的 定理 A 一 D 类 似 . 在 第 184 节 (i) 中 我 们 已 经 看 到 A 既 对 积分 
成 立 , 也 对 级 数 成 立 . 与 B 相对 应 的 有 以 下 的 定理 : 积分 (1) 收敛 的 一 个 必要 且 充 
分 条 件 是 , 存在 一 个 常数 K, 使 得 对 的 大 于 a 的 所 有 的 值 有 
| “oOdt<k. 
类 似 地 , 与 C 对 应 有 如 下 的 定理 : 如 果 [ 5(z) dz 收敛 , 且 对 z 的 所 有 大 于 a 的 值 都 
有 y(z) < Kg(z), 那么 | (2) dz 收 钱 , 且 有 


厂 yz)dr <K | $(z) dz. 


我 们 把 有 关 发 散 性 的 判别 法 的 系统 表述 留 给 读者 完成 . 

值得 注意 的 是 , 依赖 于 相 邻 接 的 项 的 drAlembert 判别 法 (第 175 节 ) 在 无 穷 积 
分 中 没有 类 似 的 结论 ; 而 Cauchy 判别 法 的 类 似 的 结论 也 没有 什么 价值 . 无 论 如 何 ， 
只 有 当 我 们 更 详尽 地 研究 了 函数 %(z) = r* 的 理论 之 后 (如 同 在 第 9 章 中 将 要 做 
的 那样 ), 才能 对 与 Cauchy 判别 法 类 似 的 结论 作出 系统 的 表述 . 最 重要 的 一 个 特殊 
的 判别 法 是 通过 与 


三 六 > 

la I 

作 比较 而 得 到 的 , 对 于 这 个 积分 的 敛 散 性 , 我 们 已 经 在 第 181 节 中 研究 过 了 , 该 关 
别 法 结论 如 下 述 如果 当 = >a 时 (2) < Ka， 其中 8>1, 则 | 9(z) dz 政 多 


如 果 当 z>a 时 d(z) > Kz-s, 其 中 KK>0 且 s<1, 则 该 积分 发 特别 地 , 如 果 
limzsg(z) =1, 其 中 1 > 0, 那么 该 积分 收 敏 还 是 发 散 要 根据 s > 1 还 是 s< 1 而 决 
定 . 
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收敛 的 无 穷 级 数 有 一 个 基本 的 性 质 , 由 于 此 性 质 的 存在 , 就 打破 了 无 穷 级 数 和 
无 穷 积分 之 间 的 相似 性 . 如 果 于 4 (n) 收敛 , 则 有 4 (n) 一 0; 但 是, 即使 4(z) 恒 取 
正 的 值 , 当 | 5 (z) dz 收敛 时 也 未 必 有 9 (z) 一 0. 

例如 , 考虑 图 中 粗 线 所 面 出 的 函数 6 (z)， 其 中 峰值 的 最 高 点 与 诸 点 z = 1,2， 
3 .相对 应 , 目 每 个 最 高 点 处 的 函数 值 均 为 1, 与 z = n 对 应 的 那 座 峰 的 宽度 是 
2/ (n 十 1)*. 这 座 峰 的 面积 是 1/ (n + 1)”, 且 显然 对 任何 有 


四 ce 1 
| sar < Sry 


所 以 | sa 收敛 ; 但 是 %(z) 一 0 不 真 . 
0 


例 LXXIII 
(1) 积分 


| 十 … 十 入 
a 4z* 十 再 re-1 十 … 十 三 
当 s >r+l 时 收敛 , 反之 发 散 . 其 中 a 和 4 是 正 数 , 而 a 大 于 分 母 的 最 大 的 根 (如 
果 分 母 有 根 的 话 ). 

(2) 诸 积分 


dz 


dd dz dr 他 T2dz 
| 却 | 号 由 到 | Br| a 十 26z2 十 ?747 
中 哪些 是 收敛 的 ? 在 头 两 个 积分 中 假设 a > 0, 在 最 后 一 个 积分 中 假设 a 大 于 分 母 
的 最 大 的 根 (如 果 分 母 有 根 的 话 ) 
(3) 积分 | cosndr, | cos (az 十 B)dz 当 & 一 00 时 有 限 振荡 . 


€ 
(4) 积分 | zeosadr, | mcosez+ 有 da 当 € 一 co 时 无 限 振荡 , 其 中 ”是 一 


个 任意 的 正 整数 . _ 
(5) 下 限 为 -oo 的 积分 . 如 果 当 上 一 oo 时 | $(z) dz 趋向 一 个 极限 1, 就 称 


[ 4(z) dz 收敛 且 等 于 1. 这 样 的 积分 具有 与 上 面 几 节 中 所 讨论 的 积分 完全 类 似 
的 性 质 : 读者 将 会 毫 无 困难 地 将 这 些 性 质 详细 加 以 表述 . 
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(6) 从 -coe 到 十 ce 的 积分 . 如 果 两 个 积分 


[swe [ oma 


者 收敛 , 且 分 别 有 值 1 那么 就 称 ”6(z) dz 收 化 且 有 值 十 
(7) 证 明 


dz Pdz 1(™ dz 1 
| ie = 于 
(8) 证 明 : 只 要 积分 [cd 收敛, 就 有 I 及 ea- 人 dz. 
0 一 oo 


(9) 证 明 : 如 果 ab (z2) dz 收敛 , 那么 全 ab (zz)dz= 0. 

(10) 第 179 节 中 Abel 定理 的 类 似 结论 . 如 果 %(z) 是 一 个 正 的 递减 函数 , 且 
| b(z) dz 收 全 ,那么 zb (z) 一 0. 用 以 下 方法 证 明 此 结论 : (a) 用 Abel 定理 以 及 
积分 判别 法 证 明 ; (b) 直接 用 与 第 179 节 中 类 似 的 论证 方法 证 明 ._ 

(1 如 果 a 二 26 <zi<zz<:: 且 zh 00; 叉 二 | war 那么 
上 4(z)dz 的 收敛 性 就 包含 了 并 un 的 收敛 性 . 如 果 %(z) 恒 取 正 的 值 , 则 其 逆 命题 
依然 成 立 | 根据 例子 6(z) 二 cosz, zw 二 nn 可知, 一 般 来 说 其 逆 命 题 并 不 成 立 . ] 
186. 换 元 积分 法 以 及 分 部 积分 法 对 无 穷 积分 的 应 用 


在 第 166 节 中 讨论 的 定 积分 的 换 元 积分 法 可 加 以 推广 ,从 而 应 用 到 无 穷 积分 
中 来 
(1) 换 元 积分 法 . 假设 
| sar 加 


收敛 . 进一步 假设 , 对 于 & 的 任意 一 个 大 于 a 的 值 , 如 在 第 166 节 中 那样 有 
: 
| wer = ot OF Oa (2) 


其 中 a = f(b),& =f (7). 最 后 , 假设 函数 关系 > = f(t) 满足 当 上 一 co 时 有 z 一 oo. 
那么 , 在 (2) 中 令 r 和 & 都 趋向 oo, 我 们 就 看 出 积分 


二 ${f OF (Oat (3) 


@ 这 里 将 f 和 yp 作 了 交换 . 
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是 收敛 的 , 且 等 于 积分 (1). 
另 一 方面 , 当 7 一 一 o0 或 者 7 一 c 时 有 可 能 有 € 一 ce. 在 第 一 种 情形 , 我 们 得 


到 
| omar=, sim, | OFF (Oat 
本 -im [GU OF Wu = -| str0r Oar 
在 第 二 种 情形 , 我 们 得 到 
[w= [ol7 (Oat. (4) 


在 第 188 节 中 我 们 将 回 到 这 个 等 式 . 
当然 , 关于 (一 co,a) 或 者 (oo,ce) 上 的 积分 也 有 相对 应 的 结果 , 对 此 读者 应 该 
有 了 能力 自 己 加 以 总 结 . 
例 LXXIV 
(1) 用 换 元 代 换 z = 如 证 明 : 如 果 s > 1 且 a > 0, 那么 
i ™ ja(1-s)-1g. 
| zdr o| t dt; 
并 用 直接 计算 每 一 个 积分 的 值 的 方法 验证 此 结果 . 
(2) 如 果 | 4 (z) dz 收敛 , 那么 它 等 于 积分 


oo (ae-B)/a 
a| $ (at+B)dt, -ol plat+pB)dt 
(a-B)Ma -oo 


中 的 一 个 , 这 要 根据 a 是 正 数 还 是 负数 来 决定 . 

(3) 如 果 4(z) 是 z 的 正 的 递减 函数 , 且 a 和 6 是 任何 正 数 , 那么 级 数 于 (n) 
的 收敛 性 就 蕴含 了 级 数 于 4 (am + 8) 的 收 敏 性 , 而 且 也 包含 在 级 数 于 (an + 6) 
的 收敛 性 之 中 . 

[ 作 代 换 z = at + B, 由 此 立即 推出 , 积分 


全 由 (z) dr, | plat+pB)dt 


同 收敛 或 者 同 发 散 . 现在 可 以 用 积分 判别 法 了 . ] 
(4) 证 明 


re 
1 (1+z)Vz 2 
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[ 令 z=2. 六 
(5) 计算 | 


oe 
o cr | Tj "是 一 个 正直 数 


(Math. Trip. 1929, 1935) 
#7 经 
[ 代 换 > = cot9 将 积分 化 成 | sin2z" -20dg 和 | sin2"10d9， 现在 利用 例 
0 
LXVI 第 (10) 题 . ] ” 
(6) 如 果 当 z 一 co 时 有 4(z) 一 必 而 当 z 一 -co 时 有 %(z) 一 ,那么 


旧 {$(z—a)—$(z—b)}dr=—(a—b)(h—k). 


€ 时 € 
[因为 | ee-o-se-Dtz=| sc-odz-| se-od 
这 党 车 


¢ 


| $(t) dt— [Ou = 上 0 全 一 fo0 dt. 


这 两 个 积分 中 的 第 一 个 可 以 表示 成 形式 


gr 


€'-b 
(a—b)k+ | pdt, 
Le 
其 中 当 &' 一 co 时 有 p 一 0, 且 最 后 这 个 积分 的 模 不 超过 |a 一 65|«, 而 这 里 的 是 pp 
在 整个 区 间 (-t' 一 a, -8 一 b) 上 所 取 的 最 大 值 . 从 而 


eb 
| $0 at = (a—b)k. 
ed 


第 二 个 积分 可 以 类 似 地 加 以 讨论 . 
(2) 分 部 积分 法 . 分 部 积分 公式 是 


€ € 
TASK GUO 


现在 假设 《一 oo. 那么 , 如 果 上 面 等 式 中 含有 的 三 项 中 有 任意 两 项 趋向 极限 , 则 
其 中 的 第 三 项 也 趋向 极限 , 这 样 就 得 到 公式 

[0 0a tm 0000 -179000 -| fo) 
当然 ,对 于 到 -oo 的 积分 , 或 者 从 -oo 到 oo 的 积分 也 有 类 似 的 结果 


外 本 题 在 原 书 中 漏 了 结果 ; 此 外 , 严格 地 讲 , 这 里 应 改 为 作 代 换 VE = t 以 避免 等 式 z = t? 中 变量 t 
取 值 的 不 确定 性 . 一 一 译 者 注 
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例 LXXV 了 
> r 
(DD 证 明 | er (+z)? 2 
(2) 如 果 m 和 n 一 1 是 正 整 数 , 且 I = 
Tnmn = mlIm-1imn. 从 而 证 明 


Zmdz 


, Tomm' 那么 就 有 (m+n—1) 


_ ml!(n—2)! 
Inn= tntn— 
nl” VE 1 1 
(3) 证 明 | 全 性 了 + 和 [ 令 z 二 全 此 时 得 到 


”Hd 和 1 
2| 一 一 了 = 一 | ts (—; )d. 
| (1+t2) | § (ma) 


现在 用 分 部 积分 法 . ] 
(4) 用 分 部 积分 法 证 明 : 如 果 wn 是 例 LXXIV 的 第 (5) 题 中 的 第 一 个 积分 , 且 
n> 1, 那么 (2n 一 2)un = (2n 一 3)un-1, 并 由 此 计算 uw. (Math. Trip. 1935) 
[注意 到 


2 72dz 1 ed 1 
Me -| +)" nm | dz {i je 
187. 其 他 类 型 的 无 穷 积分 


在 第 7 章 给 出 的 常 义 积分 也 即 有 限 积 分 的 定义 中 , 假设 了 (1) 积分 范围 是 有 限 
的 ; (2) 被 积 函数 是 连续 的 . 

然而 , 有 可 能 将 “ 定 积分 ”的 概念 加 以 推广 , 从 而 使 之 可 以 应 用 到 这 些 条 件 并 
不 满足 的 许多 情形 中 去 . 例如 , 前 面 几 节 讨论 的 “无 穷 的 ”积分 与 第 7 章 中 的 积分 
的 差别 在 于 它 的 积分 范围 是 无 限 的 . 现在 我 们 要 假设 条 件 (2) 不 满足 . 最 重要 的 情 
形 就 是 %(z) 在 积分 区 间 (a, 4) 中 除了 有 限 多 个 z( 比 方 说 z = 6,&2,…) 之 外 处 处 
连续 , 而 当 z 从 随便 哪个 方向 趋向 这 些 例外 值 中 的 任何 一 个 值 时 有 d%(z) 一 co 或 
者 4(z) 一 一 co. 

显然 , 只 需要 考虑 (a, 4) 中 仅 包含 一 个 这 样 的 点 的 情形 当 有 多 于 一 个 这 
样 的 点 时 , 可 以 把 (a, 4) 划分 成 有 限 多 个 子 区 间 , 每 个 子 区 间 中 仅 含有 一 个 例外 的 
点 ; 又 如 果 在 每 个 子 区 间 上 积分 的 值 都 有 定义 , 那么 就 能 将 在 整个 区 间 上 积分 的 值 
定义 成 所 有 子 区 间 上 积分 的 和 . 此 外 , 可 以 假设 (a， | 中 的 一 点 & 就 是 端点 a, A 之 


一 . 这 是 因为 , 如 果 & 介 于 a 和 4 之 间 , 就 可 以 将 | 多 (7) dz 定义 为 


J emart | ide 
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假设 这 些 积分 中 的 每 一 个 都 已 经 满意 地 给 出 了 定义 . 这 样 我 们 就 假设 = a; 显然 ， 
只 要 作 少 许 的 改动 , 我 们 所 给 出 的 定义 依然 可 以 适用 于 上 = 4 的 情形 . 

假设 %(z) 在 整个 (a, 4) 上 除了 z = a 以 外 都 是 连续 的 , 而 当 z 取 大 于 a 的 值 
趋向 a 时 有 4 (z) 一 co. 这 种 函数 的 一 个 典型 的 例子 由 


4(z) 一 (zz 一 中 
给 出 , 其 中 s > 0; 或 者 , 特别 地 当 a = 0 时 , 由 %(z) = z- 给 出 . 这 样 一 来 , 我 们 来 
考虑 当 s > 0 时 如 何 定义 
上 dz 
(1) 
0 


积分 | ， ?dy 当 s < 1 时 是 收敛 的 (第 185 节 ), 且 其 意义 是 im |， gp-2dy. 
A 
但 是 如 果 作 代 换 y = 1/z, 就 得 到 


如 A 
| y-?dy = | Tsdr. 
1/4 1/n 
从 而 ,只 要 s < 1 lim I "dz, 或 者 等 从 地 说 也 就 是 im | =-'ds 存在 ;很 和 
| Jo. 
然 地 将 积分 (1) 的 值 定义 成 与 这 个 极限 值 相等 ， 类 似 的 考虑 使 得 我 们 可 以 通过 等 式 


「 全 二 本 -dz = lm 把 (za "dz 


c=+0 J 


A 
来 定义 | (2— a)-* de. 
这 样 就 引导 到 如 下 的 一 般 性 的 定义 : 如 果 积分 


A 
| sd 
当 。 一 +0 时 趋向 一 个 极限 1 就 称 积分 
A 
[sar 


收敛 且 有 值 1. 
类 似 地 , 如 果 当 z 趋向 积分 上 限 4 时 有 bz) -， oo, 我 们 就 将 | 5(z) dr 定 
义 为 
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这 样 一 来 , 正如 在 上 面 所 解释 过 的 那样 , 可 以 将 定义 加 以 延 拓 , 使 之 能 覆盖 在 区 间 
(a, 4) 中 包含 任意 有 限 多 个 使 %(z) 取 无 穷 大 的 点 . 

当 z 趋向 积分 范围 内 的 某 个 值 或 者 某 些 值 时 ， 被 积 函 数 趋向 oo 或 -oo 的 
积分 将 被 称 为 第 二 类 无 穷 积 分 (infinite integral of the second kind): 第 一 类 无 穷 积 
分 (infinite integral of the first kind) 就 是 在 第 184 节 以 及 其 后 各 节 中 讨论 的 那 类 积 
分 . 在 第 184 节 末尾 所 作 的 几乎 所 有 的 说 明 既 适用 于 第 二 类 无 穷 积 分 , 也 适用 于 第 
一 类 无 穷 积 分 . 

我 们 对 在 z 的 特殊 的 值 趋向 无 穷 的 函数 构造 定义 , 但 是 它们 也 可 以 用 于 被 积 函数 有 其 他 类 
型 的 不 连续 点 的 情况 . 例如 , 如 果 对 -1< z <0 有 f(z) = 一 1, (0) =0, 而 对 0<z<1 
有 /(z)=1, 屠 么 | (ad 的 意义 是 


本 = 1 
mo [re dz + .im,| f(z)dz= io (一 1 十 7) 十 lim, (1 —€)=0. 
此 定义 还 可 以 用 于 f(z) 有 振荡 性 不 连续 点 的 情形 , 例如 , 如 果 j (z) = sin (1/z). 
188. 其 他 类 型 的 无 穷 积分 ( 续 ) 


现在 可 以 将 第 186 节 的 等 式 (4) 写成 形式 
三 smaz= ot OF Oa 四 


右边 的 积分 定义 为 在 区 间 (5,7) 上 对 应 的 积分 当 r c 时 的 极限 , 也 即 定义 为 第 

二 类 无 穷 积分 ， 而 当 {f(t)} 7 区 在 t = c 取 无 穷 值 时 ， 该 积分 本 质 上 就 是 一 

个 无 穷 积 分 ， 例 如 , 假设 %(z) = (1+z) ,其 中 1<m<2 且 a=0, 以 及 
= 经 一 . 此 时 有 8= 0c=1, 而 () 则 变 成 


| = ha-o"?a, (2) 


而 右边 的 积分 是 一 个 第 二 类 无 穷 积 分 . 
另 一 方面 , 有 可 能 发 生 $ {f(t)} f'(t) 在 上 = c 连续 的 情形 . 在 这 种 情形 下 ， 


RAR 
是 一 个 有 限 积分 , 而 根据 第 165 节 定理 (10) 的 推论 有 
sm | oO Wo Or Ou 


这 样 一 来 , 代 换 z = f(t) 就 将 一 个 无 穷 积 分 转变 成 了 一 个 有 限 积分 .在 刚刚 所 考 
虑 的 例子 中 , 如 果 m > 2 就 会 出 现 这 种 情形 . 
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例 LXXVI 
(1) 如 果 $(z) 在 除了 z = a 的 点 均 连 续 ， 而 当 z 一 a 时 有 %(z) 一 co, 那么 


六 am 收敛 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 : 能 求 得 一 个 常数 K, 使 得 对 所 有 正 的 = 
的 值 都 有 人 
| p(r)dr < 天- 
ate 
显然 , 可 以 在 a 与 4 之 间 选 取 到 数 4', 使 得 在 整个 区 间 (a, 4') 上 %(z) 都 是 
正 的 . 如 果 5(z) 在 整个 区 间 (a, 4) 上 都 是 正 的 , 就 可 以 将 4 和 4 等 同 起 来 . 现 
在 有 


A A’ A 
| smuz=| aaz+| 6) 
上 面 等 式 中 右边 的 第 一 个 积分 当 。 减 小 时 增加 , 于 是 趋向 一 个 极限 或 者 趋向 oo; 这 
样 所 陈述 结论 的 真确 性 就 变 得 显然 了 . 
A A 

如 果 条 件 不 满足 ， 则 有 | Pe 此 时 我 们 就 称 积分 | p (z) dz 发 散 
于 oo. 显然, 如 果 当 z _，a 上 0 时 有 4(z) 一 oo, 那么 对 该 积分 来 说 , 收敛 或 者 发 散 
于 oo 就 是 仅 有 的 可 能 的 选择 . 类 似 地 , 可 以 讨论 4(z) 一 -oo 的 情形 . 

(2) 证 明 : 如 果 s < 1, 则 有 


1 一 s 
下 (z—a) dr= [ee 


一 起 


而 当 s > 1 时 它 发 散 . 
(3) 如 果 6 (z) 对 于 a < z < 4 是 连续 的 , 且 0 < 9(z) < K(z 一 a)“, 其 中 


s < 那么 [sa 收 全 ; 又 如 果 4(z) > K (z -其 中 s > 1, 则 该 积分 发 


散 . [这 是 第 185 节 中 所 陈述 的 一 般 性 的 比较 定理 的 一 个 特例 . ] 
(4) 积分 


「 dz 上 dz 「 dz 
a ViE=-a4-zj Ja (4-zWz-ao Jo (A-z)YA-z) 


尖 dz 二 dr A dr A dr 
| (72 — a2)” | YA — 3) | 22 一 02， | A3—z3 
收敛 还 是 发 散 ? 


dz Ga 十 1 
(5) 积分 | 民 下 Ws 都 是 收敛 的 , 且 每 个 积分 的 值 都 是 零 


(6) 积分 1 癌 孔 柯 收 全 抽 趋向 两 个 积分 限时 被 积 西数 者 趋向 ] 
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(7) 当 且 仅 当 s < 1 时 积分 收敛 


By 
(8) 证 明 : 如 果 p < 2， 则 上 到 dz 收 人 其 中 > 0. 又 证 明 : 如 果 0<p< 2， 
则 诸 积 分 


sinz 2r sinz 3r sinz 

符号 交替 改变 , 上 且 绝 对 值 递减 . [用 代 换 z = kx +y 对 积分 限 为 kr 和 (k 十 1)x 的 
积分 进行 变换 . ]， 

(9) 证 明 [= 3 池 2qz 在 h=xt 取 到 它 的 最 大 值 , 其 中 0 <p < 2 

(Math. Trip. 1911) 
(10) 当 且 仅 当 1> -lm > -1 时 广 (cosz)! (sinz)"™dz 收敛. 
0 
GD 像 矿 于 -和 s < 1) 并 不 属于 我 们 前 面 定义 中 的 
0 


任何 一 种 积分 . 因为 积分 的 范围 是 无 限 的 , 且 被 积 函数 当 z 一 +0 时 趋向 ce. 自然 
会 把 这 个 积分 定义 成 等 于 下 面 的 和 


1 za-ldz  [™ zs-ld7 
人 1+z +| 1+z 
只 要 这 两 个 积分 都 收敛 . 
如 果 s > 0, 则 第 一 个 积分 收敛 ; 如 果 s < 1, 则 第 二 个 积分 收敛 . 于 是 , 当 且 仅 
当 0<s<1, 从 0 到 oo 的 积分 收敛 . 


(12) 证 明 ; 当 上 且 仅 当 0<s< 4 时 ,| 于 dz 收 全 
0 


(3) 当 且 仅 当 0<s< 10<t<1 时 六 2 二 qz 收敛 [应 该 注意 到 
被 积 函数 在 z = 1 没有 定义 ; 但 是 当 z 无 论 从 哪 一 边 趋向 1 时 都 有 (z*-! - zt- Th 
(1 一 z) 一 上 -si 所 以 , 如 果 当 z = 1 时 指定 它 取 函 数值 + 一 s, 那么 被 积 函数 就 变 成 
2z 的 连续 函数 . 
常会 发 生 被 积 函 数 由 于 在 积分 范围 内 的 一 个 特殊 点 没有 定义 而 出 现 间断 , 而 这 
一 不 连续 性 又 可 以 通过 对 它 赋 予 一 个 特殊 的 函数 值 而 被 移 除 的 情形 . 在 此 情形 , 通 
常 假设 按照 上 述 方式 来 完成 该 函数 的 定义 . 例如 积分 
位 sin mz | 史 Sin mz 
一 dr, 


0 zr o sinz 


dz 


都 是 通常 的 有 限 积 分 , 如 果 被 积 函数 在 zx = 0 给 予 函数 值 m 的 话 . ] 
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(14) 换 元 积分 和 分 部 积分 . 换 元 积分 和 分 部 积分 的 公式 当然 既 可 以 推广 到 第 
二 类 无 穷 积 分 , 也 可 以 推广 到 第 一 类 无 穷 积分 的 情形 . 读者 可 以 根据 第 186 节 的 路 
线 自己 总 结 出 一 般 性 的 定理 . 

(15) 用 分 部 积分 法 证 明 : 如 果 s > 0,t > 1, 那么 


tl t 一 1 人 t-2 
| Zz-1(1— 7) dr= | zx"(1—2) dz. 
0 3 Jo 


4 一 1d7 ot-sdt 
2 = 
G6 如果 s>0, 那 么 | i | [Sot] 
1 1s—1 3 oo tt 一 sdt oo ts 一 1dt 
0 .那么 了 十 工 ==| =| _ 
(17) 如 果 <。<1 那么 | ee dz ee 
dz 开 


入 i 
Q8) 如果 a+5>0, 屠 么 | Bove es 
令 z-b=t.] 


a 
(19) 如 果 环 =| (oz —z2)" dz 且 n>0, 那么 (2n+1) I = 2na?Ini. 
0 
(Math. Trip. 1934) 


(Math. Trip. 1909) 


[注意 到 
hh = [ (a 一 z2)” 号 cdz = | z2 (a2 — z2)” dz = 2n (a?In_1 — In). 


这 个 结果 可 以 用 来 计算 (对 取 正 整数 值 的 n). 代 换 z = acos9 将 积分 ,变换 成 
例 LXVI 第 (10) 题 中 的 积分 . ] 
(20) 用 代 换 z = t/ (1 一) 证明: 如 果 ! 和 m 两 者 都 是 正 数 , 那么 


OO A—1 1 
| 一 二 dz =| #1 (1 "tdt. 
0 


0 (1+2) rt™ 


(21) 用 代 换 z = pt/ (p+1 一 证明 : 如 果 1,m 和 p 全 都 是 正 数 , 那么 


Vi mt de 1 六 m-1 
| 2 (1—z) GHD = Gia Ey | t (1-t) ot. 
(22) 证 明 
dz 
| vat " |e 入 0 于 (et 


(i) 用 代 换 = = a+ (5 一 a) 太 , (ii) 用 代 换 (5 一 z)/(z 一 a) =t, 以 及 (过 ) 用 代 换 


T=acos?t+bsin?t. 
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1 
(23) 证 明 : 如 果 p 和 9 都 是 正 数 , 且 fo gj) = | 27+(1 一 zj"!dz, 那么 
f(p+1,g9)+f(p,g+1)= f(p,9), qf (p+1,9) =pf (p,q+1). 
将 f (p+1,q) 和 (p,q+1) 用 了 (p,q) 来 表示 ; 并 证 明 


(nC—1)! 


{OY GTD ra 

其 中 n 是 一 个 正 整 数 . (Math. Trip. 1926) 

(24) 建立 公式 

1 A 
a = f (sing)db， 
(acos? 0 + bsin? 0) dO. 
Sn a) 
(25) 证 明 去 了 Cr- 方 (Math. Trip. 1930) 
(26) 证 明 


[araeriyer 丰 "(直击 
o (1+z)(2+z)Vt 5 © \Vi v6/ 
(Math. Trip. 1912) 

[ 令 z= sin?0, 并 利用 例 LXIII 第 (7) 题 . ] 
189. 其 他 类 型 的 无 穷 积 分 ( 续 ) 

在 用 变量 代 换 法 时 需要 小 心 从 事 

例如 , 假设 | 

7=| (z2 —6z+13) dz 
此 
直接 积分 得 到 J = 48. 现在 用 代 换 
2=z2 一 6z 十 13， 


这 给 出 = 3 士 VG = 有. 由 于 当 z=1 时 有 y=8, 而 当 z =7 时 有 y= 20, 这 看 
起 来 导致 结果 


20 qz 1 [1% ydy 
7=| v4 = 二 | 
8 Vay 4 2Js VWy-Y) 


这 个 不 定 积分 是 
3 +4 4, 


第 8 章 无 穷 级 数 和 无 穷 积 分 的 收 伊 性 349 


所 以 得 到 什 上 下, 不论 取 什么 符号 , 此 结果 都 是 错误 的 ， 
更 仔细 地 研究 > 和 4 之 间 的 关系 可 以 找到 问题 的 解释 ,函数 zz - 6r + 13 在 
z 二 3 处 有 一 个 极 小 值 , 此 时 y= 4 当 z 从 1 增加 到 3 时 , y 从 8 减 小 到 4 而 


dz/dy 是 负 的 , 所 以 
dz _ 1 


了 ”2vVE- 人 
当 z 从 3 增加 到 7 时 , y 则 从 4 增加 到 20, 从 而 必须 选取 另 一 个 符号 . 于 是 


四 了 7 际 4 y _ 20 y 
| 2 "| 2 


这 个 公式 将 会 得 出 正确 的 结果 . c 
类 似 地 , 如 果 用 代 换 > = arcsiny 来 变换 积分 | dz = xt, 必须 注意 dz/dy 等 于 
0 


(1 一 坊 ) 还 是 一 (1 一 卢 ) -二 要 根据 0 < z < 3 还 是 3x < zs x 来 决定 . 
例 
分 别 用 代 换 4z? -+ 元 = hz = arcsiny 来 验证 变换 积分 


、 1 og2 
4 一 2 十 二) dz， | cos” zdz 
| ( 16 0 
的 结果 . 


190. 有 正 负 项 的 级 数 

关于 无 穷 级 数 的 和 以 及 无 穷 积分 (无 论 是 第 一 类 还 是 第 二 类 的 ) 的 值 的 定义 对 
于 有 正 负 项 的 级 数 以 及 取 正 负 值 的 函数 的 积分 都 是 适用 的 ， 但 是 本 章 里 所 建立 的 
特殊 的 敛 散 性 判别 法 以 及 用 来 说 明 这 些 判别 法 的 例子 都 几乎 全 部 与 全 取 正 值 或 者 
全 取 负 值 的 情形 有 关 . 

在 级 数 的 情形 , 常常 会 发 生 这 样 的 情况 : 以 明显 的 或 者 隐 含 的 方式 加 在 ww 上 
的 某 些 条 件 可 能 对 有 限 多 项 不 成 立 ， 这 时 必须 要 求 这 样 的 条 件 (比如 各 项 均 取 正 
值 ) 从 某 一 项 开始 以 后 都 满足 . 类 似 地 , 在 无 穷 积分 的 情形 , 假设 对 于 大 于 某 个 zo 
的 所 有 的 z 的 值 所 述 条 件 都 满足 , 或 者 假设 对 于 介 于 某 个 区 间 (oa + 6)( 被 积 函 数 
在 邻近 该 区 间 包 含 的 值 a 时 趋向 无 穷 ) 中 的 所 有 的 z 的 值 所 述 条 件 都 满足 .例如 ， 
我 们 的 判别 法 适用 于 形 如 

mn2 一 10 
2 一 


n 
的 级 数 , 这 是 因为 当 n > 4 时 有 n? - 10 > 0, 也 适用 于 形 如 


” 37—7 11—2z 
dz， | dz 
| (z+1)” o Vz 
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的 积分 , 这 是 因为 当 z> 了 时 有 3z -7> 0 而 当 0<z < 时 有 1-25>0. 

但 是 当 整 个 级 数 中 的 项 wu, 始终 都 有 符号 改变 时 , 也 即 当 正 的 项 和 负 的 项 都 有 
无 穷 多 项 时 (如 同 在 级 数 1 - 3 +3 一 了 +… 中 那样 ) 或 者 当 $(z) 在 = 一 co 时 
不 断 地 变 号 时 (如 同 在 积分 

三 Eqs 


中 那样 ), 或 者 当 z 一 a 时 (这 里 a 是 $(z) 的 一 个 间断 点 )g (z) 不 断 地 变 号 , 如 同 


在 积分 
「 sin ( ) 加 
2 一 G/ 了 一 CQ 
中 那样 ; 此 时 讨论 收敛 和 发 散 的 问题 就 变 得 更 加 困难 . 现在 我 们 必须 既 要 来 研究 振 
荡 的 可 能 性 , 也 要 来 研究 收敛 或 者 发 散 的 可 能 性 . 
191. 绝对 收敛 的 级 数 
下 面 研究 级 数 > ww 它 的 任何 一 项 都 可 能 是 正 数 或 是 负数 . 令 


lun| = an, 


故而 当 wun 为 正 数 时 有 an = wun, 而 当 un 为 负数 时 有 an = un. 此 外 , 根据 un 是 
正 数 还 是 负数 , 令 vn = un 或 者 vn = 0, 又 根据 un 是 负数 还 是 正 数 , 令 wn = -un 
或 者 wn = 0; 或 者 等 价 地 说 , 根据 wu 是 正 数 还 是 负数 , 令 w = am 或 者 tn = am， 
而 在 另外 一 种 情形 , w 和 w, 都 等 于 零 . 于 是 显然 w 和 wn 都 总 是 正 的 , 且 


Un = Un — Wn, Qn = Vn + Wn. 
2 2 
例如 , 如 果 级 数 是 1 一 9 + (3) 一 …, 则 有 un = (1)"?/n2, an = 1/n2, 
而 ww = 1/n2 还 是 ww = 0, 要 视 n 是 奇数 还 是 偶数 而 定 , 且 ww = 1/n2 还 是 ww = 0， 
要 视 n 是 偶数 还 是 奇数 而 定 . 
现在 来 区 分 两 种 情形 . 
A. 假设 级 数 并 an 收敛 . 例如 , 在 上 面 的 例子 就 是 这 种 情形 , 其 中 于 a 是 


1 AN 
a 
此 时 半 zn 和 汀 w, 两 者 皆 收 敛 : 因为 ( 例 XXX 第 (18) 题 ) 0 


级 数 中 选取 的 任何 级 数 都 是 收敛 的 .于 是 , 根据 第 77 节 定理 (6)， ww 也 就 是 
二 (on 一 wn), 收敛 且 等 于 和 一 并 in- 
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这 样 就 导出 下 面 的 定义 . 

定义 当 于 an 也 就 是 于 |un| 收 化 时 , 称 级 数 un 是 绝对 收敛 (absolutely 
convergent) 的 . 

上 面 所 证 明 的 结果 可 以 表述 成 如 下 的 结论 : 如 果 于 un 绝对 收敛 , 那么 它 也 收 
效 ; 同样 地 , 分别 由 它 的 正 的 项 以 及 负 的 项 作成 的 级 数 也 都 是 收敛 的 ; 且 该 级 数 的 
和 等 于 它 的 正 项 之 和 加 上 它 的 负 项 之 和 . 

读者 要 预防 把 命题 “绝对 收敛 的 级 数 是 收敛 的 ” 视 为 一 个 重 言 式 . 当 我 们 说 un 是 “ 绝 
对 收敛 的 ”时 , 我 们 并 没有 直接 断言 Du 是 收敛 的 : 我 们 说 的 是 另 一 个 级 数 可 lun| 的 收敛 性 ， 
而 由 此 就 能 排除 Zun 的 振荡 性 并 不 是 显然 的 . 

例 LXXVII 

(1) 用 “一 般 收敛 原理 "(第 84 节 定理 2) 证 明 : 绝对 收敛 级 数 是 收敛 的 ，[ 由 于 
习 |wn| 收敛 , 给 定 任意 一 个 正 数 5, 可 以 选取 no, 使 得 当 na > m > no 时 有 


lunitil + hunit+2l + + luna| < 6. 


这 就 更 有 
|umt1 + nit2 + .+ Wns <6, 


从 而 于 un 收敛. ] 

(2) 如 果 并 an 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 , 且 lbn| < Kan, 那么 于 bn 是 绝对 收敛 
的 . 

(3) 如 果 于 an 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 , 那么 当 -1 < z < 1 时 级 数 污 anz” 是 

绝对 收敛 的 . 

(4) 如 果 并 an 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 , 那么 级 数 汇 an cosnb, an sinngb 对 所 
有 9 的 值 都 是 绝对 收敛 的 . [第 88 节 的 级 数 污 r" cosn6, Dr"sinn0 已 经 提供 了 这 
样 的 例子 . ] 

(5) 从 一 个 绝对 收敛 的 级 数 的 项 中 所 选取 的 任意 一 个 级 数 都 是 绝对 收敛 的 . [ 因 
为 该 级 数 的 项 的 模 组 成 的 级 数 就 是 从 原 级 数 的 项 的 模 组 成 的 级 数 中 选取 的 . ] 

(6) 证 明 : 如 果 于 |un| 收敛 , 则 有 | 学 un| < 江 |un|, 等 号 成 立 的 唯一 可 能 的 情 
形 是 其 中 每 一 项 都 有 相同 的 符号 . 


192. Dirichlet 定理 对 绝对 收敛 级 数 的 推广 


Dirichlet 定理 (第 176 节 ) 表明 : 正 项 级 数 的 项 可 以 按照 任何 方式 重新 排序 
而 不 会 影响 它 的 和 . 现在 容易 看 出 , 任何 绝对 收敛 的 级 数 都 有 同样 的 性 质 . 因为 设 
于 经 过 重新 排序 变 成 了 于 必 ， 并 设 w,, 凡 ,tw 是 从 几 生成 的 , 这 与 an un wn 
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由 un 生成 具有 相同 的 关系 ?那么 于 af, 收敛 , 这 是 由 于 它 是 导 a 的 重新 排 
列 . 故而 必 羽 ,并 w 也 收敛 , 也 因 这 两 个 级 数 是 洒 v, 并 ton 的 重新 排列 .又 根据 
Dirichlet 定理 有 wv = wv 以 及 汀 wh = 剖 wn, 所 以 


Du 和 六 沁 一 六 w= > mm 一 Dwn = 
193. 条 件 收敛 的 级 数 


B. 现在 来 考虑 上 面 第 二 种 情形 , 也 即 模 组 成 的 级 数 并 a 发 散 于 oo 的 情形 . 

定义 ”如 果 总 wun 收敛 , 但 是 末 |un| 发 散 , 则 称 原 来 的 级 数 是 条 件 收 敛 (con- 
ditionally convergent) 的 . 

首先 注意 到 , 如 果 并 wr 条 件 收敛 , 那么 第 191 节 中 的 级 数 于 wh, 并 w 必定 
均 发 散 于 co. 它们 不 可 能 都 收敛 , 因为 如 若 这 样 就 会 得 出 并 (un + wn) 收敛, 也 即 
an 收敛 . 如 果 两 者 中 有 一 个 收敛 , 比方 说 并 收敛 , 而 并 ww 发 散 , 那么 


N N N 
Dm = Dm — Dwn, (1) 
0 0 0 


于 是 它 就 随 着 N 一 起 趋向 oo, 这 与 立 wm 收敛 的 假设 矛盾 . 

从 而 开 w, 于 tn 两 者 都 发 散 . 根据 上 面 的 等 式 (1) 显然 可 见 : 条 件 收 全 级 数 
的 和 是 两 个 函数 的 差 的 极限 , 其 中 每 一 个 函数 都 与 N 一 起 趋向 oo. 同样 显然 的 是 ， 
un 不 再 具有 正 项 收敛 级 数 的 性 质 ( 例 XXX 第 (18) 题 ), 也 不 具有 所 有 绝对 收敛 
级 数 的 性 质 ( 例 LXXVII 第 (5) 题 ): 从 其 项 中 选取 的 任何 级 数 本 身 也 作成 一 个 收 
敛 的 级 数 .而 且 似乎 条 件 收敛 的 级 数 也 不 具有 Dirichlet 定理 所 给 出 的 性 质 .无论 
如 何 第 192 节 的 证 明 都 是 完全 失效 的 , 这 是 因为 这 个 证 明 本 质 上 依赖 于 于 vw 和 
wn 的 收敛 性 . 下 面 我 们 就 将 看 到 , 这 个 猜想 是 很 有 根据 的 , 而 且 该 定理 对 于 我 们 
现在 所 考虑 的 级 数 来 说 并 不 成 立 . 
194. 条 件 收敛 级 数 的 收敛 判别 法 

不 要 指望 对 于 条 件 收敛 性 能 找到 与 第 173 节 以 及 其 后 各 节 那 样 简单 的 而 且 有 
一 般 性 的 判别 法 . 自然 , 对 于 收敛 性 (如 同上 面 的 等 式 (1) 所 指出 的 ) 依赖 于 正 负 项 
相抵 消 的 级 数 来 说 , 系统 地 表述 它们 的 收敛 判别 法 更 加 困难 . 首先 , 对 于 条 件 收 笋 
的 级 数 不 存 在 比较 判别 法 . 

因为 假设 我 们 想 要 从 于 tw 的 收敛 性 推出 于 ww 的 收敛 性 , 就 需要 比较 


2 十 位 十 十 Wn to 十 让 十 … 十 ar， 


jun|, vn 当 uh 为 正 数 时 等 于 ui, 而 当 wh 为 负数 时 等 于 0; wi, 则 在 当 ul, 为 
,而 当 ws 为 正 数 时 等 于 0. 一 一 译 者 注 
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如 果 每 个 ， 和 每 个 v 都 是 正 的 , 且 (a) 每 个 v 都 小 于 对 应 的 w 那么 就 可 以 立即 扒 
出 

V0 十 红 十 … 十 Un 达 Uo 十 负 十 "… 十 Un， 
所 以 并 ww 是 收敛 的 . 如 果 只 有 诸 4 是 正 的 , 而 (b) 每 个 2 的 绝对 值 都 小 于 对 应 的 
u, 那么 就 能 推出 


lao| 十 lo 十 … 十 |un| < tot t+ + hin, 


所 以 并 ww 是 绝对 收敛 的 . 但 是 在 一 般 情形 , 当 诸 v 与 诸 " 的 符号 都 没有 限制 时 ， 
所 有 能 够 由 (b) 推出 的 是 


laol 十 lu 十.… 十 |un| < luol + ll + + un. 


这 使 得 我 们 能 由 于 ww 的 绝对 收敛 性 推出 于 vn 的 绝对 收敛 性 ; 但 是 , 如 果 叶 wn 只 
是 条 件 收敛 的 , 我 们 根本 得 不 出 任何 结论 . 

例 

不 久 我 们 即将 看 出 级 数 1- 了 + = 一 + 是 收敛 的 . 但 是 级 数 了 
是 发 散 的 , 尽管 它 的 每 一 项 的 绝对 值 小 于 前 一 级 数 的 对 应 的 项 . 

这 样 看 来 , 我 们 所 能 得 到 的 判别 法 要 比 本 章 早 些 时 候 给 出 的 判别 法 有 远 为 特殊 
的 特点 就 是 很 自然 的 了 . 


195. 交错 级 数 

最 简单 的 条 件 收敛 级 数 是 其 项 交替 取 正 数 和 负数 的 交错 级 数 ， 这 种 类 型 的 最 
重要 的 级 数 是 由 下 面 的 定理 建立 的 . 

如 果 (mn) 是 n 的 一 个 正 值 函数 , 当 ma 一 co 时 它 单调 递减 且 趋 于 零 , 那么 级 
数 

岁 (0) 一 由 (1) +9(2) 一 … 

收 化 , 且 其 和 介 于 $(0) 与 %(0) 一 乡 (1) 之 间 . 

用 如, 和,…… 来 表示 6(0),9(1),…; 并 令 

sn 二 go 一 各 十 2 一 … 十 (一 1)” 9n. 
那么 就 有 
S32n41 — Son_1 = pan — bant1 0, s2n— s2n-2=— (pan-1— ban) < 0. 


所 以 so sz, s4,… ,s2n,… 是 一 个 递减 的 数列 , 故而 它 趋向 一 个 极限 或 者 趋向 一 co， 
而 s1, s,s5,… ,32n+1,-… 则 是 一 个 递增 的 数列 , 故而 它 趋向 一 个 极限 或 者 趋向 oc. 
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但 是 lim (sn+i 一 s2n) = lim (1)”*? pzn+1 = 0, 由 此 推出 这 两 个 数列 必定 都 趋向 
极限 , 而 且 两 个 极限 必定 相同 . 这 就 是 说 , 数列 so, s1,… ,sn,… 趋向 一 个 极限 . 由 
于 so = po,s1 = po 一 各, 故而 显然 这 个 极限 就 介 于 po 与 加 一 内 之 间 . 
例 LXXVIII 
(1) 级 数 
1 .1_ 1 1 


1 和 1 
1—= +…，1- 一 -天 +- 冯 一 -天 十 …， 
213 4 V2 v3 V4 


(CD) CD) (-1) 
Dr er LA A 

是 条 件 收敛 的 , 其 中 a > 0. 

(2) 级 数 于 (-1) (+o 当 s > 1 时 是 绝对 收敛 的 , 当 0 < s < 1 时 是 条 件 
收敛 的 , 而 当 s < 0 时 是 振荡 的 , 其 中 a > 0. 

(3) 第 195 节 中 级 数 的 和 对 于 所 有 n 的 值 都 介 于 sn 和 sn+1 之 间 ; 取 其 前 n 项 
之 和 代替 整个 级 数 的 和 所 产生 的 误差 的 绝对 值 不 大 于 第 n+ 1 项 的 模 . 

(4) 考虑 级 数 jy 

Ty 和 (—D)™’ 


i 和 从 n=2 这 一 项 开始 , 这 个 级 数 可 以 
Py (DC CD 
|({# ey - Vi }* Vi ) 


CD" 1 _ 
i -各 
这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 级 数 半 是 收敛 的 , 而 并 xn 是 发 散 的 , 这 是 因为 
它 所 有 的 项 都 是 正 的 , 且 lim nx, = 1 从 而 原 级 数 发 散 , 尽管 它 也 有 形式 加 内 二 
tu 一 …, 且 有 pn 一 0. 此 例 表明 条 件 “单调 道 碱 地 趋向 零 对 于 定理 的 真确 性 
是 至 关 重要 的 . 读者 容易 验证 
V(2n+1)—1< V(2n)+1, 

所 以 在 这 里 该 条 件 并 不 满足 . 

(5) 如 果 除了 5。 现在 是 单调 趋向 一 个 正 的 极限 1 之 外 , 第 195 节 中 的 其 他 条 
件 都 满足 , 那么 级 数 是 有 限 振 沙 的 . 

(6) 级 数 开 (0” (4 士 贡 … 介 十 3 十 二 收敛 当 上 且 仅 当 a < 其 中 和。 既 


b(b+1)...(b+n+t+1) 
不 是 零 , 也 不 是 负 整 数 . (Math. Trip. 1927) 


这 也 就 是 
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[将 此 级 数 记 为 江 (-1)”6n, 并 首先 假设 a 和 b 是 正 数 ， 如果 a > b, 则 有 
Gni1 > bm, 且 加 不 趋向 零 . 如 果 a <b, 那么 bn+1 < bn 且 br 一 0( 第 183 节 ), 所 
以 一 般 性 定理 的 条 件 是 满足 的 . 

在 一 般 的 情形 , 可 以 选取 N 使 得 a =a+N 和 以 =5+N 两 者 皆 为 正 数 , 而 
gn 是 加-w 的 一 个 倍数 , 其 中 


PAC) akt Sama 


加 一 TD 
(7) 条 件 收敛 的 级 数 通过 项 的 重 排 改变 和 . 
设 s 是 级 数 
下 
2 3 4 


的 和 , 而 sn 是 它 的 前 2n 项 之 和 , 所 以 lim szn = s; 将 该 级 数 重新 排序 变 成 


上 
站 
+3 3+5+7 a+ ， (1) 


两 个 正 项 后 面 跟着 一 个 负 项 . 如 果 tan 是 这 个 新 级 数 的 前 3n 项 之 和 , 那么 


证 
eg 如 -1 2 4 an 


1 
mtantitant3t +a-i 


现在 有 


mm 1 十 1 二 .55 让 1 _ :| 
2n+1 2n+2 2n+3 4n—1 dn 
这 是 因为 括号 内 诸 项 之 和 小 于 n/ (2n 十 1) (2n + 2); 又 根据 第 161 节 与 第 164 节 有 


1 1 1 1, 1 这 1 1 Pdz 
OY EE TR 
im (B+ + 去 ) 2 m2 TF | 四 


从 而 有 
lim tan = 3 十 | 些 
由 此 推出 , 级 数 (1) 的 和 不 是 s, 而 是 上 面 最 后 这 个 等 式 的 右边 . 以 后 我 们 将 会 给 出 
这 两 个 级 数 之 和 的 实际 值 : 见 第 220 节 例 XC 第 (7) 题 以 及 第 9 章 杂 例 第 19 题 . 
的 确 可 以 证 明 : 条 件 收敛 的 级 数 总 可 以 通过 重新 排序 收敛 于 你 想 要 的 任何 和 |， 
或 者 发 散 于 oo, 或 发 散 于 -co. 有 关 它 的 证 明 , 请 参看 Bromwich 所 著 Infinite series 
一 书 第 2 版 第 74 页 . 
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We 元 + 人 元- .… 发 散 于 oo. [这 里 


n 
tan = 32m 十 下 5: 十 > sn 十 


-7 加 5 Vm J 


其 中 


当 n 一 oo 时 它 趋 向 一 个 极限 . ] 
196. Abel 收敛 判别 法 与 Dirichlet 收敛 判别 法 


一 个 更 加 一 般 性 的 判别 法 ( 它 包含 第 195 节 的 判别 法 作为 一 个 特例 ) 如 下 . 
Dirichlet 判别 法 如果 pn 满足 第 195 节 中 同样 的 条 件 , 而 汀 a,, 是 任何 
一 个 收 敏 或 者 有 限 振荡 的 级 数 , 那么 级 数 


Qaopo + a191 + a2p2 十 … 
收敛. 
读者 容易 验证 恒等式 
a090 + a191 十 …… 十 angn 
= 80 ( 徊 一身) + sl ( 册 一 如) 十 … 十 sn-l( 加 -1 一 加) 十 sngn， 


其 中 sn = ao+ al 十 … 十 an 现在 级 数 ( 一 9) 二 (91 一) 十 … 收敛 , 这 是 因为 
它 的 前 n 项 之 和 是 po 一 9n, 且 lim rn = 0; 而 且 它 所 有 的 项 都 是 正 的 . 同样 地 , 由 
于 守 an 即便 不 是 收敛 的 , 无 论 如 何 也 是 有 限 振荡 的 , 因此 能 找到 一 个 常数 K, 使 
得 对 所 有 v 的 值 都 有 |sv| < K. 于 是 级 数 


Ds (bu — bori) 
是 绝对 收敛 的 , 所 以 当 n 一 oo0 时 
so (po — Hi)+ s1(1 — $2) + + sn-1 (bn-1 — pn) 
趋向 一 个 极限 . 最 后 , bn( 于 是 sn 也 ) 趋向 零 ; 从 而 
Gogo 十 alg 十 …… 十 angn 


趋向 一 个 极限 , 也 即 级 数 avgv 收敛 . 
Abel 判 别 法 . 有 另 一 个 属于 Abei 的 判别 法 , 尽管 不 如 Dirichlet 判别 法 用 得 那 
样 频繁 , 但 有 时 也 是 有 用 的 . 
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如 同 在 Dirichlet 判别 法 中 那样 , 假设 $n 是 的 正 的 递减 函数 , 但 是 当 n 一 co 
时 , 它 的 极限 不 一 定 是 零 . 这 样 一 来 , 关于 如 就 减少 了 假设 条 件 , 而 作为 弥补 , 对 
于 闷 on 则 增加 了 假设 , 也 即 假设 an 是 收敛 的 . 这 样 就 有 定理 : 如 果 bn 是 n 的 
正 的 递减 函数 , 且 an 收 伊 , 那么 angn 收敛. 

因为 如 当 一 oo 时 有 极限 , 比方 说 极限 是 1: 于 是 lim (pn 一 1) = 0. 这 样 一 
来 , 根据 Dirichlet 判别 法 知 , 并 an (bn 一 1) 收敛 ; 由 于 半 on 收敛 , 由 此 推出 半 an 
收敛 . 

此 定理 可 以 表述 成 : 如 果 将 一 个 收敛 级 数 的 项 与 任意 一 个 正 的 递减 函数 相 乘 ， 
则 所 得 级 数 仍 收敛. 

例 LXXIX 

(1) Dirichlet 判别 法 和 Abel 判别 法 也 可 以 用 一 般 收敛 原理 (第 84 节 ) 建立 起 
来 . 例如 , 假设 Abel 判别 法 的 条 件 是 满足 的 . 我 们 有 恒等式 


ampm + am+ti9m+1 + + anpn = Smm (bm — Bm+1) + Smmt1 (bm+1 — bm+2) 
+ 7+ Smn-1 (bn-1 — pn) 十 smngn， (1) 
其 中 


Smw = Qm 十 Qm+1 十 … 十 Quv， 


于 是 (1) 的 左边 夹 在 hd 和 Hom 之 间 , 这 里 刀 和 五 是 smm, smm+t1,… ,smn 的 
代数 最 小 值 和 最 大 值 . 但 是 , 给 定 任何 正 数 6, 可 以 选取 到 mo, 使 得 当 mm > mo 时 
有 |smwv| < 5, 所 以 当 n > m > mo 时 就 有 


|amdm 十 am+lgm+l 十 … 十 angn| < 5gm < 591， 


从 而 级 数 ang 收敛 . 

(2) 当 9 不 是 r 的 倍数 时 , 级 数 cosng 和 sinnb 是 有 限 振荡 的 . 因为 , 如 
果 用 s,, 和 如 来 记 这 两 个 级 数 的 前 n 项 之 和 , 并 记 z = Cisb, 所 以 |z|=1, 且 z##1， 
这 样 就 有 


1 一 加 | .1+|z"| 2 
~ 4 Ea 
所 以 lsn| 和 |é| 也 都 不 大 于 2/ 11 - z|. 由 于 它们 的 第 n 项 都 不 趋向 零 ( 例 XXIV 
第 (7) 题 ), 因而 由 此 事实 就 推出 这 些 级 数 实 际 上 并 不 收敛 . 

如 果 9 是 x 的 倍数 , 则 正弦 级 数 收 敛 于 零 . 如 果 9 是 r 的 奇数 倍 , 则 余弦 级 数 
是 有 限 振荡 的 , 而 当 9 是 x 的 偶数 倍 时 , 余弦 级 数 发 散 . 

由 此 推出 : 如 果 加 是 n 的 正 值 函数 , 当 n 一 00 时 它 单调 递减 地 趋向 零 , 那么- 


级 数 
Dbncosng, Dbnsinng 


|sn + itn| = 


—2Z 
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除了 第 一 个 级 数 在 0 是 2 的 倍数 这 一 情形 之 外 都 是 收敛 的 . 在 9 是 2r 的 倍数 这 
一 情形 , 第 一 个 级 数 变 成 pn, 它 可 能 收敛 也 可 能 不 收敛 , 第 二 个 级 数 恒 为 零 . 如 
果 并 如 收敛 , 那么 这 两 个 级 数 对 所 有 8 的 值 都 绝对 收敛 ( 例 LXXVII 第 (4) 题 )， 
而 此 结果 的 全 部 价值 就 在 于 它 可 以 应 用 到 > 发 散 的 情形 中 去 . 在 这 种 情形 , 上 
面 所 写 的 级 数 是 条 件 收 敛 但 不 是 绝对 收敛 的 , 如 同 在 下 面 第 (6) 题 中 要 证 明 的 那样 . 
如 果 在 余弦 级 数 中 令 9 = x, 就 回 到 第 195 节 的 结果 , 这 是 因为 cosnx = (-1)”. 

(3) 如 果 s > 0, 则 级 数 ns cosnbg, 和 mssinng 收敛 , 除非 (在 第 一 个 级 数 
的 情形 )9 是 2r 的 倍数 , 是 0 < s 和 1. 

(4) 一 般 说 来 , 如 果 s > 1, 第 (3) 题 中 的 级 数 是 绝对 收敛 的 , 如 果 0 < s< 1, 则 
它 条 件 收敛 , 而 当 s < 0 时 它 是 振荡 的 (如 果 s = 0, 它 是 有 限 振荡 的 , 而 当 s < 0 
时 , 它 是 无 限 振荡 的 ). 讨论 任何 例外 的 情形 . 

(5) 如 果 守 ann-* 收敛 或 者 有 限 振荡 , 那么 当 t > s 时 江 ann-! 收敛 . 

(6) 如 果 pn 是 n 的 正 值 函数 , 且 当 n 一 oo 时 它 递减 地 趋向 零 , 于 p, 发 散 , 那 
么 , 除去 正弦 级 数 当 9 是 r 的 倍数 这 一 情形 之 外 , 级 数 bn cosng, 5 bn sinng 都 
不 是 绝对 收敛 的 . [因为 , 如 果 假 设 并 |cosnb| 收敛 . 由 于 cos2 nb < lcosn9|, 由 此 
推出 并 加 cos2 nb, 也 即 


3 Dbn (1 + cos2ng) 


收敛 . 但 这 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 并 6 发 散 , 而 根据 Dirichlet 判别 法 , pncos2n0 
是 收敛 的 , 除非 9 是 x 的 倍数 , 而 在 9 是 x 的 倍数 这 一 情形 , 显然 于 |cos nb| 发 
散 . 读者 应 该 写 出 关于 正弦 级 数 所 对 应 的 论证 过 程 , 并 注意 当 9 是 x 的 倍数 时 , 判 
别 法 在 何 处 失效 . ] 
197. 复数 项 级 数 

到 目前 为 止 我 们 仅 限于 讨论 项 为 实数 的 级 数 . 现在 要 来 考虑 级 数 


站 记 三 dD on + huwn), 


其 中 vw 和 ww 是 实数 . 考虑 这 种 级 数 不 产 生 任何 真正 新 的 困难 . 这 个 级 数 是 收敛 
的 , 当 且 仅 当 级 数 
Eo. Tu 


都 分 别 收敛, 然而 有 一 类 这 样 的 级 数 非常 重要 , 需要 加 以 特殊 的 处 理 , 相应 地 给 出 
下 面 的 定义 , 它 显然 是 第 191 节 中 定义 的 一 个 延 拓 . 
定义 ”级 数 汀 un 称 为 绝对 收敛 的 , 如 果 级 数 六 un 和 并 im 都 绝对 收敛， 这 


里 Un = Vn 十 ion. 
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定理 ”部 w 绝对 收敛 的 一 个 必要 且 充分 条 件 是 并 |un| 也 即 并 VI 级 十 0) 
收敛 . 

因为 , 如 果 并 tm 绝对 收敛, 则 级 数 并 |vn| 和 并 |un| 两 者 都 收敛 , 故而 学 {lvnl 
+ un| } 收敛 : 但 是 


| = VC + wR) < lvn| + lwnl, 
从 而 并 |uwn| 收敛 . 另 一 方面 ， 


unl < VE + wa), lwn| < VR + ua), 


所 以 , 只 要 并 |un| 收敛 , 守 |wn| 和 并 |wn| 都 收敛 . 

显然 , 绝对 收 化 的 级 数 是 收效 的 , 这 是 因为 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 收敛 . 通过 对 
可 vn| 和 于 jun| 分 别 应 用 Dirichlet 定理 , 可 以 立即 将 此 定理 推广 到 绝对 收敛 的 复 
项 级 数 上 去 . 

绝对 收敛 级 数 的 收敛 性 也 可 以 从 一 般 收 敛 原 理 ( 例 LXXVII 第 (1) 题 ) 推导 出 
来 . 我 们 把 它 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 


198. 客 级 数 


初等 分 析 的 常见 函数 的 理论 (例如 在 第 9 章 里 将 要 讨论 的 正弦 、 余弦 、 对 数 和 
指数 函数 ) 中 最 重要 的 部 分 之 一 , 就 是 研究 将 它们 展开 成 形 如 汀 anz" 的 级 数 . 这 
样 的 级 数 称 为 < 的 究 级 数 (power series in z)， 我 们 已 经 遇 到 过 一 些 与 Taylor 级 数 
和 Maclaurin 级 数 (第 152 节 ) 有 关 的 这 种 类 型 的 级 数 展开 . 不 过 , 在 那里 我 们 只 
关心 实 的 变量 zx. 现在 要 来 研究 关于 > 的 罕 级 数 的 几 个 一 般 的 性 质 , 其 中 z 是 一 个 
复 变 量 . 

A. 知 级 数 anzn 可 能 对 所 有 z 的 值 收敛 , 也 可 能 对 某 个 区 域内 的 z 的 值 收 
仇 , 也 可 能 对 除了 z = 0 之 外 的 所 有 z 的 值 都 发 散 . 

只 要 对 每 种 可 能 性 给 出 一 个 例子 就 行 了 . 

(1) 级 数 区 T 对 所 有 z 的 值 都 收 伊 . 因为 如 果 un = 守则 不 论 对 > 的 什么 
样 的 值 都 有 
kunl_ | ,0 
|unl n+t1 
这 样 一 来 , 根据 d'Alembert 判别 法 , 半 |un| 对 所 有 z 的 值 都 收敛 , 且 原 级 数 对 所 有 
z 的 值 都 绝对 收敛 . 以 后 我 们 将 会 看 到 , 客 级 数 在 收敛 时 一 般 都 是 绝对 收敛 的 . 

(2) 除了 z = 0 之 外 , 级 数 mlzn 对 z 的 任何 其 他 的 值 都 不 收敛 . 因为 , 如 果 

wn = nlz", 则 有 hunti|/ lun| = (n 十 1)|zl, 它 与 一 起 趋向 oo, 除非 > = 0. 于 是 
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( 例 XXVII 第 (1), (2), (5) 题 ) 第 n 项 的 模 与 ”一 起 趋向 oo; 所 以 该 级 数 除了 在 点 
2= 0 之 外 不 可 能 收敛 . 显然 , 任何 寡 级 数 在 z = 0 都 收敛 . 

(3) 级 数 沁 z" 当 |z| < 1 时 恒 收敛 , 而 当 |z| > 1 时 从 不 收敛 . 这 在 第 88 节 中 
已 给 出 了 证 明 . 对 这 三 种 可 能 性 中 的 每 一 种 可 能 性 都 已 经 有 例子 了 . 


199. 客 级 数 ( 续 ) 


B. 如 果 固 级 数 anzn 对 z 的 一 个 特殊 的 值 , 比方 说 对 z1 二 ri(cos 01 十 
isin 01) 收 伊 , 那么 它 对 所 有 满足 |z| < ri 的 z 的 值 都 绝对 收效 。 

因为 imanz? = 0( 由 于 半 on 好 是 收敛 的 ), 所 以 可 以 找到 一 个 数 K, 使 得 对 所 
有 nn 的 值 都 有 az?| < K. 但 是 , 如 果 |z| = r < ri 就 有 


lanz"| = |anz?| (E) < 天 (二 
所 要 的 结果 可 以 通过 与 收敛 的 几何 级 数 并 (r/ri)” 比较 得 出 ， 
换 句 话说 , 如 果 级 数 在 已 点 收敛 , 那么 它 在 所 有 比 已 点 更 接近 于 原点 的 点 处 
均 绝 对 收效 . 
例 
证 明 : 即使 级 数 在 z = zi 处 有 限 振荡 , 该 结论 依然 成 立 . [如 果 sn = ao++aizi 十 
… 十 anz?, 那么 可 以 求 得 K, 使 对 所 有 m 的 值 有 |s,| < K. 但 是 


lanz?|]= |sn — sn-i| < lsn_il + |sn| < 2K, 
从 而 论证 可 以 如 前 一 样 完成 . ] 
200. 圳 级 数 的 收敛 域 , 收敛 圆 


设 > = ” 是 正 实 轴 上 任意 一 点 , 如 果 宕 级 数 在 > = > 收敛 , 那么 它 在 圆 |z| = 7 
内 部 所 有 的 点 都 绝对 收敛 . 特别 地 , 它 在 z 的 所 有 小 于 > 的 实 值 处 均 收敛 . 

现在 将 正 实 轴 上 的 点 > 分 成 两 类 , 一 类 是 使 级 数 收敛 的 点 , 另 一 类 是 使 级 数 不 
收敛 的 点 . 第 一 类 中 至 少 包含 一 个 点 z = 0. 另 一 方面 , 第 二 类 点 不 一 定 存在 , 这 是 
因为 级 数 有 可 能 对 所 有 z 的 值 都 收敛 . 然而, 如 果 第 二 类 点 的 确 存 在 , 且 第 一 类 点 
还 包含 有 除 = = 0 以 外 的 点 . 那么 显然, 第 一 类 点 中 的 每 个 点 都 在 第 二 类 点 中 每 个 
点 的 左边 . 从 而 存在 一 个 点 , 比方 说 就 是 点 z = ,将 两 类 点 分 隔 开 来 , 它 本 身 则 可 
以 属于 这 两 类 点 中 的 随便 哪 一 类 . 那么 级 数 在 圆 |z| = RR 内 部 的 所 有 点 处 均 绝对 收 
伍 . 
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因为 , 车 假设 这 个 圆 与 OX 交 于 4( 图 47), 而 已 
则 是 它 内 部 的 一 个 点 . 可 以 画 一 个 半径 小 于 RR 的 同心 
圆 , 使 得 已 包含 在 它 的 内 部 . 设 这 个 圆 与 OX 交 于 Q， 
那么 该 级 数 在 @ 点 收敛 , 于 是 , 根据 定理 B, 它 在 书 点 
绝对 收敛 . 

另 一 方面 , 该 级 数 不 可 能 在 这 个 圆 外 部 的 任何 一 
点 已 处 收敛 . 因为 , 如 果 它 在 点 已 处 收敛 , 那么 它 就 
会 在 所 有 比 P' 更 接近 O 的 点 处 都 绝对 收敛 ; 而 这 是 
不 可 能 的 , 这 是 因为 它 在 4 和 @Q' 之 间 的 任何 点 处 都 
不 收敛 . 

到 目前 为 止 我 们 排除 了 以 下 两 种 情形 : (1) 级 数 除了 z = 0 之 外 在 正 实 轴 上 任 
何 点 均 不 收敛 ; (2) 在 正 实 轴 上 所 有 点 级 数 都 收敛 . 显然, 在 情形 (1) 中 和 宕 级 数 除了 
z = 0 之 外 均 不 收敛 , 而 在 情形 (2) 中 级 数 处 处 绝对 收敛 . 这 样 就 得 到 下 面 的 结论 : 
一 个 紧 级 数 

(1) 要 么 在 z= 0 收 伊 , 而 在 其 他 点 处 均 不 收敛 ; 

(2) 要 么 对 所 有 >z 的 值 都 绝对 收敛 ; 

(3) 要 么 对 于 介 于 半径 为 RR 的 某 个 圆 内 的 所 有 z 的 值 都 绝对 收 化 ; 而 对 在 这 个 
圆 外 任何 z 的 值 都 不 收 敏 . 

在 情形 (3) 中 的 那个 圆 称 为 该 寡 级 数 的 收敛 圆 (circle of convergence), 圆 的 半 
径 称 为 赛 级 数 的 收敛 半径 (radius of convergence). 

应 该 注意 到 , 这 个 一 般 性 的 结果 对 于 级 数 在 收敛 圆 上 的 性 状 没有 给 出 任何 信 
息 . 后 面 的 例子 表明 , 在 收敛 圆周 上 各 种 可 能 性 都 会 发 生 . 

例 LXXX 

(1) 级 数 1 + az + a2z2 十 … 有 收敛 半径 1/a, 其 中 a > 0. 它 在 收敛 圆周 上 的 
任何 地 方 均 不 收敛: 当 z = 1/a 时 它 是 发 散 的 , 而 在 这 个 圆 上 的 其 他 点 都 是 有 限 振 
水 的 . 

2 

(2) 级 数 二 十 下 下 一 十 … 的 收敛 半径 等 于 1, 且 在 其 收敛 圆周 上 所 有 点 处 均 
绝对 收敛 . 

(3) 更 一 般 地 , 如 果 当 一 co 时 有 |an+il /lan| 一 和 或 者 lan 人" 一 N, 那么 级 
数 oo 十 a1z 十 a2z? +…- 以 1/ 和 作为 它 的 收敛 半径 . 在 第 一 种 情形 


lim |an+lz"+i| /lanz"| = Xs|, 


它 小 于 1 或 者 大 于 1 要 根据 |z| 是 小 于 1/ 和 还 是 大 于 1/ 和 而 决定 , 所 以 可 以 用 
dhAlembert 判别 法 (第 175 节 (6)). 在 第 二 种 情形 可 以 类 似 地 用 Cauchy 判别 法 (第 
174 节 (2)). 
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(4) 对 数 级 数 . 级 数 


z— 了 2 中 和 pe 
称 为 (根据 稍 后 将 要 陈述 的 理由 )“ 对 数 ” 级 数 . 由 第 (3) 题 推 出 它 的 收敛 半径 是 1. 
当 z 在 收敛 圆周 上 时 , 可 以 记 > = cos9 +isin 0, 于 是 该 级 数 有 形式 


1 1 pa I i 
eos0 — $eon20 + oo830 = +i (sin0 — Ssin20 + $sin30 —.-) 


其 实 部 与 虚 部 两 者 都 收敛 , 虽然 不 是 绝对 收敛 , 除非 9 是 r 的 奇数 倍 ( 例 LXXIX 
第 (3), (4) 题 , 用 9+ 代替 9). 如 果 9 是 的 奇数 倍 , 那么 z = -1, 而 级 数 则 是 


二 一 于 -也 一 …， 它 发 散 于 -co. 从 而 对 数 级 数 在 它 的 收敛 圆周 上 除了 点 z = -1 


之 外 的 所 有 点 处 都 收敛 . 
(5) 二 项 级 数 . 考虑 级 数 


2 D2 Dm 2) 23 


如 果 m 是 一 个 正 整数 , 那么 级 数 是 有 限 的 . 一 般 来 说 有 


lo 四 = 可 
lan| n+l1 


所 以 它 的 收敛 半径 为 1. 我 们 将 不 在 这 里 讨论 它 在 收敛 圆周 上 的 收敛 性 问题 ”该 
问题 要 更 困难 一 些 . 
201. 圭 级 数 的 唯一 性 
如 果 于 onzn" 是 一 个 至 少 在 除了 z = 0 之 外 的 某 些 z 的 值 处 收敛 的 赛 级 数 , 而 
f(z) 是 它 的 和 , 那么 , 对 每 个 m, 当 z 一 0 时 有 
f(2)=a0+az+ +amz2™ +o(2™). 


这 是 因为 , 如 果 是 任意 一 个 小 于 该 级 数 的 收敛 半径 的 正 数 , 那么 |an| 1* < K, 其 
中 天 与 n 无 关 (参见 第 199 节 ); 所 以 , 如 果 |z| < , 则 有 


1 -Daz 
0 
Lal ) EE 下 本 
<K 1+ 和 下 = y 
(GE Pa "(pg— lal)’ 
四 z= 1 和 z= 一 1 的 情形 在 第 222 节 中 讨论 . 完整 的 讨论 参见 Bromwich 所 著 Injfinite series 一 


书 第 2 版 第 287 页 以 及 其 后 各 页 ; 也 见 Hobson 所 著 Plane trigonometry 一 书 第 5 版 第 268 页 以 
及 其 后 各 页 . 


十 


1 十 mnz 十 


一 1， 


< lamril lz™t 十 |am+a||z|m+2 + 
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它 等 于 0 (|z|"+) ,当然 更 有 o(jz|”). 特别 地 , 这 对 正 实数 > 成 立 . 
现在 由 例 LVI 第 (1) 题 得 出 , 如 果 对 模 小 于 / 的 所 有 的 z 都 有 于 anzn = 
bnz", 那么 对 于 所 有 n 的 值 都 有 an = bn. 故而 同一 个 函数 f(z) 不 可 能 由 两 个 
不 同 的 旱 级 数 来 表示 . 
202. 级 数 的 乘法 
在 第 177 节 中 我 们 看 到 : 如 果 宙 wm 和 并 wv 是 两 个 收敛 的 正 项 级 数 ,那么 
un x vn = wn, 其 中 


Wn = UovVn + U1Vn-1 二 "二 UnVo. 


现在 可 以 将 这 个 结果 推广 到 汇 wu 和 并 wn 都 是 绝对 收敛 级 数 的 所 有 情形 ; 因为 其 
证 明 仅仅 是 Dirichlet 定理 的 一 个 简单 应 用 , 而 对 Dirichlet 定理 , 我 们 已 经 将 它 推 
广 到 了 所 有 绝对 收敛 的 级 数 的 情形 . 

例 LXXXI 

(1) 如 果 |z| 小 于 级 数 并 anz", 并 bnz" 中 每 一 个 级 数 的 收敛 半径 , 那么 这 两 个 
级 数 的 乘积 是 cnzn, 其 中 cn = aobn 十 aibn_1 十 … 十 anbo. 

(2) 如 果 江 anz" 的 收敛 半径 是 R, 且 f(z) 是 该 级 数 当 |z| < RR 时 的 和 , 而 |z| 
或 者 小 于 ,或 者 小 于 1, 那么 f(z)/ (1 一 2) = 汀 snz", 其 中 sn = ao 十 ai 十 :十 an， 

(3) 通过 对 (1 - z)”! 的 级 数 平方 来 证 明 : 如 果 |z| < 1, 则 有 (1 一 z)-?=1+ 
2z 十 3z2 十 .…. 

(4) 类 似 地 证 明 : (1 一 z)-3 = 1+3z+6z2 十 .…, 其 通 项 为 了 + 1) (n+ 2) 2". 

(5) 负 整 数 宕 的 二 项 定理 . 如 果 |z| < 1, 且 mm 是 正 整数 , 那么 

4 


S| m(m+1) mm+1): (m+n—m1) ， 
Ta tt 1 2 十 … 十 i 2 
[假设 定理 对 于 直到 m 的 指数 均 为 真 ， 那么, 根据 第 (2) 题 有 1/ (1 一 z)" + = 
学 snz”, 其 中 


a 


Bn = jgm 守 时 村主 十 -十 mt (mt) 
_ (m+1) (m+2):… (m+n) 
| 

这 用 归纳 法 容易 得 到 证 明 (不 论 m 是 否 是 整数 ). ] 

(6) 用 级 数 乘法 证 明 : 如 果 


ro (了 (全 )2+ 
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且 |z|<1, 那么 了 (m,z)f (mz) = 了 (m+m,z). [这 个 等 式 是 二 项 定理 的 Euler 证 
明 的 基础 . 乘积 级 数 中 z” 的 系数 是 


m’ 并 m m’ 本 m m ee m m’ ni m 

n 1 n—l 2 n—2 nl 1 nf 
它 是 一 个 关于 m 和 m’ 的 多 项 式 . 根据 关于 正 整 数 次 宕 的 二 项 定理 , 当 m 和 mm 
是 正 整数 时 , 这 个 多 项 式 必定 化 为 Ee ; 而 如 果 两 个 这 样 的 多 项 式 对 于 m 
和 m/ 的 所 有 正 整 数值 都 相等, 那么 它们 也 必定 是 恒 等 的 多 项 式 . ] 


人 ) 如 果 了) = 1+ = 十 村 十 …, 那 么 了 (7(z) = 了 (z+z). [因为 (5) 的 


级 数 对 所 有 * 的 值 都 是 绝对 收敛 的 ， 且 容易 看 出 , 如 果 un = 于 ,um = 2 ， 那 和 
可 了 ! I 
in = 一人.] 
(8) 如 果 
C0)=1- 委 + 委 -…， 5 全 -> 一 村 + 三 


C(z+z)=C(z)C(2)— 5S(z)S(z), S(z+z)=5(2)C(z)+C (2) 5(z), 


且 有 
{CG)+{S(zj=1 


(9) 乘法 定理 的 失效 . 当 并 和 寺 zw 并 非 绝对 收敛 时 , 考虑 下 面 的 例子 可 以 
看 出 这 个 定理 并 不 总 是 成 立 的 : 


un 一 Vn = 


(n+1 


此 时 有 


ESS 
wy Dy 


但 是 VICTITJRTI JS 于 om+9), 所 以 lan| > (2n+2)/ (n+2), 它 趋 向 2; 
从 而 污 ww。 肯定 是 不 收敛 的 . ] 
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203. 绝对 收敛 和 条 件 收敛 的 无 穷 积 分 
关于 积分 有 一 个 理论 , 它 与 第 191 节 以 及 其 后 各 节 中 对 于 级 数 所 建立 的 理论 
是 类 似 的 . 
无 穷 积分 
| ra 0) 
称 为 是 绝对 收敛 的 , 如 果 SS 
[Wolar 四 
是 收敛 的 . 可 以 通过 
f(z)=9(7)—h(z), If(z)|=9(7)+h(z). 
来 定义 g(z) 和 h(z)， 那 么 , 当 f(z) 取 正 值 时 , g(z) 就 是 f(z), 而 当 f(z) 取 
负 值 时 , g (z) 为 零 ; 当 f (z) 取 正 值 时 , h (z) 为 零 , 而 当 f(z) 取 负 值 时 , h (zx) 就 
是 -f(z), 所 以 g(z) 和 hh(z) 与 第 191 节 中 的 w 和 w 相对 应 . 显然 g (7z) > 0， 


h(z) > 0, 且 当 f(z) 连续 时 , g (z) 入 (z) 都 是 连续 的 . 
这 样 就 像 在 第 191 节 与 第 193 节 中 那样 推出 , 积分 


[0 dz, [a dz 


当 (2) 收敛 时 都 收敛 , 但 是 当 (1) 收敛 而 (2) 不 收敛 时 这 两 个 积分 都 发 散 ; 且 绝对 
收敛 的 积分 是 收敛 的 . 二 

显然 , 如 果 |f (z)| < $(z)， 且 | g(z)dz 收敛 , 那么 积分 (1) 是 绝对 收敛 的 . 
当 (1) 收敛 而 (2) 不 收敛 时 , 就 称 (1) 是 条 件 收敛 的 .这 里 我 们 不 打算 深入 探讨 条 
件 收敛 的 积分 , 不 过 有 一 类 特殊 的 积分 是 特别 重要 的 . 

假设 yw (z) 是 连续 的 , $ (z) > 0, 内 (z) < 0, 且 当 z 一 co 时 d(z) 一 0, 那么 
I#'(z)|= -9'(z), 且 


oc oo x 
| wle=-| oe sm | wy 四 dz 
= Jim, {9(0) -6(X)} = 6(0), 


所 以 | “yy (z) dz 是 绝对 收敛 的 . 


现在 考虑 积分 
$ (z) costrdz. (3) 
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可 以 假设 t 是 正 的 . 我 们 有 


x | d 
| slo)eostrdr =} | 4 天 昌 tzdz 


x 
_ si (x) - 2p(0) | p(x) sin tzdz. (4) 


第 一 项 当 X 一 oo 时 趋向 零 . 又 有 |sintz| < 1, 所 以 | (z) sin 如 | < Ig(z)|. 于 
是 | dy(zjsintzdz 是 绝对 收敛 的 , 从 而 也 就 是 收敛 的 ; 故 (4) 中 最 后 那个 积分 当 
X 一 co 时 趋向 一 个 极限 . 由 此 推出 , (4) 的 左边 趋向 一 个 极限 , 从 而 (3) 是 收敛 的 . 
类 似 地 ， be 
| p(T)sintrdr 

是 收敛 的 . 

最 重要 的 情形 是 a > 0 以 及 $(z) = zs, 其 中 s > 0. 此 时 积分 当 s > 1 时 是 
绝对 收敛 的 , 而 当 0 < s < 1 时 积分 是 条 件 收敛 的 . 


例 LXXXII 
(1) 如 果 0<s<2， 则 积分 | 天 全 qz 是 收敛 的 , 且 当 1 < s < 2 时 它 是 绝对 


收敛 的 . hi (0, 1) , (1, 00). ] 


Oo 2 十 Li 是 收敛 的 . (Math. Trip. 1930) 


(3) 如 果 1<s<3, 则 三 二 人 9 让 qz 是 收 敏 的 , 且 是 绝对 收敛 的 . 
oh] 天 ?683gy 当 0 < 。< 4 时 收 化 ,而 当 1<s<4 时 绝对 收 化 
(Math. Trip. 1934) 
(5) 如 果 a 介 于 8 和 2 -8 之 间 , 则 | z-esinzl-pdz 是 收敛 的 . 
(Math. Trip. 1936) 


[ 置 z178 =y, 并 分 别 考虑 8 < 1 和 8 > 1 的 情形 . ] 


第 8 章 杂 例 


1. 讨论 级 数 开 愉 {VRTT 一 2VE+ Vm 一 本 } 的 收 敏 性 , 其 中 是 实数 
(Math. Trip. 1890) 
2. 证 明 : 除了 当 s 是 小 于 k 的 正 整 数 这 一 情形 之 外 ， 


> mrAk (ns) 
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是 收敛 的 , 当 且 仅 当 上 > >+s 二 1, 其 中 
Aun = un 一 xn+l，Azun = A(Aun), 


等 等 . 而 当 s 是 小 于 的 正 整数 时 , 这 个 级 数 的 每 一 项 都 是 零 . [第 7 章 杂 例 第 6 题 
的 结果 表明 : 一 般 来 说 , A* (ns) 的 次 数 是 ns*. ] 


3. 证 明 
— m2 十 9m 十 5 5 ， 
> mriDnra) nt mid) 36 (Math: rip 012) 
[将 通 项 分 解 成 部 分 分 式 . ] 
4. 如 果 并 av 是 正 项 的 发 散 级 数 , 且 
an-1 > bn = 人 » 
1 十 an 1 十 nan 
那么 并 如 是 发 散 的 . (Math. Trip. 1931) 


[容易 验证 b_1 > bn, 故而 于 如 的 收敛 性 就 蕴含 nb 一 0, 于 是 也 蕴含 nan 一 
0. 这 就 给 出 bn ~ an, 矛盾 . ] 
5. 证 明 : 只 要 z 不 是 负 整数 , 那么 级 数 
1 1 1 1 


Itzt+2 3+zt3 3+z+ 


就 是 收敛 的 . 
6. 研究 级 数 


Dsins, Dsns, Dsins, > (@ —cos2) DD)"n Q cos) 
的 敛 散 性 , 其 中 a 是 一 个 实数 . 


7. 讨论 级 数 
-~ 于 1\ sin(ng+a) 
ritrir.+t) i 
的 收敛 性 , 其 中 9 和 a 是 实数 . (Math. Trip. 1899) 
8. 证 明 级 数 


是 收敛 的 , 其 中 有 相同 符号 相连 的 项 作成 1 项 、2 项 、3 项 、4 项 …… 的 元 素 组 ; 
但 是 , 每 组 包含 1 项 、2 项 、4 项 、8 项 .…… 元 素 作成 的 对 应 的 级 数 是 有 限 振荡 
的 . (Math. Trip. 1908) 
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9. 如 果 wi, uz,u3,-… 是 递减 的 正 数 数列 , 其 极限 为 零 , 那么 级 数 
Ul -3 二 wo) 二 计 ( 二 二) 一 ;Ul 一 了 (wa ua) + 二 ( 二 ta 二) 一 … 
是 收敛 的 . [因为 , 如 果 记 (ua 十 wz 十 … 十 Un) /mn = ww, 那么 ,v2,v3,… 也 是 极限 


为 零 的 递减 数列 (第 4 章 杂 例 第 8, 16 题 ). 这 表明 第 一 个 级 数 是 收敛 的 ; 第 二 个 级 
数 收敛 性 的 证 明 留 给 读者 完成 . 特别 地 , 级 数 


1 1 1 1 1 
ia 
是 收敛 的 . ] 
10. 如 果 wo + 十 wz 十 … 是 通 项 递减 且 发 散 的 正 项 级 数 , 那么 


(uo 十 t2 十 … 十 Wan)/ (ui 十 us 十 … 十 Un+1) — 1. 
11. 证 明 : a 二 1. [由 第 180 节 推出 有 


n 
0<l-iet2let...+(n—1) -| zl-adz <1, 
1 


于 是 容易 推出 并 mn-1-“ 界 于 1/a 和 (a 十 1) /a 之 间 . ] 
12. 对 所 有 使 得 级 数 》 ,un 收敛 的 z 的 实数 值 , 求 其 级 数 之 和 , 其 中 


= Znm 一 Zn 一 二 1 1 中 
RR (zm 十 z-m) (zti+r nl) zr-l (a +rn zntl 二 
(Math. Trip. 1901) 
[如 果 |z| 不 等 于 1, 那么 该 级 数 的 和 为 z/ {(z 一 1) (z? 十 1)}. 如 果 z=1, 那么 
wn = 0, 故而 级 数 的 和 是 0. 如 果 z 二 一 1 则 un 一 (一 "1 此 时 该 级 数 是 有 限 振 
荡 的 . ] 
13. 当 级 数 
z 2z2 424 Zz 2 
1H2tItn ti 1 ti ti 
收敛 时 求 它们 的 和 (其 中 所 有 的 指数 都 是 2 的 寡 ). 
[第 一 个 级 数 仅 当 |z| < 1 时 是 收敛 的 , 此 时 它 的 和 是 z/ (1 一 z); 第 二 个 级 数 当 
lz| < 1 时 收敛 于 和 z/ (1 一 z), 而 当 |z| > 1 时 收敛 于 和 1/ (1 一 2z). ] 


4 


二 全 
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14. 如 果 对 所 有 n 的 值 都 有 |an| < 1, 那么 方程 
0=1+aaz 十 azz2 十 … 
不 可 能 有 模 小 于 3 的 根 , 且 它 能 有 模 等 于 3 的 根 的 唯一 的 情形 是 a = -Cis (ng)， 
此 时 z= 3Cis(-0) 是 它 的 一 个 根 . 


15. 循环 级 数 . 一 个 寡 级 数 汀 anz" 称 为 一 个 循环 级 数 (recurring series), 如 果 
它 的 系数 满足 形 如 


Qn+pian-1+P2an-2+*…++Pkan-k=0 (1) 


的 一 个 关系 式 , 其 中 n > k, 而 p1,p2,… ,pk 与 n 无 关 . 任何 循环 级 数 都 是 z 的 一 
个 有 理 函数 的 展开 式 . 为 证 明 这 点 , 首先 注意 该 级 数 对 于 模 充分 小 的 z 的 值 一 定 是 
收敛 的 . 因为 由 (1) 推出 |an| < Gan, 其 中 an 是 前 面 诸 系数 中 绝对 值 最 大 的 模 , 而 
G = |pi| + lpz| 十 … 十 jpkl, 由 此 得 到 |an| < KG", 其 中 KK 与 n 无关. 从 而 对 于 模 
小 于 1/G 的 z 的 值 , 循环 级 数 一 定 是 收敛 的 . 

但 是 , 如 果 分 别 用 p1z,p2z?，,… ,pkz* 乘 以 级 数 f(z) = 汇 anz", 并 将 所 得 结果 
相 加 , 就 得 到 一 个 新 级 数 , 根据 (1), 这 个 新 级 数 中 从 第 一 1 项 以 后 的 所 有 系数 都 
变 为 零 , 所 以 


(1+p1z+p2z? + .e+ prt) f (2) = P+ Piz+:.+ Pe1z*-!, 
其 中 己 , Pi,… , Pe-1 是 常数 . 多 项 式 
1 十 plz 十 pa2z2 十 … 十 ZKz 


称 为 该 级 数 的 关系 尺度 (scale of relation). 

反之 , 根据 任何 有 理 函 数 都 可 以 表示 成 一 个 多 项 式 和 某 种 形 如 A/ (z 一 a)? 的 
部 分 分 式 之 和 这 一 已 知 的 结果 , 又 根据 负 整 数 次 寡 的 二 项 公式 推出 : 任何 分 母 不 能 
被 z 整除 的 有 理 函数 都 能 被 展开 成 一 个 对 于 模 充 分 小 的 z 收敛 的 寡 级 数 , 事实 上 ， 
如 果 |z| < p, 其 中 p 是 分 母 的 根 的 模 中 之 最 小 值 (参见 第 4 章 杂 例 第 26 题 以 及 其 
后 各 题 ). 将 上 面 的 论证 过 程 反 过 来 , 容易 看 出 这 个 级 数 是 一 个 循环 级 数 . 于 是 , 一 
个 固 级 数 是 一 个 循环 级 数 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 它 是 z 的 这 样 一 个 有 理 函 数 的 展 
开 式 . 

16. 差分 方程 的 解 . 形 如 第 15 题 中 (1) 的 一 个 关系 式 称 为 关于 an 的 常 系数 线 
性 差分 方程 (linear difference equation in anwith constant coefficients)， 这 种 方程 可 
以 用 一 种 方法 求解 . 将 用 一 个 例子 来 详细 说 明 此 方法 . 假设 该 方程 是 


an — an-1 — 8an-2+ 12an-3 = 0. 
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考虑 循环 窜 级 数 ”anzn". 如 同 在 第 15 题 中 那样 , 可 以 求 得 它 的 和 是 
ao 十 (al 一 ao)z+(az 一 al 一 8ao)z2 A 42 四 B 
1 一 z 一 8z2 十 12z3 1-2z (1-2z): 1+3z’ 
其 中 41, 4s 和 B 是 容易 用 ao,al 和 oa 来 表示 的 数 . 分 别 将 每 一 个 分 式 展开 , 我 们 
看 出 z" 的 系数 是 


an =2"{A1+(n+1) A2}+(-3)"B. 

41, 42, B 的 值 与 前 三 个 系数 ao, a1,az 有 关 , 而 ao, ai, aa 当然 可 以 任意 选取 . 

17. 差分 方程 un 一 2cosOun_1 十 un_z = 0 的 解 是 u,, =4cosnb+Bsinnb, 其 
中 4 和 B 是 任意 的 常数 . 

18. 如 果 w 是 一 个 关于 n 的 上 次 多 项 式 , 那么 污 wsz" 是 一 个 循环 级 数 , 它 
的 关系 尺度 是 (1 一 z)*1+1. (Math. Trip. 1904) 

19. 将 9/ {G -1)(z+ 2)?} 按照 z 的 升 宕 展开 . (Math. Trip. 1913) 

20. 一 位 作 掷 硬币 游戏 者 打算 对 每 次 出 现 的 正面 记 1 分 , 而 对 反面 记 2 分 , 他 
打算 继续 做 此 游戏 , 直到 总 分 达到 或 者 超过 n 停止. 证 明 : 他 恰好 达到 n 分 的 几率 


是 4 (3)} (Math. Trip. 1898) 


[如 果 pa 是 上 述 概率 ,那么 pa = 当 (pn-1+pn-o); 双 有 po =1,p1 = ] 
21. 证 明 ; 如 果 n 是 一 个 正 整数 , 且 a 不 是 诸 数 -1, -2,… , --n 之 一 , 那么 


1 1 1 /nl1 n 1 
PE 生 于 1jatli \V2 [CTUDCT 可 二 
[将 右边 的 每 一 项 分 解 成 部 分 分 式 即 得 此 结果 . 当 a > -1 时 , 通过 将 (1 - z")/ 
(1 一 z) 和 1- (1 一 z)” 分 别 按照 z 的 守 展 开 并 分 别 逐 项 进行 积分 , 此 结果 可 以 很 
简单 地 从 等 式 
| al dz 
了 
0 


一 1 
=| -0 
得 出 . 这 个 结论 是 一 个 代数 恒等式 , 它 必定 对 除了 一 1, -2,…… , -n 以 外 所 有 a 的 值 
为 真 . ] 
22. 用 级 数 乘法 证 明 


,09 Ge 这 Nn 
人 3 tat 于 
[可 以 求 得 z 的 系数 是 
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现在 利用 第 21 题 , 取 a = 0. ] 
23. 尽 可 能 完全 地 讨论 


对 于 实 的 或 者 复 的 z 的 收敛 性 . (Math.Ttip.1924) 
24. 如 果 当 n 一 o0 时 hn 一 4 以 及 B, 一 B, 那么 


Dx= L(A1B, + A2Bn_1+:…+ AnBi1) — AB. 


进一步 , 如 果 4。 和 B。 是 正 数 且 递 减 , 故 Dn 亦 然 . 
[ 设 hn = 4+en, 则 给 出 的 表达 式 等 于 
Bi+Ba+:……+ Bn 十 SB 十 caBn-1 十 十 enBl 
nn n 
其 中 第 一 项 趋向 4B( 第 4 章 杂 例 第 16 题 ). 第 二 项 的 模 小 于 B{ |ai| + |ez| 十 十 
len| }/n, 其 中 6 是 大 于 诸 |B-| 之 最 大 值 的 任意 一 个 数 : 且 这 个 表达 式 趋向 零 . ] 
25. 证 明 : 如 果 cn = ab 十 azbn-1 十 … 十 anb1, 且 


4 


4 =al 十 az 十 '… 十 an， 盏 一 太 十 加 十 … 十 加，Cn 一 cl 十 o2 十 :十 cn 
那么 就 有 
mm 一 Q1Bn 十 a2 甩 -1 十 … 十 an 忆 = biAn + boAn-i t+: + bnAl, 


以 及 
Ci+C2+:*+Cn = AiBn + A2Bn_i1+:: + AnB1. 


由 此 证 明 : 如 果 级 数 沁 an, 汇 bn 是 收敛 的 , 且 有 和 4, B, 所 以 4 一 4, B 一 

B, 那么 
(GC1+C2+:…+Cn)/n— AB. 

证 明 ”如 果 并 cn 收敛, 那么 它 的 和 是 4B. 此 结论 称 为 关于 级 数 乘法 的 Abel 定 
理 . 我 们 已 经 看 到 , 如 果 两 个 级 数 汀 an, 并 如 都 是 绝对 收敛 的 , 就 能 将 这 两 个 级 数 
相 乘 : 而 Abel 定理 则 表明 , 即使 在 有 一 个 级 数 不 是 绝对 收敛 或 者 两 者 都 不 是 绝对 
收敛 时 , 也 可 以 作 它们 的 乘积 , 只 需要 乘积 级 数 收敛 即 可 . 

26. 如 果 


An = a0+al+:…+an, 


an 一 


n+1)’ 
bn = aoan+aian-1+***+anao, Bn = bo b+ + bn, 
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那么 : () 嘻 an 收敛 于 一 个 和 4, 国 4 = 4+ O (n-}), (i) br 有 限 振 蓝 , (iv) 
BB。 二 ao4 十 a1An_1 十 … 十 anho, 以 及 (v)Bn 有 限 振荡 - (Math. Trip. 1933) 
27. 证 明 


2 
Et 证 
Ey ER, We 3 证 宇 是 过 本 三 二 
jl 313 ) 3 +8)+3i+r3+) 


1 Tx 和 7 TN ,证 
$$) =3-30+3) + (+t) 
[利用 第 9 题 证 明 这 些 级 数 的 收敛 性 . ] 
28. 证 明 : 如 果 m > -lp > 0,n > 0, 且 Um,n =| zm (1 一 2?)"dz, 那么 
0 


(m 十 np 十 1) Umn = npUmmn-1. 推导 出 


[Es (4) dr= Se (afaz， 
0 o 


并 用 适当 的 代 换 计算 这 些 积分 . (Math. Trip. 1932) 
29. 证 明 
dz _2-V2 | 
a Vr) 3a va 9 


(Math. Trip. 1932) 
30. 证 明 公式 


Det{ T+}dr = 小 (i+ 让) ra 


a I i 
| F {VE +1)-z}dz = 计 人 二 起 ) F (y) dy. 
特别 地 , 证 明 : 如 果 n > 1, 那么 
I dz Wi ld Re rer le pe 
| { t+e) |; { Et 叶 wa 
[在 本 例 以 及 接 下 来 的 几 个 例子 中 , 都 假设 了 所 讨论 的 积分 根据 第 184 节 以 及 
其 后 各 节 中 的 定义 有 意义 . ] 


31. 证 明 : 如 果 2y = az 一 bz-!, 其 中 a 和 45 是 正 数 , 那么 , 当 z 从 0 增加 到 oo 
时 , y 从 一 o0 递增 到 co. 从 而 证 明 


b 


[全 人- 多 je ro 人 fr] 
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oo 


如 果 fw) 是 个 函数 这 就 是 |，7 Go)dy 


0 


32. 证 明 : 如 果 2y = az 二 bz- 其 中 a 和 45 是正 数 , 那么 y 的 任何 大 于 Vlab) 
的 值 都 对 应 z 的 两 个 值 . 用 zi 记 其 中 较 大 的 一 个 值 , 而 用 za 记 其 中 较 小 的 那个 
值 , 证 明 ; 当 从 Vtab) 增加 到 co 时 , zi 从 V81a) 增加 到 co, 而 zz 则 从 V8/a) 
减少 到 零 . 从 而 证 明 


> sh yy _. d 
so | + y, 


VB 可 1 [ee 了 
far = 有， 上 


人 
33. 证 明 公式 

| (ee 3 十 tan $7) rp SS | f (cosecz) CE 
34. 如 果 a 和 bb 是 正 数 , 那么 


I dr 了 区 0 ds -六 
| (z2+a2)(z2+b) 2ab(at+b)’ | (z2+a2)(z2+b) 2(a+b)" 
推导 出 : 如 果 %%6 和 是 正 数 , 且 2 > om, 那么 
厂 dz 四 Tt 0 Z2dz 四 工 
o az4 二 26z2+T 2V(27A) Jo az4+26z2+T7 2V(2a4) 


其 中 4 = B+ Vlay). 再 在 第 31 题 中 取 f(y) = 1/ (cz + 好), 由 此 推出 最 后 一 个 结 
论 . [ 当 B2 < ar 时 , 最 后 两 个 结论 依然 成 立 , 不 过 此 时 它们 的 证 明 没 有 这 么 简单 . ] 
35. 证 明 : 如 果 b 是 正 数 , 那么 
下 T2dz _ 局 TZ4dz _ x 
lo (z2—a) +bz2 20” Jo {2 a + be2} 3 


36. 如 果 少 (z) 对 z > 1 是 连续 的 , 那么 


5 四 = 四 s 四 -| HW 


1<n<z 1 
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其 中 [z] 是 不 超过 z 的 最 大 整数 . (Math. Trip. 1932) 
37. 如 果 对 很 大 的 z 有 V” (z) = O(z-°), 其 中 a > 1, 那么 就 有 


(oe) 


De (m+ 3) = 站 saaz+c+roor9)， 


其 中 C 与 n 无 关 . (Math. Trip. 1923) 
[注意 到 


以 及 


过 二 | sin™ hsina (x — 0) d0, 
o 
其 中 mm 是 一 个 不 小 于 2 的 整数 , 那么 
m(m— 1) Jmn-2 = asin™ z+ (m? — a?) Jm. 
推导 出 


2 (92 _ 12 2 (22 一 a2 42 一 a2 
0) 0) (2) 


而 dl sin6z —.... 


2 
去 人 
cosaz=1— a 
(Math. Trip. 1923) 
39. 证 明 : 如 果 


二 sin 2nz 


$x 
到 

Un =| sin2nz cot zd7z， vn = | dz， 
0 0 2 


那么 ww = 3 且 有 一 三 轩 2qz = vw 最 后 一 步 是 我 们 的 假设 再 用 分 部 积分 
0 

法 或 者 其 他 方法 证 明 : un - ww 一 0; 并 推出 v= 3 

40. 如 果 a 是 正 数 , f(z) 在 除了 原点 之 外 的 点 皆 连 续 ， 


(Math. Trip. 1924) 


[1@= im| fa 


Ee 
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存在 , 且 


| 吧 (z)dz = 小 f(z)dz (Math. Trip. 1934) 
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204. 引言 


在 前 面 各 章 中 已 经 考虑 过 的 本 质 上 不 同类 型 的 函数 的 数量 不 是 很 大 , 最 重要 的 
是 多 项 式 、 有 理 函 数 、 显 式 或 者 隐 式 给 出 的 代数 函数 , 以 及 正 反 三 角 函 数 . 

随 着 数学 知识 的 逐步 扩展 , 越 来 越 多 种 类 的 新 函数 被 引进 到 分 析 之 中 . 引进 这 
些 新 的 函数 , 一 般 来 说 是 由 于 出 现 了 某 个 引起 数学 家 注意 的 问题 , 而 这 个 问题 无 法 
用 已 知 的 函数 来 加 以 解决 . 这 一 过 程 正好 可 以 与 首次 引入 无 理 数 以 及 复数 的 情形 
相 比较 , 在 引入 无 理 数 与 复数 时 ,人们 发 现 有 某 种 代数 方程 不 可 能 用 已 知 的 数 求 得 
解答 . 新 函数 的 最 富有 成 果 的 源泉 之 一 是 积分 学 的 问题 . 人 们 力图 用 已 知 的 函数 对 
某 个 函数 f(z) 进行 积分 . 然而 这 些 努力 失败 了 , 经 过 若干 次 失败 之 后 , 逐渐 显现 出 
有 可 能 该 问题 是 不 可 解 的 有 时 人 们 证 明了 情形 确实 如 此 ; 不 过 通常 来 说 , 一 个 如 
此 严格 的 证 明 并 不 是 唾 手 可 得 的 , 而 是 要 等 到 以 后 才能 给 出 . 一 般 来 说 , 一 旦 数学 
家 有 理由 确信 该 问题 无 解 , 他 们 就 会 把 这 种 不 可 能 性 当 作 已 知 的 对 象 , 并 用 具有 所 
要 求 的 性 质 来 定义 一 个 新 的 函数 下 (z), 例如 已 (z) = f(z). 从 这 个 定义 出 发 , 人 们 
研究 了 已 (z) 的 性 质 ; 而 且 这 样 看 来 尺 (z) 具有 以 前 所 知道 的 函数 的 任何 有 限 组 合 
所 不 可 能 具有 的 性 质 ; 这 就 使 得 原来 的 问题 不 可 能 求解 这 一 假设 得 以 确认 . 在 前 面 
的 章节 中 就 出 现 过 一 个 这 样 的 情形 , 当时 是 在 第 6 章 中 曾经 用 等 式 


| 嵌 
logz= | 一 
全 


定义 了 函数 logz. 

让 我 们 来 考虑 有 什么 理由 假设 log z 是 一 个 真正 全 新 的 函数 ， 我 们 已 经 看 到 ( 例 XLII 第 
(4) 题 ), 它 不 可 能 是 一 个 有 理 函数 , 这 是 因为 有 理 函数 的 导数 是 一 个 分 母 只 包含 重 因子 的 有 理 
函数 . 它 是 否 可 能 是 一 个 代数 函数 或 者 三 角 函数 的 问题 则 更 为 困难 . 但 是 , 通过 儿 次 实际 操作 
很 容易 确信 : 其 导数 无 论 如 何 也 不 能 避免 是 代数 无 理 式 . 例如 , 对 VII 十 2) 求 导 任意 多 次 的 
结果 都 永远 是 V{1 十 z) 和 一 个 有 理 函数 的 乘积 , 一 般 情 形 亦 如 此 . 类 似 地 , 如 果 对 一 个 含有 
sinz 或 者 cosz 的 函数 求 导 , 这 些 函数 中 总 有 某 一 个 仍 保留 在 结果 中 . 

这 样 一 来 , 我 们 的 确 并 没有 log z 是 一 个 新 函数 的 严格 证 明 一 一 我 们 并 未 声称 给 出 这 样 
一 个 证 明 ” 一 一 但 是 假设 它 是 一 个 新 函数 是 合理 的 . 我 们 因此 将 这 样 来 处 理 它 , 经 过 检验 将 会 
发 现 它 的 性 质 与 已 经 遇 到 过 的 任何 函数 的 性 质 都 没有 相同 之 处 . 


@ 这 样 一 个 证 明 请 见 第 134 节 末尾 处 提 及 的 作者 的 专著 - 
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205. logz 的 定义 


我 们 用 等 式 a 
logz = | 至 


定义 z 的 对 数 log rz. 必须 假设 z 是 正 数 , 这 是 因为 ( 例 LXXVI 第 (2) 题 ) 如 果 积 
分 区 域 包含 点 z = 0, 则 此 积分 没有 意义 . 可 以 选取 一 个 异 于 1 的 积分 下 限 ; 不 过 1 
会 被 证 明 是 最 方便 的 . 根据 此 定义 有 log1 = 0. 
现在 要 考虑 当 z 从 0 变动 到 oo 时 , log z 的 性 状 如 何 . 由 定义 立即 推出 , logz 
是 z 的 连续 函数 , 与 z 一 起 递增 , 且 有 导数 
下 logz 三 
dz 人 
又 由 第 181 节 推出 : 当 z 一 co 时 , logz 趋向 oo. 
如 果 x 是 正 数 , 但 小 于 1, 那么 logz 是 负 的 . 因为 
dt 1dt 
wz=| 尘 =-| 时 < 0. 
此 外 , 如 果 在 积分 中 作 代 换 t= 1/u, 就 得 到 
“dt Wr du 
gz=| 到 全 -| Te 一 log 元 . 
于 是 当 > 从 1 减 小 到 0 时 , logz 趋 于 -co. 
对 数 函 数 的 图 的 一 般 的 形式 画 在 图 48 中 . 由 于 logz 的 导数 是 1/z, 当 x 很 大 
时 , 曲线 是 很 平和 的 , 而 当 z 很 小 时 , 曲线 则 很 陡峭 . 


0 


例 LXXXIII 
(1) 根据 定义 证 明 
I 


I 
Tx <ls(l+e)<s (>0); (bz <—log(1 -7) < (0<z<1). 


(a) 


了 十 区 
[例如 对 (a) 注意 到 log (1+ 加 -| 至 而 被 积 函数 介 于 1 与 1/ (1+z) 之 间 . ] 
(2) 证 明 不 等 式 
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Ll 


() 2— Je? < log(1+2) E>0， 国 于 
0 2logr <2rlogzr <z—1 (z>1); 


- z+l 1 _ 
(iv) 0 <2 二 一 log < 5 (z>0); 
2 EE 1 2z 十 1 
Math.Trip.1931, 1933, 1936, 
(v) pr <log 和 < 云 CTTJ (z>0) (Ma rip. ) 


(3) 证 明 : lim lg2 = bin et 1. [利用 第 (1) 题 ] 


Ee 了 一 1 = 
206. log z 所 满足 的 函数 方程 
函数 logz 满足 函数 方程 


f (zy) = 了 (z) + f(y). (1) 
因为 , 作 代 换 t= yu 就 看 出 


dt 『 du 『 du jE du 
log zy = 一 一 一 =| 一 一 4 
1 tu 14 几 4 


=logz 一 log(1/y) = logz + logy, 


这 就 证 明了 定理 . 

例 LXXXIV 

(1) 可 以 证 明 : 方程 (1) 没有 具有 微分 系数 且 与 logz 本 质 上 不 同 的 解 . 因为 当 
我 们 对 该 函数 方程 求 导 时 , 第 一 次 关于 z 求 导 , 然后 关于 y 求 导 , 就 得 到 两 个 方程 


yf’ (zy) = f(z), zf' (zy) = "(9); 


所 以 , 消去 f' (zy) 得 到 zf' (z) = yf'(y). 但 是 如 果 此 式 对 于 每 一 对 zx 和 vy 的 值 都 
成 立 , 则 必定 有 zj (z) = C, 也 即 有 f'(z) = C/z, 其 中 C 是 一 个 常数 . 从 而 


闫 (9 王 |s —dz+C’=Clogz+O’, 


代入 (1) 得 到 C' = 0. 故而 除了 取 C = 0 所 得 到 的 平凡 的 解 f(z) = 0 之 外 , 没有 
本 质 上 与 logz 不 同 的 解 存 在 . 
(2) 用 同样 的 方法 证 明 : 方程 


0+ -7 (EY) 
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没有 具有 微分 系数 目 与 arctan z 本 质 上 不 同 的 解 . 
(3) 证 明 : 如 果 m 十 1 > 0, 则 当 一 co 时 有 ) 0: 


[如 果 m 是 一 个 整数 , 那么 对 n> m 有 w = ( 山 ) = 0, 这 就 没有 什么 要 证 


明 的 了 . 于 是 我 们 假设 p< m < p+1, 其 中 了 是 一 个 不 小 于 -1 的 整数 . 在 此 情形 
tl 见 Y 对 于 wv>p+1 是 负 的 , 且 绝 对 值 小 于 1, 所 以 wu 交替 地 改变 符号 ， 


Uy v+l1 


且 |w| 递减 . 又 有 


log luvt1l ee AL ES Pj 2 区 之 不 二 
lu,l v+l1 


所 以 当 n 一 oo 时 有 loglunni| 一 loglupri| < 一 (二 1) DD 了 一: 故而 
Un+1 一 0. Se 

如 果 m= -1 则 有 wn = (-1U". 如 果 m 十 1 < 0, 那么 |un| 与 1 一 起 递增 . 证 
明 此 时 有 lun| 一 co. ] 
207. 当 x 趋向 无 穷 时 log z 趋向 无 穷 的 方式 


在 第 98 节 中 我 们 对 于 很 大 的 z 定义 了 一 阶 大 量 、 二 阶 大 量 、 三 阶 大 量 .… …: 
这 样 的 函数 . 一 个 函数 f(z) 称 为 是 一 个 k 阶 大 量 , 如 果 当 zx 趋向 无 穷 时 f(x) /z* 
趋向 一 个 异 于 零 的 极限 . 

容易 定义 出 整个 一 系列 的 函数 , 当 z 趋向 无 穷 时 它们 以 逐渐 减 慢 的 速度 趋向 
无 穷 . 例如 Vz, Wz, YT,… 就 是 这 样 一 列 函数 . 一 般 来 讲 我 们 可 以 说 : 当 x 很 大 
时 , ze( 这 里 a 是 任何 正 有 理 数 ) 是 a 阶 大 量 . 可 以 假设 a 可 以 如 我 们 所 希望 地 那 
样 小 , 例如 小 于 0.000 000 1. 可 能 有 人 会 认为 , 只 要 让 a 取 遍 所 有 可 能 的 正 数 , 就 
能 穷尽 f (x) 的 可 能 的 “无 穷 大 的 阶 ”. 无 论 如 何 都 可 假设 : 如 果 f(z) 与 > 一 起 趋 
向 无 穷 大 , 且 无 论 它 趋向 无 穷 大 的 速度 多 么 慢 , 都 能 找到 一 个 适当 小 的 a 的 值 , 使 
得 zc 趋向 无 穷 的 速度 比 它 更 慢 ; 类 似 地 , 如 果 f(z) 与 z 一 起 趋向 无 穷 大 , 且 无 论 
它 趋向 无 穷 大 的 速度 多 么 快 , 都 能 找到 一 个 适当 大 的 a 的 值 , 使 得 x* 趋向 无 穷 的 
速度 比 它 更 快 . 

然而 log z 的 性 状 粉碎 了 任何 这 样 的 企 望 . > 的 对 数 与 x 一 起 趋向 无 穷 , 但 是 
比 z 的 任何 正 款 次 (整数 次 宕 或 者 分 数 次 畦 ) 趋向 无 穷 的 速度 都 要 慢 ， 换 句 话说 ， 
logz 一 co, 然而 对 a 的 所 有 的 正 有 理 数值 都 有 

logz 


一 0. 
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208. 当 z 一 ce 时 zx-“logz 一 0 的 证 明 
设 8 是 任意 一 个 正 的 有 理 数 . 那么 当 t> 1 时 有 太 ! < 奶 -, 所 以 


从 而 对 z > 1 有 


B BB 
现在 , 如 果 a 是 正 数 , 则 可 以 选取 一 个 更 小 的 正 数 8, 这 样 就 有 
logz 2-° 
ze < 5 
但 是 当 z 一 co 时 有 zp-e 一 0, 这 是 因为 5 < a 于 是 就 有 z-“logz 一 0. 
209. 当 z 一 +0 时 logz 的 性 状 
由 于 当 z = 1/y 时 有 


0 < 


Zelogzr= —y° logy, 
由 上 面 证 明 的 定理 推出 


yoy logy=— lm % logz=0. 


于 是 , 当 z 取 正 的 值 趋向 零 时 , logz 趋向 -co, 而 log (1/z) = 一 logz 则 趋向 oo, 但 
是 log (1/z) 比 1/z 的 任何 正 赛 次 (整数 或 分 数 次 赛 ) 趋向 oo 的 速度 都 要 慢 . 


210. 无 穷 大 的 尺度 , 对 数 尺 度 


再 次 考虑 函数 序列 


它 有 如 下 性 质 : 如 果 f(z) 和 %(z) 是 包含 在 其 中 的 任何 两 个 函数 , 那么 当 z 一 oo 
时 , f(z) 和 %(z) 两 者 都 趋向 co, 而 f(z) /4 (z) 趋向 零 或 者 趋向 oo, 要 根据 在 该 函 
数 序列 中 f(z) 是 出 现在 4(z) 的 右边 还 是 左边 来 决定 . 现在 可 以 通过 在 所 有 已 经 
写 出 来 的 函数 的 右边 插入 新 的 项 来 延续 这 一 序列 . 首先 可 以 插入 logz, 它 比 原 有 的 
任何 一 项 趋向 无 穷 都 要 更 慢 一 些 . 然后 可 以 添加 Vllogz), 它 比 logz 趋向 无 穷 更 
慢 , 再 添加 (iogz), 它 要 比 Vllogz) 趋向 无 穷 更 慢 , 如 此 等 等 . 这 样 就 得 到 一 列 
函数 


VB VE, YE ,logz, Vogz), Vllogz),., Vllogz),, 
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它 是 由 两 个 确 为 无 穷 的 函数 序列 构成 的 , 其 中 一 列 函 数 排 在 另 一 列 函 数 的 后 面 . 现 
在 可 以 考虑 函数 loglogz( 它 是 logz 的 对 数 ) 来 进一步 扩展 这 一 序列 . 由 于 对 于 a 的 
所 有 取 正 数 的 值 都 有 z-*logz 一 0, 取 z =logy 即 得 


(logy) “loglogy =7 log7 一 0. 


从 而 loglogy 与 y 一 起 趋向 oo, 但 它 要 比 logy 的 任何 赛 次 趋向 oo 都 要 慢 . 这 样 
就 可 以 将 我 们 的 函数 序列 扩充 成 如 下 形式 


Ti VE Blogz,V(logz) VY (logz),..., 


loglogz, Vlloglogz),..., Vloglog7),.….; 

现在 容易 看 出 , 通过 引进 函数 logloglog z, log logloglog z,…, 可 以 将 此 函数 序列 任 
意 延 拓 下 去 . 令 x = 1/y 可 以 得 到 一 个 类 似 的 关于 y 的 函数 的 无 穷 大 的 尺度 , 这 些 
函数 当 y 取 正 的 值 趋向 零 时 都 趋向 o0”. 

例 LXXXV 

(1) 该 函数 序列 中 任何 两 项 f(z) ,F(z) 之 间 , 可 以 插入 一 个 新 的 项 %(z), 使 
得 $5(z) 趋向 无 穷 要 比 f(z) 更 慢 , 而 比 F(z) 更 快 ，[ 例 如 在 Vz 和 x 之 间 可 
以 插入 z 喜 , 而 在 Vllogz) 和 (logz) 之 间 可 以 插入 (logz) 吉 . 一 般 地 , $ (7) = 
V{f(z) F(z)} 满足 所 陈述 的 条 件 . ] 

(2) 求 一 个 函数 , 它 比 Vz 趋向 oo 更 慢 , 但 比 z? 趋向 无 穷 更 快 , 其 中 a 是 任 
意 一 个 小 于 3 的 有 理 数 . [z3 (log zx)-? 就 是 这 样 的 一 个 函数 , 其 中 8 是 任意 一 个 正 
有 理 数 . ] 

(3) 求 一 个 函数 , 它 比 Vz 趋向 oo 更 慢 , 但 比 Vz (logz) ”趋向 无 穷 更 快 , 其 
中 a 是 任意 一 个 正 有 理 数 . [V3 (loglogz)-: 就 是 这 样 的 一 个 函数 .从 这 些 例子 中 
可 以 总 结 出 如 下 的 结论 : 不 完备 性 (incompleteness) 是 对 数 函数 作成 的 无 穷 大 尺度 
固有 的 特性 .] 

(4) 当 z 趋向 oo 时 , 函数 


f(z) = {2°(logz)” (loglogz)®” }/{zellogz)e (loglogz)2 
性 状 如 何 ? [如 果 a 关 B, 则 
f(z) = zere(logzj" -9 (loglogz)o 人 


的 性 状 由 z?-2 来 控制 . 如 果 a = B, 那么 > 的 宕 消失 , 而 f(z) 的 性 状 则 由 
(logz)” -4 来 控制 , 除非 有 ao = B'; 而 当 aw = 8 且 a = Pr 时 , f(z) 的 性 状 


@ 有 关 “ 无 穷 大 的 尺度 ”的 更 完整 的 内 容 , 请 见 第 178 节 末尾 所 引用 的 作者 的 论文 . 
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被 (loglogz)” -2 所 控制 . 从 而 , 如 果 a > 6, 或 者 a = PB, 且 a > DB 又 或 
a=pa =B' 且 o>pPBr 时 , 均 有 f(z) 一 00; 而 当 a<PB, 或 者 a=B 且 a < 
又 或 a=B,a = 且 a”<pB" 时 , 均 有 f(x) 一 0.] 
(5) 根据 当 z 很 大 时 无 穷 大 的 阶 的 大 小 排列 如 下 函数 
z TV(logz) zloglogz zlogloglogz 
Viogz)” loglogz ° Vllogz)' Vlloglogz) - 
(6) 证 明 , 对 很 大 的 > 有 


1 1 z+1 1 1 
iog(z+ =Io8z+0 (2), 31l%8z—1 =3+0 (二 ) 


1 
loglog 2 二 = logz +log2+0 (3), log (zlogz) ~ logz. 
(7) 证 明 
d a d a 
logz)” = ; log ljogz)2 = 一 -一 一 一 一 ， 
王 ( 87) zr(logz)' ™ 王 glogz) zlogz (loglogz)!° 
| 证- lo | 1 logl 
zlogz OB zlogrloglogr 人生 


(8) 证 明 : 曲线 y = zm (logz)"( 其 中 z 是 正 数 , 且 m 和 是 大 于 1 的 整数 ) 至 
少 有 两 个 拐点 , 且 有 可 能 有 更 多 的 拐点 . 概略 描述 该 曲线 当 n 为 奇数 时 的 形状 . 
(Math.Trip.1927) 


211. 数 e 


现在 要 引进 一 个 数 , 通常 用 。 来 表示 它 ， 它 与 x 相似 , 是 分 析 中 的 基本 常数 
之 一 
定义 。 是 其 对 数 为 1 的 那个 数 . 换 名 话说,e 由 等 式 


dt 
:=[ 尝 
来 定义 . 由 于 logz 是 z 的 在 第 95 节 的 严格 意义 下 的 增加 函数 , 故而 它 只 能 取 值 1 


一 次 . 从 而 我 们 的 定义 是 有 明确 意义 的 . 
现在 有 log zy = logz 十 logy, 所 以 


logz2 =2logr, logz?=3log7z,... ,logz"=nlogz 
其 中 n 是 一 个 正 整 数 . 于 是 


loge” =nloge=n. 
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此 外 , 如 果 p 和 g 是 任意 的 正 整数 , 且 ez/ 表示 e? 的 4 次 方 根 , 则 有 
p=1loge? = log (ee = glogep/?， 
所 以 log er/? = p/gq. 这 样 一 来 , 如 果 y 是 任意 一 个 正 有 理 数 , 而 ey 表示 e 的 正 的 y 
次 宕 , 就 有 
logey = y, (1) 
且 loge-y = -logey = 一 y. 故而 等 式 (1) 对 y 的 所 有 有 理 数 值 ( 正 的 或 者 负 的 ) 均 
成 立 . 换 句 话说 , 等 式 


y=logz, T= (2) 
互 为 对 方 的 推论 , 只 要 y 是 有 理 数 , 且 ev 取 正 的 值 . 目前 我 们 还 没有 对 指数 是 无 理 
数 时 的 形 如 ev 的 窜 给 出 定义 , 而 只 对 y 的 有 理 数值 定义 了 函数 er. 
例 
证 明 2 <e < 3. [首先 显然 有 


所 以 有 2 <e. 又 有 
[ 许 = | 主 +[ 计 = du a 1 du -4| du i 
it jt Jt jo2-u j2+u Mr esr 
所 以 e<3.] 
212. 指数 函数 


现在 来 对 y 的 所 有 实数 值 来 将 指数 函数 ey 定义 为 对 数 函 数 的 反 函数 . 换言之 ， 
如 果 y = logz, 我 们 就 记 


T=ey. 

我 们 看 到 , 当 z 从 0 变化 到 oo 时 , y 在 严格 意义 下 递增 , 且 从 一 oo 变 到 co. 从 
而 y 的 一 个 值 对 应 于 z 的 一 个 值 , 且 反 之 亦 然 . y 还 是 z 的 连续 函数 , 而 由 第 110 
节 推 出 , z 也 同样 是 y 的 连续 函数 . 

容易 给 出 指数 函数 连续 性 的 一 个 直接 的 证 明 . 因为 如 果 z = ev, 且 x 十 =ev1", 那么 

ede 
7 =| EE 
于 是 , 当 & > 0 时 jn| 就 大 于 &/ (z 十 旨 , 而 当 & < 0 时 它 大 于 上 |/z; 而 且 , 如 果 7 很 小 , 那么 
€ 也 必定 很 小 . 

于 是 @ 是 y 的 正 值 的 连续 函数 , 当 y 从 -co 变 到 oo 时 , 此 函数 从 0 递增 地 
变 到 oo. 此 外 , 只 要 y 是 一 个 有 理 数 , ey 就 是 数 e 的 正 的 y 次 寡 , 这 与 初等 定义 相 
一 致 . 特别 地 , 当 y = 0 时 有 ev = 1. ey 的 图 的 一 般 的 形状 画 在 第 205 节 图 49 中 . 
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213. 指数 函数 的 主要 性 质 


(1) 如 果 z = ey, 则 有 zy = logz, 那么 
dgy_l1 dr 


= 二 一 ey. 


dr 7 dy 本 
从 而 指数 函数 的 导数 等 于 函数 本 身 . 更 一 般 地 有 


(2) 指数 函数 满足 函数 方程 
f(y+z) = f(y) f(z). 


当 y 和 z 是 有 理 数 时 , 此 结论 由 通常 的 指数 运算 法 则 推导 得 出 . 如果 y 是 无 理 
数 或 者 z 是 无 理 数 , 或 者 它们 两 者 都 是 无 理 数 , 我 们 可 以 选取 两 列 有 理 数 如, yo,… ， 
加 和 z1,z2,.… ,zn，…, 使 得 limy,, = y, lim z, = z. 这 样 一 来 , 由 于 指数 函数 
是 连续 的 , 就 有 


ey x e* = lime x lime*™" 一 limeyn+zn = eytz. 


特别 地 有 ey x e-Y =e? =1, 也 即 e-v = 1/ev. 
也 可 以 从 logz 所 满足 的 函数 方程 推导 出 ev 所 满足 的 函数 方程 ， 因 为 , 如 果 
1 = logz1, go = logzz, 则 zl = ey, z2 = ew, 那么 yi + yo = logzi + logz2 = 
log zlz2, 所 以 
@Yity2 一 elogzl72 一 Z172 = eyl x ey. 
(3) 当 % 趋向 无 穷 大 时 , ey 趋向 无 穷 大 要 比 y 的 任何 款 次 趋向 无 穷 大 更 快 ， 也 
即 当 % 一 co 时 , 对 于 所 有 的 无 论 多 么 大 的 a 的 值 都 有 


3 
lm =lime yy =0. 


我 们 看 到 , 对 于 任何 正 的 8 的 值 , 当 z 一 oo 时 有 z-elogz 一 0. 用 a 代替 
1/B, 就 看 出 对 于 任何 a 的 值 都 有 z-1 (logz)” 一 0. 取 z = ey 即 得 此 结果 . 同样 显 
然 的 是 , 如 果 Y > 0, 则 eny 趋向 co, 而 当 7 < 0 时 它 趋向 0, 且 在 每 一 种 情形 它 都 
比 y 的 任何 徊 趋向 相应 的 极限 更 要 快 . 

由 此 结论 推出 , 可 以 构造 出 一 组 “无穷 大 的 尺度 ”, 它 与 第 210 节 所 构造 的 无 穷 大 的 尺度 
类 似 , 但 是 是 向 相反 的 方向 延伸 开 来 , 也 就 是 说 是 一 列 函数 作成 的 尺度 , 它们 当 z 一 oo 时 越 
来 越 快 地 趋向 cc?. 这 一 尺度 就 是 
@@ 指数 函数 是 通过 将 等 式 y = log z 反 转 成 = = ev 而 加 以 定义 的 ; 到 目前 为 止 , 在 讨论 它们 的 性 质 时 ， 

我 们 已 经 把 y 作为 独立 自 变量 来 使 用 , 而 把 z 取 作 为 因 变量 .除了 当 需 要 闻 时 考虑 像 y = log z， 
工 二 ey 这 样 一 对 方程 之 外 , 我 们 现在 将 反 过 来 采取 更 为 自然 的 方式 , 取 z 作为 独立 自 变 量 . 
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1 2 
EE ee ee 


其 中 em， ,ee 当然 是 表示 el(””),… ,etc 

读者 可 以 尝试 将 第 210 节 以 及 例 LXXXV 中 作出 的 关于 对 数 无 穷 大 的 尺度 所 作 的 注解 也 
应 用 到 “指数 尺度 ”的 情形 中 去 . 当然, 这 两 种 尺度 可 以 (如 果 把 一 种 尺度 的 次 序 反 过 来 ) 组 合 
成 为 一 种 尺度 


了 


.oglogz,. ogT Tr ers er se 
例 LXXXVI 
(1) 如 果 Dyz = az, 那么 z= Ke"y, 其 中 天 是 一 个 常数 . 
(2) 方程 1(y + z) = f(y) f(z) 没有 与 指数 函数 本 质 上 不 同 的 解 . [假设 f(y) 
有 微分 系数 . 对 该 方程 依次 关于 y 和 > 求 导 , 就 得 到 
f(y+z)=7 (12), fF (y+z)=f (9) f(z). 
从 而 7(y) /f(y) = f(z) /f(z), 从 而 每 一 边 都 是 一 个 常数 ， 这 样 一 来 , 如 果 x = 
了 (四, 则 有 Dz = az, 其 中 a 是 一 个 常数 , 所 以 = Kew( 第 (1) 题 ). ] 
(3) 证 明 : 当 y 一 0 时 , (e%Y 一 1)/y 一 a. [用 中 值 定理 我 们 得 到 e*Y 一 1 = aye””， 
这 里 0 < |n| < yl.] 
(4) 证 明 : er -1 一 zx,e-* 一 1+Z 以 及 1 一 B+ 各 一 (1 十 z)e-” 对 于 正 的 z 
是 正 的 递增 函数 . (Math.Trip.1924) 
(5) 证 明 : 当 z 一 oo 时 , 对 所 有 的 整数 m 和 有 
(#2) (ze 一 0. (Math.Trip.1936) 
214. 一 般 的 露 a” 
除了 在 a = e 的 情形 之 外 , 函数 az 仅 对 z 的 有 理 数 值 给 出 了 定义 . 现在 要 来 
考虑 a 取 任何 正 数值 的 情形 . 假设 z 是 一 个 正 有 理 数 p/q. 那么 吉 az/ 的 正 的 值 
4 由 多 = az 给 出 ; 由 此 推出 


dlogy =ploga, logy= (p/q)loga= 7loga, 


所 以 


y= erlge 


当 z 为 无 理 数 时 , 就 取 这 个 等 式 作为 a 的 定义 . 例如 10vz =ev210510. 注意 , 当 z 是 
无 理 数 时 , ar 仅 对 正 的 a 的 值 有 定义 , 而 它 本 身 基 本 上 是 正 的 ; 且 有 loga” = zloga. 
函数 a* 的 最 重要 的 性 质 如 下 所 示 . 

(1) 无 论 a 取 什 么 样 的 值 , 都 有 az x ozy = az+y 以 及 (az)y = azy， 换 名 话说， 
指数 法 则 不 但 对 有 理 指数 成 立 , 对 无 理 指数 也 同样 成 立 . 因为 , 首先 有 
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1 
az xy 一 erloge x eyloge ~ elz+y)loga ~ grty, 


其 次 有 
(az) = eylogo 一 ezyloge ~ gany. 

(2) 如 果 a > 1 那么 a* = erloga = esz, 其 中 a 是 正 数 . 在 这 种 情形 ar 的 图 
形 与 er 的 图 形 相似 , 且 当 z 一 co 时 有 az 一 oo, 它 比 z 的 任何 寡 趋 向 无 穷 的 速度 
都 要 快 . 

如 果 a < 1, 那么 oz = er!os0 = e-Pr, 其 中 6 是 正 数 . 此 时 ar 的 图 形 与 er 的 
图 形 相似 , 不 过 要 将 es 的 图 形 左 右 颠 倒 过 来 看 ", 当 z 一 co 时 az 一 0, 且 它 比 1/z 
的 任何 寡 趋 向 零 的 速度 都 要 快 . 

(3) oz 是 z 的 可 导 函 数 , 且 


Daaz = Deerloga = erlogeloga 一 azloga. 
(4) az 也 是 a 的 可 导 函 数 , 且 
Duaz = Daerioga = erloga (z/a) = zar-!. 


(5) 由 (3) 推出 
lim 富 


= loga; 
因为 此 式 的 左边 是 当 = = 0 时 Daoz 的 值 , 此 结果 与 例 LXXXVI 的 第 (3) 题 等 价 . 
在 前 面 几 章 中 叙述 了 许多 与 函数 oz 有 关 的 结果 , 这 些 结果 都 有 z 是 有 理 数 这 
一 限制 条 件 . 本 节 里 给 出 的 定义 和 定理 使 我 们 可 以 去 掉 这 一 限制 . 
215. em 表示 为 极限 
在 第 4 章 第 73 节 中 我 们 证 明了 : 当 一 ce 时 {1 十 (1/n)}" 趋向 一 个 极限 , 这 
个 极限 暂时 记 为 e. 不 过 我 们 可 以 建立 一 个 更 加 一 般 性 的 结果 , 也 就 是 由 下 述 等 式 


给 出 的 结果 
(ta) i (=) 中 
此 结论 非常 重要 , 我 们 要 来 指出 另外 一 条 证 明 的 路 线 . 
(1) 由 于 
(ll 十 zt) = I 

由 此 推出 

Jlim log (1+zh) _ i 

h—0 h 


OD 也 就 是 说 ,az 的 图 形 与 (2) 的 图 形 关于 y 轴 为 对 称 . 一 译 者 注 
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如 果 令 h=1/8, 即 看 出 当 上 一 co 或 上 一 -co 时 有 


limé€ log 人 十 引 和 


由 于 指数 函数 是 连续 的 , 由 此 推 得 当 & 一 co 或 5 一 -co 时 有 


zr € 
人 十 引 一 eflog(1+(z/6)) 一 ez; 


也 即 


间 € 

I I 
lim (1+ 二 ] = 了 1+=) =er. 
(人 引 am 人 ( 避 ° 


(2) 


如 果 假 设 5 仅仅 取 整 数值 趋向 oo 或 者 -oo, 就 得 到 由 等 式 (1) 所 表示 的 结论 . 


(2) 如 果 n 是 任意 一 个 正 整 数 , 且 z > 1, 则 有 


“dt = dt 
1 FOI < 1 En) 


n (1 一 xy) <logr<n (ay" 一 1) 
记 y = logz,z = ey. 则 根据 (3) 并 经 过 简单 的 变换 之 后 得 出 


也 即 


(+ <e<(- 约 


如 果 0< <1, 则 由 第 74 节 的 (4) 有 


1-(1-6" <n{1-(1-8}=n, 


所 以 
(1-€) "<(1-nt)!. 


特别 地 , 如 果 上 = 好 /nm2, 且 > 妃 , 则 (5) 为 真 . 于 是 


人 


当 n 一 oo 时 它 趋向 零 ; 现在 由 (4) 就 得 出 (1). 


(3) 


我 们 将 以 下 问题 留 给 读者 解决 : (i) 当 0 < z < 1 时 在 讨论 中 作出 必要 的 改变 ， 


以 及 (区 对 于 负 的 z 推导 出 结论 . 
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216. log z 表示 成 极限 
我 们 还 可 以 证 明 
limn Q 一 ss) = limn (a 一 1) = logz. 


因为 
nm (za 一 1) -2 人 (1 -zy") =n (oe 一 1) (1-2-™"), 


当 一 oo 时 它 趋向 零 , 这 是 因为 n (zl/" 一 1) 趋向 一 个 极限 (第 75 节 ), 而 z-l/n 
趋向 1( 例 XXVII 第 (10) 题 ). 现在 由 第 215 节 的 不 等 式 (3) 就 推出 此 结论 . 

例 LXXXVII 

(1) 在 第 215 节 的 不 等 式 (4) 中 取 y = 1 以 及 n=6, 证明 2.5 < e < 2.9. 

(2) 如 果 当 一 co 时 有 ntn 一 4, 那么 (1 二 6)” 一 et. [将 mlog(1+ 名 ) 写成 
如 下 形式 


名 
并 利用 例 LXXXIII 第 (3) 题 , 即 看 出 有 nlog (1 +&,) 一 1.] 
(3) 如 果 nén 一 co, 那么 (1+ 全 用 一 oo; 又 如 果 1+ 名 >0 且 men 一 一 00, 则 


1( 咯 ) te 
1 


(1+é€n)" — 0. 


(4) 由 第 215 节 的 (1) 推导 出 定理 : ev 趋向 无 穷 要 比 y 的 任何 次 宪 趋 向 无 穷 更 
快 . 


217. 常用 对 数 
读者 可 能 对 于 对 数 的 思想 以 及 它 在 数值 计算 中 的 应 用 较为 了 解 . 应 该 记 住 , 在 
初等 代数 中 , x 的 以 a 为 底 的 对 数 log。 x 由 等 式 


T=ay, y=logar 


来 定义 . 此 定义 当然 仅 适用 于 y 是 有 理 数 的 情形 . 
我 们 所 定义 的 对 数 是 以 。 为 底 的 对 数 . 对 于 数值 计算 而 言 , 将 会 用 到 以 10 为 
底 的 对 数 . 如 果 


y=logz= logerz, z= logioz, 


那么 z = ey, 且 也 有 z= 10z 一 erlogl0, 所 以 


logio 7 = (log。z) / (log。10) . 
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故而 , 只 要 计算 出 log。 10, 就 容易 从 一 种 对 数 系统 过 渡 到 另 一 种 对 数 系统 . 

详细 讨论 对 数 的 实际 应 用 并 不 是 本 书 的 一 个 目的 . 如 果 读 者 对 此 不 熟悉 的 话 ， 
可 以 参考 一 本 代数 或 者 三 角 的 教科 书 ”. 

例 LXXXVIII 

(D 证 明 


Desz cosbr = resz cos(br+0), Dre®™ sinbr = re®® sin (bz + 0), 


其 中 > = V(a7 十 避 ), cos9 = a/r, sing = b/r. 由 此 确定 函数 ez cosbz, er* sinbz 的 
n 阶 导 数 . 特别 地 , 证 明 


( 羡 ) ez sinbz = (asecb)"e"* sin (bz 十 mb) . 
(Math.Trip.1932) 
(2) 如 果 yn 是 eex sinbz 的 n 阶 导数 , 那么 


Yn+1 — 2ayn + (a2 十 刀 ) yn_1 = 0. (Math.Trip.1932) 
(3) 如 果 yn 是 z2er 的 n 阶 导数 , 那么 
=n Dn(n -nt nD)y 
(Math.Trip.1934) 
(4) 画 出 曲线 y = e-"7sinbz 的 图 , 其 中 a 和 bb 是正 数 . 证 明 : y 有 无 穷 多 个 极 
大 值 , 它们 构成 一 个 几何 级 数 且 均 位 于 曲线 
b 


1 = 一 一 一 e (Math.Trip.1912, 1935) 
V(a2z 十 好 ) 
有. 
(5) 包含 指数 函数 的 积分 . 证 明 
acosbz 十 bsinbr oz asin bz 一 bcos br 
| cosbrdz = a a | sin bzdz = 二 


[用 7,J 来 记 这 两 个 积分 , 并 利用 分 部 积分 法 , 即 得 
alT =e"”cosbr+b], aJ=e””sinbr—bI 


关于 了 和 J 求解 这 些 方程 . ] 


@ 例如 , 参见 Chrystal 所 著 Algebra 一 书 第 2 版 第 I 卷 第 XXI 章 . log。 10 的 值 是 2.302.…-, 而 它 的 
倒数 的 值 是 0.434…. 
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(6) 证 明 : 如 果 a > 0, 那么 


™ -or cosbzd 2 “aremainbzdz = 7 
be cosbrdz = a4; Ee sin brdz = 二 二 到 


(7) 如 果 三 = | 那么 om = eazzn -nm 1. [分 部 积分 . 由 此 推出 , 对 


所 有 n 的 正 整数 值 , I 都 可 以 计算 . ] 
(8) 证 明 : 如 果 n 是 一 个 正 整数 , 那么 有 


上 erttndt 一 mle 一 人 (e i 所 = 对) 

以 及 
三 ezzndz =n!. (Math.Trip.1935) 
0 

(9) 证 明 : 
上 ettndt = (—1)" 1 nle”* 全 一 1 十 z 一 所 Eh Vee 4}; 
并 推出 , 当 z > 0 时 , e-* 大 于 或 者 小 于 级 数 1 一 5 二 的 前 n+1 项 之 和 , 要 
视 n 是 奇数 还 是 偶数 而 定 . (Math.Trip.1934) 


(10) 如 果 wm=| tn"dt 那么 un 一 (ni 十 2)un-1 二 (nl1)zun_2 = 0. 
(Math.Trip.1930) 
(11) 将 a 让: zZme-zcoszdz 和 J = | zme-7sinzdz 用 11 和 ,J_1 加 


以 表示 ; 并 证 明 : 如 果 m 是 一 个 大 于 1 的 整数 , 则 有 
Tn—mIm-_i+ Bm (m— 1)In-2= 0. 


在 上 面 最 后 的 关系 式 中 取 Im = mlum 以 确定 I 的 值 . (Math.Trip.1936) 
(12) 指出 如 何 求 er 的 任何 有 理 函 数 的 积分 . [ 令 z = logu, 此 时 有 er = 
dz/du = 1/u, 该 积分 被 变换 成 v 的 一 个 有 理 函数 的 积分 . ] 
(13) 证 明 : 我 们 可 以 对 任何 形 如 


已 (ziesz et， ,coslz, Cos mL, ,Sinlz, sin mz,*.*) 


的 函数 进行 积分 , 其 中 P 表示 一 个 多 项 式 . 
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(14) 证 明 [三 e-xzR(z)dz 是 收敛 的 , 其 中 入 > 0, 而 a 大 于 R(x) 的 分 母 的 最 


大 的 根 . [这 可 以 由 下 述 事实 推出 : ex 比 = 的 任何 次 罕 趋 向 无 兴 大 的 速度 都 要 快 
(5) 证 明 : [ e+uzqz 对 所 有 4 的 值 都 是 收敛 的 , 其 中 > 0; 同样 的 结 


论 对 于 上 e-xz+wzzndz 也 成 立 , 其 中 n 是 任何 正 整数 . 


(16) 画 出 ez?,e-z,rer,ze-z,ze2 re- 以 及 zlogz 的 图 形 , 确定 这 些 函数 的 
任何 极 大 值 以 及 极 小 值 以 及 它们 的 图 形 上 的 任何 拐点 . 

(17) 证 明 : 方程 ez = bz( 其 中 a 和。 是 正 数 ) 有 两 个 实 根 、 一 个 实 根 或 者 没 
有 实 根 , 根据 b > ae,b = ae 或 者 b < ae 来 决定 . [曲线 y = ez 在 点 (&,e“) 处 的 切 
线 是 


4 一 ex 一 aec (rz 一 上 日 ， 


当 at = 1 时, 该 切线 经 过 原点 , 所 以 直线 y = aez 在 点 (1/a,e) 与 曲线 相 切 . 当 我 
们 画 出 直线 y = bz 时 , 结论 就 变 得 显然 了 . 读者 应 该 讨论 a 为 负数 或 者 为 负数 ， 
或 者 它们 两 者 均 为 负数 的 情形 . ] 

(18) 证 明 : 除了 z = 0 之 外 , 方程 ez = 1+z 没有 实 根 , 而 ez =1+z+ 3 有 
三 个 实 根 . 

(19) 证 明 : = (stationary value), 一 个 在 原点 , 另 一 个 接近 在 
z=5(1-es). (Math.Trip.1932) 

(20) 双 曲 函数 . 双 曲 函数 coshr”, sinh x, 由 等 式 


coshz = 3 (e+e ”), sinhz= 1 (er -er 7) 


定义 . 画 出 这 些 函 数 的 图 形 . 
(21) 建立 公式 


cosh(—z) = cosh z，sinh (一 z) = 一 sinhz， tanh (一 z) = 一 tanhz， 
cosh2z — sinh?z = 1，sech2z +tanh2z 一 1，coth2z 一 cosech2z = 1, 
cosh 27 = cosh2z + sinh? z, sinh 2z = 2sinh zcoshz， 
cosh (z+¥Y) = coshz coshy + sinh x sinh y, 


sinh (z +Yy) = sinhz coshy + coshz sinhy. 


Q@ “ 双 曲 余弦 …": 有 关 这 一 术语 的 说 明 , 见 Hobson 所 著 Trigonometry 一 书 第 XVI 章 . 
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(22) 验证 : 用 coshz 代替 cosz, 用 isinh z 代替 sinz， 则 这 些 公式 可 以 从 cosz 
和 sin z 对 应 的 公式 推导 出 来 . 

[同样 可 以 得 出 , 对 于 包含 cosnz 和 sinnz 的 所 有 可 以 从 cosz 和 sinz 对 应 的 
初等 性 质 推 导出 来 的 公式 , 此 结论 依然 成 立 . 关于 这 种 相似 性 的 理由 将 在 第 10 章 


中 给 出 .] 
(23) 将 coshz 和 sinhz (a) 用 cosh 2z 表示 , (b) 用 sinh 2z 表示 . 对 于 符号 中 可 


能 出 现 的 任何 不 明确 之 处 加 以 讨论 . (Math.Trip.1908) 
(24) 证 明 : 
Dz coshz = sinhz, Dz sinhz = coshz， 
Ds; tanhz = sech?z, Dz cothz = 一 cosech2z， 
Dz sechz = — sechztanhz, Dzcosechz = 一 cosechz coth z， 


Dr log coshz = tanhz，Dzlog|sinh z| = coth z， 


L 
tanh 27|= cosechz. 


1 
Drarctane™ = 3 sechr, Dzlog 


[当然 , 所 有 这 些 公 式 都 可 以 变换 成 积分 学 中 的 公式 . ] 
(25) 证 明 coshz > 1 以 及 -1< tanhz<1. 
(26) 证 明 : 如 果 -3 <r< 各 而 y 是 正 数 , 且 coszcoshy = 1, 那么 


1 =]log (secz 二 tanz)，Dzy = secr, Dyr = sechy. 
(27) 反 双 曲 函 数 . 记 
s= sinhz, t= tanhz, c= coshz, 


并 假设 z 取 所 有 实数 值 递增 . 
@ 函数 s 递增 , 且 取 每 个 实数 值 恰好 一 次 . 方程 sinhz = s 有 唯一 解 


z=log {s+ V+ 7D)}, 


我 们 将 它 记 成 argsinh s”. 
加 函数 t 当 z 增加 时 递增 , 且 当 z 一 co 以 及 z 一 -oo 时 有 极限 1 和 -1. 方 


程 tanhz = 上 有 唯一 解 
ne ontt 
lt 
@ 现代 数学 中 反 双 曲 正弦 函数 的 常用 的 标准 符号 是 arcsin hz 或 者 sinh! z, 以 下 其 他 反 双 曲 函数 也 
有 类 似 的 符号 , 不 再 装 述 , 读者 可 以 查阅 有 关 的 教材 或 者 手册 了 解 相关 的 数学 符号 . 一 译 者 注 
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我 们 把 它 记 为 argtanht. 
井 函数 c 是 偶 函 数 , 且 除了 在 z = 0 之 外 其 值 均 大 于 1. 当 z 取 正 的 值 时 它 是 
递增 的 , 且 当 z 一 co 时 趋向 oo. 方程 coshz = c 有 两 个 解 


z=log {c+ VIE—D}, z=log{c— VE 


这 两 个 解 绝对 值 相等 是 有 相反 的 符号 . 我 们 将 把 第 一 个 正 的 解 记 为 arg cosh c. 
于 是 argsinh z,argtanh z 就 是 snhz 和 tanhz 的 单 值 反 函数 , 而 arg coshz 则 
可 以 视 为 coshz 的 双 值 反 函 数 的 一 个 单 值 支 . 验证 : 


dz 2 dz 了 dz 1 FE 
| = argsinh ,| ii =argcosh—, | 到 一 一 =—-argtanh— 
/(z2 十 a2) a (z2 一 a2) Q 2 一 a a 


分 别 在 以 下 条 件 下 成 立 : a > 0( 第 一 个 公式 ); z > a( 第 二 个 公式 ) 以 及 -a < zx < 
a( 第 三 个 公式 ). 这 些 公式 给 了 我 们 写 出 第 6 章 中 诸多 公式 的 另外 一 种 可 供 选 择 的 
方法 . 


(28) 证 明 
dz 
| -2oc{ (0+ VD} (a<b<7), 
dz 
| {5+ ves)} (z <a<b), 


= 2arctan ( 生 ?) (ee<z< 有 中 . 


| dz 
Vi{(z — a) (6— 7)} 
(29) 解 方程 acoshz 十 bsinhz = c, 其 中 c > 0, 证明 : 如 果 刀 +c 一 az < 0, 则 
它 没有 实 根 , 而 当 刀 + c2 一 a? > 0 时 , 它 有 两 个 实 根 、 一 个 实 根 或 者 没有 实 根 , 要 
根据 a+b 和 a 一 b 是 两 者 皆 为 正 数 、 两 者 有 相反 的 符号 或 者 两 者 皆 为 负数 来 决定 . 
讨论 如 + 一 a? =0 的 情形 . 
(30) 解 联 立 方程 


coshzcoshy = a, sinhzsinhy=b. 


(31) 当 z 一 oo 时 zl 一 1. [因为 zz = eltogz)/z, 上 且 (logz) /z 一 0. 参见 例 
XXVII 第 (11) 题 . ] 又 证 明 : 函数 zl* 当 z = e 时 有 极 大 值 , 并 对 正 的 zx 的 值 画 出 
该 函数 的 图 形 . 

(32) 当 z 一 +0 时 zz 一 1. 

(33) 如 果 当 n 一 co 时 有 w+i/un 一 (其 中 1 > 0), 那么 当 n 一 oo 时 有 
Vir 1. 
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[因为 
log un+1 — log un — logl, 


所 以 


log un ~ nlogl. 


见 第 4 章 杂 例 第 17 题 . ] 
(34) 当 n 一 00 时 有 W(n0 ~e-'n. [在 第 (33) 题 中 取 ww = m "ml ] 


(35) ( 苔 ) 

(36) 讨论 方程 ez = zl %00 %00 的 近似 解 . 

[通过 一 般 性 的 图 形 考虑 容易 看 出 , 该 方程 有 两 个 正 根 , 一 个 比 1 大 一 点 儿 , 而 
另 一 个 则 非常 大 ®, 且 有 一 个 是 比 -1 大 一 点 儿 的 负 根 . 为 了 粗略 确定 大 的 正 根 的 
大 小 , 可 以 如 下 进行 . 如 果 er = zl %00 900, 那么 , 由 于 13.82 和 2.63 分 别 接近 于 
log105 和 loglog105 的 值 ， 故而 粗略 地 有 z = 105log z, logz = 13.82 + loglogz， 
loglogz = 2.63 + log 人 . 各:) 由 这 些 等 式 容易 看 出 , 比值 logz : 13.82 和 
log logz : 2.63 与 1 相差 不 大 , 且 

z= 10°(13.82 + loglogz) = 105 (13.82+ 2.63) = 16 450 000 


给 出 这 个 根 的 一 个 可 以 接受 的 近似 值 , 所 产生 的 误差 可 以 粗略 地 用 105(loglogz 一 
2.63) 或 者 用 (105loglogz) /13.82 或 者 用 (105 x 2.63) /13.82 来 表示 ， 此 数 小 于 
200 000. 这 些 近 似 值 当然 都 是 相当 粗略 的 , 但 足以 使 我 们 对 于 根 的 无 穷 大 的 尺度 有 
一 个 好 的 想法 . 

类 似 地 , 讨论 诸 方程 ez = 1 000 000z1 0%00 000,er = zl 000 000 000. ] 
218. 级 数 和 积分 收敛 的 对 数 判别 法 

在 第 8 章 里 (第 181, 185 节 ) 我 们 证 明了 : 


1 fdr 
DE | >0) 
Tm Jo 


当 s > 1 时 收敛 , 而 当 s < 1 时 发 散 . 于 是 污 n' 发 散 , 但 是 污 n-!-* 对 所 有 正 的 
a 的 值 都 是 收敛 的 . 


加 当然 , 术语 “非常 大 ”在 此 并 不 是 第 4 章 中 所 说 明 的 技术 意义 上 来 说 的 . 它 的 含义 是 “ 比 初等 数学 中 
通常 出 现 的 这 种 方程 的 根 要 大 得 多 ”. 术语 “小 一 点 儿 ” 也 必须 类 似 地 加 以 解释 . 
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然而 在 第 210 节 中 我 们 看 到 , 借助 于 对 数 可 以 构造 出 这 样 的 函数 , 它 趋向 零 要 
比 n-! 更 快 , 但 是 比 任何 寡 n-!1-。 趋向 零 都 要 慢 . 例如 n-! (logn)”， 就 是 这 样 一 
个 函数 , 而 级 数 | 
二 nlogn 


是 收敛 抑或 发 散 这 一 问题 不 可 能 通过 与 任何 泌 n-* 这 种 类 型 的 级 数 作 比较 而 获得 
解决 . 


对 于 级 数 
loglogn 


bpy bs n(logn)’ 
来 说 有 同样 的 结论 成 立 . 重要 的 是 要 寻求 某 些 判别 法 , 这 些 判 别 法 使 我 们 能 确定 像 
这 样 的 一 些 级 数 是 收敛 还 是 发 散 ; 而 这 种 判别 法 容易 从 第 180 节 的 积分 判别 法 推 


导出 来 . 
由 于 
Di (oo = 6 Dlogles= 一 上 
rz(logz)”’” Ei zlogz’ 
我 们 就 有 
dr _ (og 一 (logo [¢_dz 
| zy T= | Blogz™ CElose= loglogo 


(如 果 a > 1). 如 果 s > 1, 则 第 一 个 积分 当 一 oo 时 趋向 极限 (log a)** / (s 一 1)， 
如 果 s < 1, 则 该 积分 趋向 oo. 而 第 二 个 积分 趋向 oo. 从 而 级 数 和 积分 


De | 
n(logn)” J z(logz)” 


当 s > 1 时 收敛 , 而 当 s < 1 时 发 散 , 其 中 no 和 a 大 于 1. 
由 此 推出 , 如 果 对 于 很 大 的 n, 有 $(n)= 0 
数 于 4(n) 收敛 , 而 如 果 Bp (n) 是 正 的 , 且 


zp) RP > 那么 级 


= O(nlogn), 
则 此 级 数 发 散 . 我 们 把 与 积分 相对 应 的 定理 的 陈述 留 给 读者 完成 . 
例 LXXXIX 
(D 诸 级 数 
by (logn)? 3 (logn)? (oglogn)®” > (loglogm)? 


fe? 
nits nits n(logn) i 
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对 于 所 有 p 和 4 的 值 都 是 收敛 的 , 其 中 s > 0; 而 


1 1 1 
bp nls (logn)”” 2 mars(logn) (loglogn) 7 二 n(logn)!* (loglogm)P 


发 散 . 因为 对 每 个 p( 不 论 多 大 ) 和 每 个 正 数 5( 不 论 多 小 ) 有 (logn)” = O (n9), 且 有 
(loglogn)” = oO { (ogn)’). 从 收敛 性 的 观点 来 看 , 在 每 一 组 级 数 的 前 面 两 个 级 数 
中 , 包含 logn 以 及 loglogn 的 因子 , 以 及 在 每 一 组 中 的 第 三 个 级 数 中 包含 loglogn 
的 因子 都 是 可 以 忽略 不 计 的 . 

(2) 像 


log log logm 
> nlognloglogn’ > nlognV(loglogn) 
这 样 的 级 数 的 敛 散 性 不 能 用 本 节 前 面 所 给 出 的 定理 加 以 解决 , 这 是 因为 在 每 一 种 情 
形 , 求 和 号 下 的 函数 趋向 零 都 比 n-! (logn)“ 趋向 零 更 快 , 而 比 n-! (logn)””“ 趋 
向 零 要 更 慢 一 些 , 其 中 a 是 一 个 任意 的 正 数 . 对 于 这 样 的 级 数 还 需要 更 加 精细 的 判 
别 法 . 从 等 式 


A (logsz)' = 二 

mB logzlogzz:…logk_1Z(logkZ) 
a lo r= a 
dz Bt? Zlogrloga 7...logk_1 TlOgkT 


出 发 (其 中 logs z = loglogz, logsz = logloglogz,… 呈 ), 读者 可 以 证 明 下 面 的 定理 : 
级 数 和 积分 
> 1 『 dz 
nlognlogan::logke_in (logen)’’ Ja。 zlogzlog, Zlogk_ 17 (logk 7)” 


no 


当 s > 1 时 收敛 , 而 当 s < 1 时 发 散 , no。 和 a 是 足够 大 的 数 , 它们 确保 当 n> no 或 
者 2 > a 时, logpn 和 1logkz 都 是 正 数 . 当 上 增加 时 , no 和 a 的 这 些 值 增加 得 很 快 : 
例如 logz > 0 需要 z > l,logzz > 0 需要 rz > elogsz > 0 需要 z > es, 如 此 等 
等 ; 容易 看 出 : ee > 10, es” > el0 > 20 000, es”> e20 000 > 108 000. 

读者 应 该 注意 到 , 像 ee” 和 e*” 这 样 的 更 高 的 指数 函数 随 着 z 的 增加 而 增加 
得 极其 迅速 . 当然 , 同样 的 说 明 对 像 ex” 和 au” 这 样 的 函数 也 同样 适用 , 这 里 a 是 
任何 一 个 大 于 1 的 数 . 有 人 计算 过 , 9” 大 约 有 369 693 100 位 数字 , 而 1019” 当 然 
外 不 要 将 这 个 记号 与 第 217 节 中 以 a 为 底 的 对 数 符号 混淆 起 来 . 


加 此 处 的 logs z > 0 原 书 误 印 成 loglog z > 0. 应 改 为 logloglogz > 0 或 者 logsz > 0. 
一 一 译 者 注 
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有 10000000001 位 数字 . 反 过 来 , 更 高 的 对 数 函数 的 增长 率 是 极 慢 的 .例如 , 要 使 
得 loglogloglogz > 1, 就 需要 假设 > 是 一 个 有 超过 8 000 位 数字 的 数 ”. 
字 宙 中 质子 的 个 数 估计 有 10 个 , 而 可 能 有 的 棋局 数 有 1010” 个 . 


(3) 证 明 : 积分 | 2 {log GC)} = 当 s < _1 时 收敛 , 当 s > -1 时 发 散 , 其 


中 0<a<1. [研究 " 
人 NY 
[i{m (8)} = 

当 = _，+0 时 的 性 状 . 这 个 结论 还 可 以 通过 引入 更 高 的 对 数 因子 而 得 到 加 强 . ] 

(4) 证 明 : [ {og (3)} dz 对 所 有 s 的 值 均 发 散 . [上 面 最 后 一 个 例子 表 

0 

明 : s < -1 是 该 积分 在 积分 下 限 收敛 的 一 个 必要 条 件 ; 但 是 , 如 果 。 是 负数 , 则 当 
z 一 1-0 时 , {flog(l/z)}* 与 (1 一 z)* 一 样 趋 向 co, 所 以 当 s < -1 时 , 该 积分 在 积 
分 上 限 发 散 . ] 


( a7 og ( 半 ) 】 习 收 各 必要 与 充分 条 件 是 w> 0s > 1 


6) 研究 | 一 一 下 的 收敛 性 . MathTrip. 
(6) | (1+2) {1+ (logz)*} 人 (aetnaripd 03) 
例 XC 

(1) Euler 极限 . 证 明 : 当 n 一 oo 时 


村 " 沪 1 
$=1+3+3+"+A Tl8n 


趋向 一 个 极限 7, 且 0 < 7 < 1. [这 由 第 180 节 立 即 推出 . 7 的 值 是 0.577.…, y 通 
常 称 为 Euler 常数 (Euler's constant). ] 
(2) 如 果 a 和 bb 是 正 数 , 那么 当 n 一 oo0 时 


全 1 
E log (a+ nb) 


+ 二 
趋向 一 个 极限 . 
(3) 如 果 0 < s < 1 那么 当 n 一 oo 时 
人 
dg(m) 一 1 十 2 十 3 十 … 十 (人 一 了 和 


趋向 一 个 极限 . 
加 见 第 178 节 的 第 一 个 脚注 以 及 第 210 节 的 脚注 . 
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(4) 证 明 : 级 数 

CS i Re 
TGS 
是 发 散 的 . [将 此 级 数 的 通 项 与 (nlogn) ”加 以 比较 . ] 


(5) 第 183 节 中 a = 1 情形 ， 当 第 183 节 的 等 式 (1) 中 e = 1 时 , 取 w= 
(nlogm)7, 此 时 半 t 发 散 . 这 是 因为 


1 1 
log(n+l)_ 1 len fF =1+ ai+0( 二 )， 
logn logn n n nlogn n 


我 们 就 有 


-i 
十 


Untl _ nlogn en 1 1 
ee (n+l)log(n+1) 4 nlogn +0 (去) . 
从 而 对 很 大 的 n 就 有 w+ai/un > un+i/un 故而 汇 vn 发 散 . 

(6) 一 般 性 地 , 证 明 : 如 果 汇 w 是 正 项 级 数 , 且 


Sn 一 21 十 U2 十 … 十 Un) 


那么 (ws/sn_1) 是 收敛 还 是 发 散 , 要 根据 汇 w 收敛 或 者 发 散 而 确定 . [如 果 于 vr 
收敛 , 那么 sn-1 趋向 一 个 正 的 极限 4, 所 以 学 (wn/sn-1) 收敛 . 如 果 于 ww 发 散 , 那 


么 sn-l 一 oo, 且 
to > log Q Re ) =log - 锯 
1 Sm 一 1 5 


Sn 一 in—l 


( 例 LXXXIII 第 (1) 题 ); 显然 , 当 n 一 oo 时 


In 


8 s 
log +log3+...+log 
B31 82 Br 


Sn 
=log 
1 31 


趋向 oo. ] 
(7) 求 级 数 1 一 3 二 3 一 … 的 和 . [根据 第 (1) 题 我 们 有 
1 


1 
1+3+*…+ 而 一 log(2n+1)+7+0(1), 


Lt , 
2(3+3+…+ 走 ) =log(n+1)+7Y+o(1), 


这 里 7 表示 Euler 常数 . 相 减 并 令 n 一 oo 就 看 出 所 给 级 数 的 和 是 log2. 也 见 第 
220 节 . ] 
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(8) 证 明 : 级 数 


1 
Ec 1)” (+ 十 gm) 


除了 C = ?7 的 情形 之 外 为 有 限 振荡 , 而 当 C = 7 时 它 收敛 . 
219. 与 指数 函数 以 及 对 数 函 数 有 关 的 级 数 , 用 Taylor 定理 展开 er 
由 于 指数 函数 的 所 有 导数 仍 等 于 指数 函数 自己 , 我 们 有 


lt 
其 中 0<9<1. 但 是 ,无 论 z 取 什么 值 , 当 n 一 oo 时 都 有 zm/n! 一 0( 例 XXVII 第 
(12) 题 ). 且 有 ee* < e*. 因此 , 令 n 趋向 co, 就 有 


TI 
t+ er (1) 


这 个 等 式 右边 的 级 数 称 为 指数 级 数 (exponential series). 特别 地 我 们 有 


1 
e=1+1+ 六 +… :二 二 机 (2) 
所 以 
1 1 2 站 
(+ 下) 三 1 二 2 十 可 二 机 有 十 和 (3) 


这 个 结果 称 为 指数 定理 (exponential theorem). 又 对 所 有 取 正 值 的 a 有 


2 
az =erlse =1+(zloga)+ Che) 十 (4) 
读者 会 注意 到 , 对 每 一 项 求 导 , 指数 级 数 有 重新 生成 自己 的 性 质 , 且 没 有 任何 其 他 的 宕 级 
数 具 有 这 样 的 性 质 : 这 方面 某 些 进一步 的 注释 请 见 附录 2. 
er 的 震级 数 是 如 此 重要 , 以 致 值得 我 们 用 另外 一 种 与 Taylor 定理 无 关 的 方法 对 它 加 以 研 
究 . 设 
Be)=14z+ 于 + .十 而， 
并 假设 z > 0. 那么 


(t+ 和 + 
此 式 当 n > 1 时 小 于  (z). 又 只 要 n > z, 根据 负 整数 次 罕 的 二 项 定理 就 也 有 


CD 
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从 而 有 
(1+3) <E,(z)<(1-2£) (n> z). 

但 是 (第 215 节 ), 第 一 个 与 最 后 一 个 函数 当 n 一 oo 时 趋向 极限 e=, 于 是 En (z) 必定 也 趋向 
同一 极限 . 这 就 对 z 为 正 数 的 情形 证 明了 (1). 当 z 为 负数 时 , (1) 的 正确 性 可 以 从 指数 函数 
所 满足 的 函数 方程 1 (z) f(y) = f(z 十 y) 推出 ( 例 LXXXI 第 (7) 题 )-. 

例 XCI 

(1) 证 明 

eoshz =1+ 守 十 革 + Rs 

(2) 如 果 z 是 正 数 , 那么 指数 级 数 中 最 大 的 项 是 第 [z] + 1 项 , 除非 > 是 整数 ; 
而 当 z 是 整数 时 , 它 的 前 一 项 与 它 相等 . 

(3) 证 明 n! > (n/e)”. [因为 n"/nl! 是 en 的 级 数 中 的 一 项 . ] 

(4) 证 明 er = 机 (2+ Si + 3), 其 中 
| 1 
IH OTT) 
而 v= 1/n; 并 推出 nl 介 于 2(n/e)” 和 2(n+1)(n/e)” 之 间 . 

(5) 用 指数 级 数 证 明 : es 趋向 无 穷 要 比 z 的 任何 罕 趋 向 无 穷 更 快 ，[ 利 用 不 等 
式 er > zn/ml. ] 

(6) 证 明 : e 不 是 有 理 数 . [如 果 。= p/g, 其 中 和 9 是 整数 , 则 必 有 
生起 主 1 @ 


S1 ;S$2=(1—v)+(1—v)(1—2v)+.…, 


六 二 


Po1+1+ 
4 
用 以来 乘 , 即 得 


p 1 1 这 1 
A ey = i 
a(s 团 | gti GTDGOT 


而 这 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 它 的 左边 是 一 个 正 整数 , 而 右边 小 于 (q+1) “+(g+1)“ 叶 


=g 1.] 
(7) 对 级 数 > PP (n) 瑟 求 和 , 其 中 P (n) 是 一 个 关于 n 的 "次 多 项 式 . 可 
以 将 P(n) 表示 成 


Aot+ Ain+ Azn(n—1)++Arn(n—m1):..…n—r+1) 


CD 原 书 此 式 误 写 为 卫 一 1 二 让 十 I 


五 十 可 人 


第 9 章 单 实 变 对 数 函 数 、 指 数 函 数 和 三 角 函 数 401 


的 形式 , 因而 


芭 Zz" zr" 2 于 
FR En 一 和 2 而 WD Ds Dee 


=(Ao+Air+ Azz?+.…+ Arz") er] 


(8) 证 明 : 
CE oo 
Dr"= (r+3r+2)e -交大 (z 十 7z2 十 6z3 十 24) er 
1 


1 
ri 


又 如 果 5% = 13 + 23 十 … 十 ma, 那么 


w . 
Ds 一 二 (4z 十 1472 + 8 +2)e” 
nl a( 


特别 地 , 最 后 这 个 级 数 当 z = -2 时 等 于 零 . (Math.Trip.1904) 
(9) 证 明 车 (n/n!) =e, 开 (m2/n!) = 2e, 江 (n3/n!) = 5e, 并 证 明江 (n/n!) 是 
e 的 一 个 正 整 倍数 ， 人 大 是 任意 一 个 正 整数 . 
(10) 证 明 > 加 而 于 = 人 -az+ae+ 扣 -中 
[用 n+1 乘 以 分 子 和 分 母 , 再 如 第 (7) 题 那 样 去 做 . ] 


让 1-aer-z 一 be-2z - ce-3z 
(11) 在 三 种 情形 下 计算 lm 1—aer — be — oe 


: (Da=3,0= -5,c= 4 


(i)a=3,6= -4,c=2; (ii)a=3,6=—3,c=1. (Math.Trip.1923) 
(12) 当 a,b,c,d 是 正 数 , 且 c 承 d 时 计算 
其 生 二 和 (Math.Trip.1934) 
(13) 从 例 LXXXVII 第 (9) 题 的 结果 推导 出 指数 级 数 . 
(14) 如 果 
zr2 
Xo=e, X=e -1l, Xr=e 1-7 X= 1-r-T 


那么 X, 的 导数 是 X,_1. 由 是 证 明 : 如 果 上 > 0, 则 


t +t 2 
X1 go=| Xodz < tet,Xa (t) = [ xdz<[ Tezdz <et 有 zdz = 
0 
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一 般 来 说 有 X (6) < et. 推导 出 指数 定理 
(15) 证 明 : z217 二 a? 的 正 根 按照 p 的 宕 展开 的 前 面 几 项 是 


a {i 一 3 loga 十 i loga(2 十 log 9} (Math.Trip.1909) 


220. 对 数 级 数 


另外 一 个 展开 成 z 的 客 的 重要 的 展开 式 是 log (1 + z) 的 展开 式 . 由 于 
log(1+7)= [ i 
且 当 的 绝对 值 小 于 1 时 有 1/ (1+ 才 =1 一 ! 十 妇 一 …， 自然 期 待 ? 当 -1<z<1 
时 log (1 + z) 就 等 于 对 级 数 1 一 t 二 如一 … 从 t=0 到 t=z 逐 项 积分 所 得 到 的 级 
数 , 也 即 等 于 级 数 = -2z2 + 3z3 一 .…; 事实 上 这 是 正确 的 .因为 


CD 经 


Pt J 
iti=! t+t +(-—1)™ tt™ + 了 
所 以 , 如 果 z > -1 则 有 
di 2 _1 了 到 
ga+o=| [= 一 邱 + + (1D)™ + (1)" Rm, 
其 中 eu 
Jol+tt 
如 果 0<z<1, 那 么 当 m 一 oo 时 有 
a _ gmt 1 
osPo<| ht de 
如 果 -1<z<0, 且 z=-6 则 有 0<5<1 那 么 
二 mr 
Bn = "| de 
昌 有 € 1 
a 
Lr 


所 以 再 次 有 Rm 一 0. 于 是 , 只 要 -1 < z < 1, 就 有 
log(1+D) =2— 3 + 3 


@ 关于 这 个 问题 的 进一步 的 注释 , 见 附录 2. 
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如 果 z 在 此 范围 之 外 , 则 该 级 数 不 收 敛 . 如 果 z = 1, 我 们 得 到 


| 
WE 
log + 了 


这 个 结果 已 经 在 别 的 地 方 得 到 了 证 明 ( 例 XC 第 (7) 题 ). 
221. 反正 切 函 数 的 级 数 
用 类 似 的 方法 容易 证 明 , 当 -1< z < 1 时 有 


z dt 
arctanz =| -| (1—t+t—.) dt 
ol+t 0 


5 
二 二 3 让 a 
仅 有 的 区 别 在 于 它 的 证 明 要 更 简单 一 点 , 这 是 因为 tan z 是 一 个 奇 函数 , 故而 只 需 
要 考虑 z 的 正 的 值 即 可 , 且 该 级 数 当 z = -1 以 及 当 x = 1 时 均 收敛 . 我 们 把 有 关 
的 讨论 留 给 读者 完成 . 当 -1 < z < 1 时 , 该 级 数 所 表示 的 arctan z 的 值 当然 介 于 
in 与 i 之 间 , 而 在 第 7 章 里 ( 例 LXIII 第 (3) 题 ) 所 看 到 的 是 该 积分 所 表示 的 
值 . 如 果 z = 1, 就 得 到 公式 


例 XCII ， 
-TS | 一 一 | = 一 72 十 =Z3 十 .….， 
(D 如 果 1<z<4 则 有 lg (了 二 ) z+ de + e+ 
1 二 2 
1 一 2 


(2) 如 果 -1<z < 1, 则 有 argtanhz = jos( 
(3) 证 明 : 如 果 z 是 正 数 , 那么 


log (1+z) = 是 ‘gL 过 , 
8 Tits zzANI+z) +3\irz : 


(Math.Trip.1911) 

(4) 对 log (1+z) 和 arctanz 用 Taylor 定理 得 到 它们 的 级 数 . 

[如 果 用 的 是 Lagrange 形式 的 余 项 , 那么 当 z 是 负数 时 , 在 讨论 第 一 个 级 数 的 
余 项 时 会 出 现 困难 ; 这 里 应 该 用 Cauchy 形式 的 余 项 , 也 即 
可 人 人 (1 a Da 

Fa (1+097)" 

(参见 第 152 节 的 (2) 以 及 第 168 节 中 关于 二 项 级 数 的 对 应 的 讨论 ). 

在 第 二 个 级 数 的 情形 , 我 们 有 

Dr arctanz = D1 (1+ 77) 
=(-1)™!(n— 1)! (z+1) 4"sin {narctan (1/z)} 


1 1 
) ==+ de + +e. 
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( 例 XLV 第 (15) 题 ), 且 关 于 余 项 的 处 理 没有 困难 , 该 余 项 的 绝对 值 显然 不 大 于 
1/n®. ] 
(5) 证 明 : log2 介 于 级 数 1-3+3 一 … 的 前 2n 项 之 和 以 及 前 2n 十 1 项 之 和 


之 间 . (Math.Trip.1930) 
> 1 一 Z 十 logz 

lim 一 一 一 一 一 Math.Trip.1934 

(6) 计算 a ( ) 


(7) 如 果 y > 0, 那么 


y—1 1 1/y—1\’ 
三 十 
YS 2 人 有) 人 } 


[利用 恒等式 y = ( + 二 1) / (4 - 二 1!). 这 个 级 数 可 以 用 来 计算 log 2, 这 也 是 


1 


计算 级 数 1 一 3+3—… 的 一 个 目的 , 但 由 于 此 级 数 收敛 缓慢 , 故而 在 实际 上 并 没 
有 什么 用 . 取 乡 = 2 并 计算 log2 到 小 数 点 后 三 位 . ] 
(8) 利用 公式 


log10= 3log2+log Q 不 3) 


计算 log 10 到 小 数 点 后 三 位 . 
(9) 证 明 : 如 果 z > 0, 则 有 


(2 -， | 
8\ 22+I1 3Q7+1) 5(2r 十 1 


且 当 z>2 时 有 
(z—1) (z+2) 1 WN :WN 
met (+ (Fs) +3 (5) i 
给 出 结果 log2 = 0.693 147 1.… 以 及 log3 = 1.098 612 3…, 在 第 二 个 公式 中 取 


Zz 二 10 证 明 log11 = 2.397 895…. (Math.Trip.1912) 
(10) 证 明 : 如 果 log 2,log5 和 log11 已 知 , 则 公式 


log13= 3logll+log5— 9log2 


@ 当 z = 0 时 D3 arctan z 的 公式 失效 , 这 是 因为 此 时 arctan (1/z) 没有 定义 . 容易 看 出 (参见 例 
XIV 第 15 题 ), 此 时 arctan (1/z) 必须 定义 为 3 


第 9 章 单 实 变 对 数 函 数 、 指 数 函 数 和 三 角 函 数 405 


给 出 log 13 的 一 个 误差 实际 上 等 于 0.000 15 的 近似 值 . (Math.Trip.1910) 
(11) 证 明 
S10g2 一 7a 十 5 十 3c， Blog3 =1la+8b+ 5c, Blog5 = 16a+12b+7c, 


其 中 4= argtanha = argtanhae 一 argtanhT 
[这 些 公式 使 得 我 们 能 以 任何 精确 度 迅速 求 出 log 2,log3 和 log5 的 值 . ] 
(12) 证 明 


1 1 4 1 
A = arctan 5 十 arctan 3 4arctan = — arctan 


5 239， 
并 计算 x 到 小 数 点 后 第 六 位 . 
(13) 将 log {1 一 log (1 一 z)} 展开 到 xs 的 军 , 并 用 z/ (1+z) 代替 z 推导 出 
log {1 十 log (1 十 z)} 的 对 应 的 展开 式 . (Math.Trip.1923) 
(14) 证 明 : (1 十 z)*+” 展开 成 z 的 寒 级 数 的 前 几 项 是 1 + z 十 z2 十 773 
(Math.Trip.1910) 


(15) 证 明 : 对 很 大 的 z 的 值 近似 地 有 
logioe — VTz(z + 1)Flogio 人 #2) ~ Bae. 


对 z = 10 应 用 此 公式 以 求 得 logioe 的 一 个 近似 值 , 并 估计 所 得 结果 之 精确 度 . 
(Math.Trip.1910) 


(16) 如 果 
2z 一 log 一- > (5 es 四 
且 1<y<s3, 那 么 != 一 cothz. 求 2z 的 一 个 在 -3<y < 一 1 内 适用 的 一 个 类 似 


的 展开 式 . (Math.Trip.1927) 
(17) 利用 对 数 级 数 以 及 以 下 事实 


logi0 2.375 8 = 0.375 809 9.… ,logioe = 0.434 3..- 


证 明 : 方程 z = 1001logioz 的 一 个 近似 解 是 237.581 21. (Math.Trip.1910) 
(18) 将 log cosz 和 logsinz 一 logz 展开 成 z 的 壬 级 数 直 到 z4 项 , 并 验证 , 到 
z4 为 止 有 


1 64 » 和 
logsinz = logz 一 看 log cosz 十 在 log cos 2 (Math.Trip.1908) 
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(19) 证 明 : 如 果 -1< z < 1, 则 有 


1+t 5 
推导 出 
2 _ zx+2log (V2+1) _ 
1-5+5 (Math.Trip.1896) 
[如 同 在 第 221 节 中 那样 去 做 , 并 利用 例 XLVIII 第 (8) 题 的 结果 . 类 似 地 对 
1 1 
了 + 下 求 和 .] 
(20) 一 般 地 证 明 : 如 果 a 和 ,是 正 整数 , 则 
1 T 1 ei 
-+ 1+t’ 


1 


5 


从 而 可 以 求 得 该 级 数 的 和 . 用 这 种 方法 计算 1 一 + 一.… 和 一 
和 .] 
222. 二 项 级 数 

我 们 已 经 (第 168 节 ) 在 假设 -1 < z < 1 以 及 m 是 有 理 数 的 条 件 下 研究 了 二 


项 定理 
Grant( 了 )a+( )e+ 
1 2 


当 mm 是 无 理 数 时 , 我 们 有 


1 
Sw 的 


(1 + 2)™ = emlogt+a)， 
号 (1 二 z)”== ets) =m(l +z)"™! y 
所 以 (1 十 z)” 的 求 导 法 则 仍然 是 一 样 的 , 从 而 第 168 节 中 所 给 出 的 定理 的 证 明 仍 
然 适用 . 剩 下 要 讨论 z = 1 和 zx = -1 的 情形 . 
(1) 当 z= 1 时, 级 数 是 


lt 


1+m+ 


如 果 m 十 1< 0, 则 其 通 项 un 不 趋向 零 ( 例 LXXXIV 第 (3) 题 ). 如 果 闪 +1> 0， 
则 ww 最终 将 交替 地 改变 符号 并 递减 地 趋向 零 , 所 以 该 级 数 收敛 . 
为 对 该 级 数 求 和 , 在 第 167 节 的 (1) 中 取 f(z) = (1+z)”, 并 用 0 代替 o 用 
1 代替 h. 就 得 到 
2™ = wo + ult+-…… 二 +Un-1 + Rn, 
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其 中 


mm— Dm-nt+l) ( /yn-l 六 
td "1(1+0)"" dt. 


这 里 的 积分 对 于 很 大 的 nn 小 于 n-!( 因 为 m 一 n<0 且 1+t 之 1). 于 是 
[Rn| < lun| 一 0. 
故而 二 项 级 数 对 工 = 1 工 收敛 当 且 仅 当 m > 一 1, 且 此 时 它 的 和 为 2™. 
(2) 当 z = 一 1 时 , 我 们 可 以 求 该 级 数 的 前 n 十 1 项 之 和 . 如 果 m = 0, 则 此 和 
等 于 1. 反之 , 如 果 取 z= -1 以 及 mm = 一, 则 其 前 n 十 1 项 之 和 即 为 


FL+D) (p+n— 1) +D) +tD) +m 
nl nl 


Et m—1 
or) 


( 例 LXXXI 第 (5) 题 ). 当 m > 0 时 它 趋向 零 , 而 当 m < 0 时 不 趋向 极限 ( 例 
LXXXIV 第 (3) 题 ). 于 是 , 该 级 数 对 工 = -1 收敛 当 且 仅 当 m >0, 且 当 全 =0 时 
其 和 为 1, 而 当 mm > 0 时 其 和 为 0. 


1 十 凡 十 4 


例 XCIII 

(1) 证 明 : 如 果 -1<z< 1 那么 
上 
+ 2 + Fd” g pe +aar + 


(2) 二 次 根 式 以 及 其 他 根 式 的 逼近 . 设 VM 是 一 个 二 次 根 式 , 要 求 它 的 数值 . 设 
NN? 是 与 M 最 接近 的 平方 数 ; 并 设 M = N2 +z 或 者 M = N2 - z, 其 中 z 是 正 数 . 
由 于 z 不 可 能 大 于 N, 故而 z/N? 比较 小 , 且 VM = NVTfI 土 (z/N3)} 可 以 表示 


成 级 数 ifs 1.17zN\2 
wt 高)- 拉 (项) + 
无 论 如 何 此 级 数 都 是 比较 快 地 收敛 的 . 例如 
历 -vVGT5- 人 (二 -二 (二 


验证 : 取 8 已 ( 头 两 项 所 给 出 的 什 ) 作为 近似 值 是 一 个 比 精确 值 大 的 近似 值 , 其 
所 产生 的 误差 小 于 32/642, 这 个 数 小 于 0.003. 
(3) 如 果 z 与 N? 相 比较 小 , 那么 


Nz 
/tN 三 Se 
(YY + 本 N++5CNT 可 ， 
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其 误差 的 阶 是 z4/N7. 用 它 来 计算 V997. 
(4) 如 果 M 与 Na 相差 小 于 这 两 个 数 中 随便 哪个 数 的 百 分 之 一 , 那么 VM 与 


3N + BMN-? 相差 小 于 N/90 000. (Math.Trip.1882) 
(5) 如 果 M = N4+z, 其 中 之 与 N 相 比 较 小 , 那么 YM 的 一 个 好 的 近似 值 是 
51y 5M 27Nz 


56" + 56N3 + 14(7M +5N’) 
证 明 : 当 N = 10,z = 1 时 , 该 近似 值 精确 到 小 数 点 后 16 位. (Math.Trip.1886) 


(6) 指出 怎样 对 级 数 
Seo )” 


求 和 , 其 中 已 (n) 是 一 个 关于 n 的 > 次 多 项 式 . 

[如 同 在 例 XCI 第 (7) 题 中 那样 , 将 P. (n) 表示 成 ho+ 4inz 十 42n (n 一 1) 十 … 
的 形式 . ] 
223. 建立 指数 函数 和 对 数 函 数理 论 的 另 一 种 方法 

现在 我 们 要 来 概述 一 种 方法 , 由 此 方法 可 以 按照 与 前 面 诸 页 中 所 遵循 的 逻辑 
次 序 完 全 不 同 的 次 序 来 研究 er 和 logz 的 性 质 ， 这 个 方法 的 出 发 点 是 指数 级 数 
1 二 z 十 可 十 .…. 我 们 知道 , 这 个 级 数 对 所 有 z 的 值 都 是 收敛 的 , 这 样 就 可 以 用 等 
式 I 


2 
expz 一 1+z7 十 页 十 和 … (1) 
来 定义 函数 exp 工 . 
接 下 来 与 例 LXXXI 第 (7) 题 相 同 , 我 们 来 证 明 
expZz x expy = exp (7+Y). (2) 
2 h—l1 hh 
eX] Pp 
Ee 一 1 十 页 十 页 二 一 1+O( 
这 里 p (h) 的 绝对 值 小 于 
1 
1 | 加 
En 加 
本 加 


所 以 当 六 一 0 时 p( 站 一 0; 故 当 六 一 0 时 有 


二 网 
SE 人 SP -epz( 2 !) cb 
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这 也 就 是 本 
一 expz 一 expZ. (3) 
dz 


附带 我 们 证 明了 exp z 是 一 个 连续 函数 . 
现在 可 以 对 进程 有 所 选择 . 记 y = exp z, 并 注意 到 exp0 = 1, 就 有 


dy = 
de 


如 果 将 对 数 函数 定义 成 为 指数 函数 的 反 函 数 , 我 们 就 回 到 了 本 章 早 些 时 候 所 采用 过 


的 观点 . 
但 是 我 们 可 以 换 一 种 方式 来 做 . 由 (2) 推出 , 如 果 n 是 正 整数 , 那么 


(exp 2)" = expnz, (exp1)" = expn. 
如 果 z 是 一 个 正 的 有 理 分 数 m/n, 那么 
{exp (m/n)}” =expm = (exp1)™, 
所 以 exp (m/n) 等 于 (exp1)”™" 的 正 的 值 . 这 个 结果 可 以 通过 等 式 
expzexp (-7) =1 
推广 到 z 取 负 有 理 数值 的 情形 ; 所 以 对 z 的 所 有 有 理 数 值 都 有 
expz = (exp1)” =e, 
这 里 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 , 其 中 


1 1 
e=expl=1+1 十 二 十 证 十 和 …. 


2! 3! 
最 后 , 当 zx 是 无 理 数 时 , 定义 er 等 于 expz. 这 样 , 对 数 就 作为 反 函 数 给 出 了 定义 . 
例 
用 类 似 的 方法 , 从 等 式 


f (mz)f (m2)= f (m+m,z) 


出 发 ( 例 LXXXI 第 (6) 题 ) 建立 二 项 级 数 


1 (® )er(® )erettmg 


的 理论 , 其 中 -1<z<1. 
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224. 三 角 函 数 的 解析 理论 

现在 回 到 在 第 163 节 中 讨论 过 的 一 个 话题 . 

在 整 本 书 中 , 都 假定 读者 了 解 平面 三 角 的 基础 知识 , 并 且 为 了 列举 例证 的 目的 ， 
已 自由 使 用 三 角 函 数 或 者 所 谓 的 “ 圆 ”函数 cos rsin rtan z,…: 然而 , 在 第 163 
节 中 我 们 指出 了 : 三 角 学 的 基础 并 不 像 初学 者 所 认为 的 那样 简单 , 这 一 理论 的 通常 
的 表述 依赖 于 某 些 需要 仔细 分 析 的 预备 知识 . 

至 少 存在 四 种 明显 的 方法 , 可 以 用 这 些 方法 构造 出 三 角 函 数 的 解析 理论 . 

(i) 几何 方法 ， 最 自然 的 方法 是 尽 可 能 紧密 地 效仿 通常 教科 书 中 的 程序 , 将 它 
们 所 用 的 几何 语言 翻译 成 为 分 析 的 语言 . 第 163 节 曾经 讨论 过 这 个 问题 , 并 断言 它 
包含 一 个 且 仅 含有 一 个 严重 的 困难 . 我 们 需要 证 明 : 要 么 圆 的 任何 一 段 弧 都 有 一 个 
称 之 为 它 的 长 度 的 数 与 之 相关 联 , 要 么 圆 的 任何 一 个 扇形 都 有 一 个 称 之 为 其 面积 的 
数 与 之 关联 . 这 些 要 求 是 可 以 选择 的 , 而 当 其 中 任何 一 个 要 求 得 以 满足 时 , 三 角 学 
就 有 了 稳固 的 基础 . 通常 采用 第 一 种 选择 , 将 三 角 学 建立 在 长 度 的 基础 上 ; 但 是 第 
7 章 包 含有 关于 面积 而 不 是 长 度 的 一 个 精确 的 讨论 , 所 以 我 们 自然 倾向 于 第 二 种 选 
择 ， 

(ii 无 穷 级 数 方法 . 在 许多 分 析 专著 中 所 采用 的 第 二 种 方法 是 将 三 角 函 数 定义 
成 第 223 节 中 所 定义 的 指数 函数 , 也 即 用 无 穷 级 数 加 以 定义 . 用 等 式 

区 未” 证 


cosZ 一 Tp sinz=z— 可 + 可 一 


定义 cosz 和 sinz. 这 些 级 数 对 zx 的 所 有 实数 值 都 是 绝对 收敛 的 , 而 且 可 以 如 同 在 
第 223 节 中 那样 作 乘积 . 这 就 得 到 公式 


(1) 


cos(Z+Yy) = coszcosy 一 sinzsiny 


以 及 三 角 学 中 其 他 的 加 法 公式 . 周期 性 稍微 有 -一点 儿 麻 烦 . 由 (1) 可 以 证 明 : cos z( 它 
对 很 小 的 x 的 值 取 正 值 ) 在 区 间 (0,2) 中 恰好 改变 符号 一 次 (比方 说 在 z = 6); 再 
用 等 式 2x 一 6 定义 x. 则 容易 证 明 sin 3 一 1cosn = -lsinx = 0; 而 由 加 法 公式 
得 出 等 式 


cos (T+A)=—cosr, sin(r+n) = 一 sinz. 


在 定义 基础 上 对 该 理论 的 一 个 详尽 的 说 明 可 以 在 Whittaker 和 Watson 合 著 的 Mod- 
ern Analysis 一 书 的 附录 A 中 找到 . 

这 一 理论 令 人 非常 满意 , 不 过 , 将 cos > 和 sinz 看 成 为 一 个 复 变量 > 的 函数 要 
比 在 这 里 仅仅 将 它们 当 作 实 变量 和 实 函数 看 待 要 更 加 自然 . 
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(ii) 用 无 穷 乘 积 定义 正弦 函数 . 第 三 种 方法 是 用 等 式 


| 
snz=z(1- 苇 ) (=- 毒 ) (可 ) 

定义 sinz. 这 个 方法 有 诸多 便利 之 处 , 不 过 它 自 然 要 求 无 穷 乘积 理论 方面 的 知识 . 

(iv) 用 积分 定义 反 函 数 . 还 有 第 四 种 方法 , 它 效仿 本 章 中 处 理 对 数 函 数 时 同样 
的 路 线 , 因而 在 这 里 更 为 适用 . 首先 用 等 式 

(1) y= y(n) = ctans = | Ts 
定义 z 的 反正 切 函数 . 对 于 z 的 每 个 实数 值 , 这 个 等 式 定义 了 唯一 的 一 个 y 的 值 . 
由 于 被 积 函 数 是 偶 函数 , 所 以 y(z) 是 z 的 奇 函 数 . 又 因为 y 连续 且 严格 增加 , 根 
据 第 110 节 可 知 , 存在 一 个 反 函 数 > = z (y), 它 也 是 连续 且 严 格 增加 的 . 记 


(2) z=2(y) =tany. 
如 果 用 等 式 

1 -r,t 
(3) 志 -= 上 | II 十 丰 

定义 吉 则 z(w) 对 -3x <y < 3r 有 定义 . 
现在 记 
中 到 z 

9 VT ET VE 


其 中 的 平方 根 取 正 值 . 从 而 cosy 和 siny 就 对 -3r <y < 37 有 了 定义 . 当 y 一 3 
时 , z 一 oo, 故而 cosy 一 0 且 siny 一 1. 我 们 用 等 式 

(5) cos 3 三 :0 -sin 3 =1 
来 定义 cos 3 和 sin 3 这 样 cosy 和 siny 就 对 -入 A 3 有 了 定义 ,而 tany 
就 对 -3 <y< 和 有 了 定义 . 

最 后 , 对 于 在 区 同 【-- 3, 3") 之 外 的 y 的 值 ,用 等 式 

(6) tan(y+7)= tany, cos (十 元 ) 一 一 cosy，sin (十 并 ) = 一 siny 
来 定义 tany cosy 以 及 siny, 这 就 将 定义 成 功 地 扩展 到 了 区 间 


Ee Ee 2 3 三 下 二 
2 A a 
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这 样 一 来, 正切 函数 就 对 除了 人 + 3) x( 其 中 大 是 整数 ) 以 外 的 所 有 ya 的 值 都 有 


定义 . 而 对 这 些 什 人 省 3) 元 定义 失效 ; 当 y 趋向 这 些 值 中 的 一 个 值 时 , tany 赵 


向 +oo 或 者 -oo, 其 符号 则 要 根据 y 是 从 下 面 还 是 从 上 面 趋向 所 讨论 的 那个 数值 . 
另 一 方面 , 对 所 有 y 的 值 , cosy 和 siny 都 有 定义 , 且 都 是 连续 的 . 

例如 , 当 y 一 (x+ 3#) 一 0 时 vy 一 +oo. 而 将 -0 改 为 +0, 则 结论 中 极限 的 符号 要 反 
过 来 

为 了 看 出 cosy 对 于 y = 3x 是 连续 的 , 注意 ; (i) 根据 定义 有 cos 3x = 0, (i) 根据 (4)， 
当 y 入 -0 时 有 cosy 一 0, (ii) 根据 (4), 当 一 -和 +0 时 有 cosy 一 0, 于 是 根据 (6) 


可 知 , 当 y 一 x 十 0 时 有 cosy 一 0. 
我 们 首先 定义 了 arctan z 和 tany, 然后 用 tany 定义 了 cosy 和 siny， 我 们 也 可 以 将 
arcsin z 和 siny 作为 基本 函数 加 以 处 理 . 在 此 情形 , 我 们 已 经 对 区 间 (1,1) 中 的 z 的 值 用 等 


dt 


3 =y(z) = arcsinz = 上 VE 可 
定义 了 arcsin z, 其 中 的 平方 根 取 正 的 值 将 它 反 过 来 就 定义 了 siny; 用 3 = | A 
定义 zx 再 用 
cosy = V(1— 73), tany = re <s<l) 
定义 cosy 和 tany. 我 们 所 采用 过 的 做 法 稍微 更 方便 一 些 . 
225. 三 角 函 数 的 解析 理论 ( 续 ) 


现在 来 给 出 所 有 必要 的 定义 , 也 即 在 第 224 节 中 用 标 有 数字 的 等 式 所 表示 的 
那些 定义 . 这 一 理论 的 进一步 的 发 展 依赖 于 加 法 公式 . 

首先 注意 到 

(1+z2) (1 二 只) = (1 一 zg)2 上 +(z 十 妇 ?， 
所 以 
dz 企 dy _ (1+w)dr+(1+2*)dy 
1+2 1+ (ey) +(r+y) 
(I—z)d(z+y) — (r+)d(l — zy) dz 


(1—z9) + (r+) 1 十 友 " 


其 中 ,ty 
1—zy 


加 此 处 原 书 将 y 误 写 为 x. 一 一 译 者 注 
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这 就 告诉 我 们 有 


arctanz + arctany = arctan z; 


但 是 这 些 函数 是 多 值 函数 , 故而 对 公式 需要 做 更 细致 的 检查 . 
记 


_ ZT1+u 一 21 


= u= 
1— zu 1+zt’ 


则 
dt 1 zl(zli+ua) 1+2? 


du 1-zu (1 一 zl) (1=za) 

这 样 一 来 t+ 和 总 是 在 同样 的 意义 下 变化 . 当 上 从 -oo 增加 到 一 1/z1 时 , wu 从 
1/z1 增加 到 co, 而 当 t 从 一 1/z1 增加 到 oo 时 ,4 从 -co 增加 到 1/z1. 又 当 上 = zi 
时 w=0, 而 当 t=0 时 w= 一 zi 

现在 假设 ra 取 任 何 一 个 这 样 的 值 , 使 得 的 取 值 区 间 (-zi, zz) 不 包含 点 
4u = 1l/za( 在 vv= 1/z1 这 一 点 t 取 值 为 无 穷 ). 如 果 zi > 0, 则 zz 必定 小 于 1/z1, 而 
如 果 zk < 0, 则 zz 必定 大 于 1/z1. 在 这 些 情形 , 当 w 从 -zi 增加 或 者 减少 到 za 
时 , t 就 从 0 增加 或 者 减少 到 


Z1 十 Z2 
T= 四 
1—Zi7T2 
由 于 
1 (zu) 
1+# (1+73) (1+w)’ 
我 们 就 有 
x 2 
arctanz 三 arctan 1 3 -| 2 了 us 
1— zl72 o 1+ si 
= du + du = du + du 
+ 好 Js,ltw Jo ltw Jo 1+w 
=arctanz1 + arctan 72. 
如 果 现 在 记 


y=arctanz, =arctanT, Y= arctanz2, 
就 有 y= 十 以 及 
(1) tan (yh 十 加 ) 一 工 一 
这 就 是 正切 函数 的 加 法 公式 . 
加 读者 应 当 画 出 将 每 一 变量 视 为 另 一 变量 的 函数 的 图 形 - 


ZI 十 Z2 tangn 十 tany2 
1 一 zizz 1- tany tany” 
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此 公式 目前 仅仅 对 于 有 某 种 限制 的 变量 的 值 给 出 了 证 明 . 这 个 限制 条 件 是 : 如 
果 zl > 0, 则 zz < 1/z1, 而 如 果 zl < 0, 则 z2>1/z1. 当 z1>0 且 z2 从 下 方 趋 
向 /ai 时 , 有 = 一 co 以 及 y 一 了 而 当 zi < 0 且 za 从 上 方 趋向 /zi 时 , 则 有 


z 一 -oo 以 及 y 一 一 3 于 是 , 我 们 的 限制 条 件 可 以 总 结 如 下 : ,w 以 及 加 十 加 


必须 全 部 落 在 区 间 Ch 7) 之 中 . 

然而 , 这 些 限制 条 件 是 不 必要 的 . 

关于 +t 的 限制 条 件 是 从 区 间 (-z1,z2) 不 包含 1/z; 这 一 假设 提出 来 的 . 
假设 这 一 条 件 不 成 立 , 例如 , 为 了 固定 起 见 , 我 们 假设 z1 > 0 且 za > 1/z1. 这 样 的 
话 , 当 从 -za 增加 到 zi 时 , t 就 从 0 增加 到 oo, 然后 它 改变 符号 , 并 且 从 -oo 
增加 到 z. 这 样 就 有 


| du _[ dt fF dt 
-nltu Jo 1+t2 J」_wl1+# 


『 dt | [ dt 「 ER it 
= 一 arc 7 
0o I+B J ItR J i+E rt 


从 而 
arctanz = arctan 71 + arctan x2 — A, 
所 以 , 根据 (6) 就 有 
tan ( 十 如) =tan(h +y —7)= tany 
_ ZI 十 Z2 tanyl 十 tany2 
1—-zrz2 1 一 tantany 
可 以 类 似 地 处 理 < 0 的 情形 . 由 此 推出: 只 要 mn 和 罗 洲 在 (3 ) 之 


2 
中 , 则 (1) 成 立 . 
最 后 , 由 于 (1) 的 每 一 边 都 是 yi 或 者 yo 的 周期 函数 , 故而 根据 (6), 除了 当 
Yi,V2 或 者 妨 的 3 的 奇数 倍 的 情形 之 外 , (1) 都 是 无 保留 地 成 立 , 而 在 yi, vy 


或 者 +y2 是 和 的 奇数 售 的 情形 它 没有 意义 . 
226. 三 角 函 数 的 解析 理论 ( 续 ) 
由 第 225 节 的 (1) 以 及 第 224 节 的 (4) 得 到 


(1 ~ tany tany2)” 


2 (n+y) = 一 一 -一 一 2 
bt) pt) ta 


=(cosy cosy2 — siny siny2)?, 
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从 而 


cos (Mh + yz) = 士 (cosy cosyz — siny siny2). 


为 确定 它 的 符号 , 令 yo = 0. 该 等 式 化 为 cosy == 士 costy, 所 以 当 如 = 0 时 必须 取 
正 号 . 因为 当 ww 增加 x 时 两 边 都 改变 符号 , 所 以 当 yo 是 的 任意 倍数 时 公式 成 立 
( 取 正 号 ). 此 外 , 两 边 都 是 的 连续 函数 , 所 以 符号 仅 当 每 一 边 都 为 零 时 才 可 能 改 
变 也 就 是 说 , 两边 符 号 的 改变 仅 对 于 取 值 为 ,- 3 一 ,3 一, 一 如， 时 
才 是 可 能 的 ， 在 每 个 长 度 为 x 的 区 间 中 只 有 一 个 这 样 的 值 . 由 于 我 们 已 经 看 到 , 在 
每 个 这 样 的 区 间 中 有 一 个 的 值 使 得 符号 是 正 号 , 由 此 推出 它 必 定 总 是 取 正 号 . 于 
是 


(2) cos (yi + y2) = cosWai cosy2 — sin yi sin yo; 
而 关于 sin (yi 十 妨 ) 的 公式 可 以 类 似 地 加 以 证 明 . 
第 9 章 杂 例 
1. 给 定 logyoe = 0.434 3, 且 219 和 321 近似 等 于 10 的 罕 , 计算 loglo2 和 1logio3 
到 小 数 点 后 第 四 位 . (Math.Trip.1905) 


2. 证 明 : 如 果 n 是 任意 一 个 不 是 10 的 赛 的 正 整 数 , 则 logyo n 不 可 能 是 有 理 
数 . [如 果 nn 不 能 被 10 整除 , 且 logion = p/g, 就 有 10? = no, 而 这 是 不 可 能 的 , 这 
是 因为 10 以 0 结尾 , 而 na 则 不 然 . 如 果 n= 10°N, 其 中 N 不 被 10 整除 , 那么 
loglo N 不 可 能 是 有 理 数 , 于 是 


logion =at+logoN 


也 不 可 能 是 有 理 数 . ] 

3. 对 什么 样 的 z 的 值 , 函数 log z,loglog zlogloglog zx,… (a) 等 于 零 ， (b) 等 于 
1, (c) 没有 定义 ? 也 对 函数 lz,llz,lllz,… 讨论 同样 的 问题 , 其 中 lz = log lz|. 

4. 证 明 : 


logz 一 ( jose+o+ ( ) eerste + 


是 负 的 , 且 当 z 从 0 增加 到 oo 时 , 该 函数 递增 到 0. 
[该 函数 的 导数 是 


二 rf/n 1 n! 
CD (站 二- 元 Fe 
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将 右边 分 解 成 部 分 分 式 容易 看 出 此 结果 . 这 个 表达 式 是 正 的 , 且 当 z 一 co 时 该 函数 
本 身 趋向 零 , 这 是 因为 log (z+r) = logz+o(l) 且 -( ):( 2 )-= ] 
5. 证 明 : 


d\"logz _ (-D"n! a 
(入 竺 - 人 (ee-1- 生 …- 
(Math.Trip.1909) 
6. 如 果 z > 一 1, 那么 z? > (1+z)flog(1+z)}2. (Math.Trip.1906) 
[ 令 1+z=e8， 站 和 用 省 和 0 时 6 人 过 缚 有 ] 
log (1 + 7) 
7. 证 明 : 一 和 ri 两 者 当 z 从 0 增加 到 co 时 均 递减 . 
8. 证 明 : 当 z 从 -1 增加 到 oo 时 , 函数 (1+z) -4 取 0 和 1 之 间 的 每 个 什 
一 次 且 恰好 一 次 . (Math.Trip.1910) 
9. 证 明 : 当 z 一 0 时 一 一 -1 一 1 


log(1+z) zz 2 


10. 证 明 : 当 z 从 -1 增加 到 oo 时 ， 工 从 1 递减 到 0. [该 函数 在 


et Ea 了 
z = 0 没有 定义 , 但 是 , 若 当 z=0 时 赋予 函数 值 3 5 则 在 zx = 0 它 变 为 连续 . 利用 
第 6 题 证 明 它 的 导数 是 负 的 . ] 

11. 证 明 : 


yw$(r)= Ssinztanz — logsecz 


在 0<z< 3 中 取 正 值 且 为 增加 函数 , 又 对 很 小 的 > 用 (z) = O (z5). 
(Math.Trip.1930) 
12. 如 果 
sa + sect) log sectdt 
0 


$7)= logsecz {z+ log (secz + tanz)}’ 
那么 (0%(z) 是 偶 函数 ; (i) 对 于 很 小 的 z， fs $(z) = 工 十 三 以 及 ( 放 ) 
当 z 取 小 于 3 的 值 趋向 3 时 , $ (7) 一 3 (Math.Trip.1930) 


13. 证 明 : 如 果 z 大 于 2log M 和 16N2 中 之 较 大 者 , 则 有 er > MzN, 这 里 M 
和 N 是 很 大 的 正 数 . 
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[容易 证 明 logz < 2VE 所 以 , 如 果 
rz>logM 十 2NVZ， 
则 给 定 的 不 等 式 肯定 满足 , 因此 , 如 果 3z > log M， 了 > 2NV5 那么 所 给 的 不 等 


式 也 就 一 定 满足 . ] 
14. 证 明 : 数列 


2 3 
aa 三 el G29=e", a3=e ,** 


趋向 无 穷 要 比 无 穷 大 的 指数 尺度 中 的 任何 成 员 趋向 无 穷 的 速度 都 要 快 . 

[ 设 ei(z) = er,ez (z) = ee 人 ,如 此 等 等 . 那么 , 如 果 ex (z) 是 指数 尺度 中 的 任 
何 一 个 成 员 , 当 n > 时 就 有 an > ex (n). ] 

15. 如 果 p 和 4 是 正 整数 , 那么 , 当 一 co 时 有 


二 ?) 
二 二， 下: 
pm 十 1 pn+2 an Sl\p 


[参见 例 LXXVIII 第 (7) 题 . ] 
16， 证 明 : 如果 z 是 正 数 , 那么 , 当 n 一 ce 时 有 mos (30+)} 2 


1 
一 log 7z. 
[我 们 有 


nlog 1 (1+ zl/ =nlog 1-1(1- zn = 1n (1 zn lg- 
2 2 2 u 


其 中 尺 = 3 (1 一 z1/"). 现在 利用 第 216 节 以 及 例 LXXXIII 第 (3) 题 . ] 
17. 证 明 : 如 果 a 和 4。 是 正 数 , 那么 


人 (e+ wr)} — Vd). 


[ 取 对 数 , 并 利用 第 16 题 . ] 


18. 证 明 
Li 1 . 
1+ 子 十 于 + 十 也 TI 一 logn+log2+ 37 二 00)， 
其 中 + 是 Euler 常数 . ( 例 XC 第 (1) 题 ). 
19. 证 明 
1 tl 
3 5 9 一 也 
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这 个 级 数 是 由 级 数 1 +3 一 … 交替 地 取 两 个 正 项 然后 接 一 个 负 项 作成 的 . [前 
面 3n 项 之 和 是 


Wh A 

5 mit + 
1 

=3log2n + log2+ 37+0(D) — 3 {logn+y+o(D)} 

20. 证 明 


| | 1 1 
人 


De -3+3》> ant 一 > 一 Sn 


其 中 5 =1+ 二 + 


1 
3 t+ 2 一 1+3+T… 
无 穷 的 和 为 
一 3 十 3 log 3 + 2log2. (Math.Trip.1905) 
21. 证 明 : 四 个 级 数 的 和 


De 1 oo = oo 1 oo 1)"-! 
2 本 ) 并 x: GY 


dn2-1' (2n+1)?— (2n+1)*—1 


22. 研究 级 数 的 敛 散 性 : 


n 2n 了 
工 (- 2 (togm osn， (we!) 


nt+l 


(Math.Trip.1935) 
23. 对 于 a,b,c 的 所 有 的 实数 值 检 验 
DineebViten 
的 敛 散 性 . (Math.Trip.1925) 
24. 将 级 数  vwn 重 排 成 


i 十 U2 十 U4 十 U3 十 U5 十 U7 十 Ug 十 Ue 十 U8 十 … 十 U20 十 U11 十 … 


的 形式 (一 个 奇 序 项 , 然后 接 两 个 偶 序 项 , 再 接 四 个 奇 序 项 , 又 接 八 个 偶 序 项 
当 


2 RD a 
(Wm = Wh Cun= sm 
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时 检验 其 重 排 级 数 之 敛 散 性 . (Math.Trip.1930) 
25. 证 明 : n! (a/n)” 趋 向 0 还 是 趋向 oo, 要 根据 a < e 还 是 a > 来 决定 . 
26. 证 明 : 如 果 ww = nle™n-"3, 那么 


Un 1 
Untl 一 1+o0 (十 ) 
推 证 : 如 果 a 是 一 个 固定 的 数 , 且 s 是 最 接近 于 aVn 的 整数 , 则 有 


( 2 ) / ( 如 ) 忆 作 的 (Math.Trip.1928) 
中 十 3 n 


27. 如 果 m>0 且 多 呈 =1- +O (页 ), 那么 wn~ Kn 其 中 丰 是 一 
Un n nn 
个 常数 ，[ 因 为 


其 中 ps = On-3). 从 而 
n—l 


n—l 
og 让 = -27 + Dp = —allogn+7)+H+o0(1), 
1 1 


其 中 互 = ] 


28. 证 明 
(a+1)(a+2):…(a+n) 


(b+1)(b+2)...(b+n) 

其 中 K 是 一 个 常数 . [利用 第 27 题 . ] 

29. 按照 例 XC 中 第 (6) 题 的 记号 , 证 明 江 (wn/sn) 与 党 un 同 收敛 或 者 同 发 散 . 
[在 收敛 的 情形 证 明 是 同样 的 . 如 果 于 wm 发 散 , 且 从 n 的 某 个 值 开始 有 wn < sn-_1， 
那么 sn < 2sn_1, 故而 由 并 (un/sn_1) 的 发 散 性 即 得 出 学 (wun/sn) 发 散 . 另 一 方面 ， 
如 果 对 无 穷 多 个 n 的 值 有 w > sn_1 成 立 (正如 一 个 快速 发 散 的 级 数 有 可 能 发 生 
的 屠 样 ), 那么 对 所 有 这 些 n 的 信 有 un/s > 3. ] 

30. 证 明 : 如 果 z > -1, 那么 

i 1 交 1 
(z+1)” (z+1)(z+2) (z+1)(z+2)(z+3) 
2! 
tr ra 
(Math.Trip.1908) 


~ Kn®™®, 
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[LV (z 十 1)? 与 该 级 数 的 前 n 项 和 之 间 的 差 是 


1 nl ] 
(z+1): (z+2) (z+3).(z+n+1) 


A (i 
bo br t+. +brzr 

当 z 一 co 时 的 极限 , 区 别 可 能 出 现 的 不 同情 形 加 以 讨论 . (Math.Trip.1886) 

32. f (zy) = f(z) f(y)( 其 中 f 是 一 个 可 微 函数 ) 的 通 解 是 r", 其 中 a 是 一 个 
常数 ; 而 

f(z+Y)+f(z—y)=2f(7) f(yY) 

的 通 解 是 coshaz 或 者 cosaz, 这 要 根据 f” (0) 是 正 数 还 是 负数 来 确定 . [在 证 明 第 
二 个 结果 时 , 假设 / 有 三 阶 导数 . 那么 


2 0 + 7° (0) tol) =27 (0) {70+ v7 (0) + 927" (0) +o(y)), 


于 是 f(0)=1,7'(0)=0, 且 有 f”(z)=f"(0) f(z).] 
33. 方程 er = az 十 b 当 a<0 或 者 a=0,b>0 时 有 一 个 实 根 . 而 当 a>0 时 
它 有 两 个 实 根 或 者 没有 实 根 , 这 要 根据 aloga > b 一 a 还 是 aloga <b 一 a 来 决定 . 
34. 通过 对 图 形 的 考虑 来 证 明 : 方程 


ez 一 az2 十 207 十 c 


当 a > 0 时 有 一 个 实 根 、 两 个 实 根 或 者 三 个 实 根 , 而 当 a < 0 时 没有 实 根 、 有 一 个 
实 根 或 者 有 两 个 实 根 ; 并 指出 怎样 区 分 这 些 不 同 的 情形 . 
35. 证 明 : 方程 


a?2ez = z2 


当 o2 < 4e-? 时 有 三 个 实 根 , 且 当 a 很 小 时 , 一 个 小 的 正 根 是 


2 3 + Sa EA \Math.Trip.1931) 


36. 求 方程 , 它 给 出 z 的 值 使 
y= Me 十 Be-(*-o)? 


是 一 个 静止 值 , 并 证 明 : 与 z 的 这 个 值 zk 所 对 应 的 y 的 值 是 
Ac 2 
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又 证 明 : 当 4, B,c 是 正 数 时 , 该 方程 恰好 有 两 个 根 , 一 个 根 大 于 c, 而 另 一 个 根 是 
负数 ; 且 它们 分 别 与 最 小 值 以 及 最 大 值 相 对 应 . (Math.Trip.1923) 


37. 画 出 曲线 y 二 ls (1 !) 的 图 形 , 证 明 点 人 3) 是 一 个 对 称 中 心 , 又 
当 z 取 所 有 实数 值 增加 时 , y 从 0 递增 到 1. 推 证 方程 
1 一 1 
元 log (: pe ) =a 
没有 实 根 , 除非 有 0 < a < 1 且 当 0 < a < 1 时 它 有 一 个 实 根 , 此 实 根 的 符号 与 
a 一 的 符号 相同 . [首先 ， 


1 
1 1 er—l 守 1 sinh 5Z 
= 二 三 二 一 1 = 二 1 
y= os ( ) oge 了 log 工 
2 


显然 是 z 的 一 个 奇 函 数 . 又 有 


和 
dy :修了 1 sinh 27 
az -人 I 
2z 


大 括号 内 的 函数 当 z 一 0 时 趋向 零 ; 且 它 的 导数 为 


2 
1 27 
Ee 
| EE 中] | 
它 与 z 的 符号 相同 . 故而 对 所 有 z 的 值 有 dy/dz > 0. ] 


38. 画 出 曲线 y = el 人 *V(zz + 2z) 的 图 形 , 并 证 明 : 如 果 a 是 负数 , 则 方程 
eV VT = 


没有 实 根 , 而 当 
0<a<a=eyw (2+2v5) 


时 , 它 有 一 个 负 根 , 又 当 a > a 时 ， 它 有 两 个 正 根 和 一 个 负 根 . 


39. 证 明 : 如 果 n 是 奇数 , 则 方程 f(z) =1+z+ 末 十: .二 下 一 0 有 一 个 实 
根 , 而 当 n 是 偶数 时 , 它 没有 实 根 . 

[假设 对 n = 1,2,… ,2k 已 经 证 明了 此 结论 . 那么 for41 (x) = 0 至 少 有 一 个 实 
根 , 这 是 因为 它 的 次 数 是 奇数 , 且 它 不 可 能 有 更 多 的 实 根 , 这 是 因为 , 如 果 它 还 有 一 
个 实 根 , 那么 及 .11 (z), 也 即 fok (z) 就 至 少 一 次 取信 为 零 . 于 是 for+1 (z) = 0 恰 只 
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有 一 个 根 , 所 以 for+2 (z) = 0 不 可 能 有 多 于 两 个 根 . 如 果 它 有 两 个 根 , 比方 说 是 a 
和 6B, 那么 入 ;az (z), 也 即 forr1 (z) 必定 在 a 和 6 之 间 至 少 一 次 (比方 在 点 7) 取 
值 为 零 ; 故 有 jt 
fat+2 (7) = fok+1 (7) + Eni 全 十 可 > 0. 
但 是 当 z 很 大 ( 取 正 值 或 者 负 值 ) 时 for;2 (z) 也 是 正 的 , 又 从 图 形 易于 看 出 , 这 些 
结论 是 互相 矛盾 的 . 从 而 户 *+2 (z) = 0 没有 实 根 . ] 
40. 证 明 : 如 果 a 和 》 是正 数 且 几乎 相等 , 那么 近似 地 有 


1 1 入 
log = 了 (一 中 (2+), 


其 误差 大 约 为 Hg 一 5)?a-3. [利用 对 数 级 数 . 由 于 这 个 公式 曾 被 Napier 用 来 进行 
对 数 的 数值 计算 , 故而 有 其 历史 的 意义 . ] 
44. 用 级 数 乘法 证 明 : 如 果 -1 < z < 1, 那么 


1 
30 =37 -3 es 
{log (1 + 27)}? ls 3(1+3 3) + +4 +t) ， 
二 Li 
3 (arctanz) 一 了 3 (i$) a + (rird)s 


42. log (1+z+ 村 + + 于 ) 展开 成 > 的 帮 级 数 的 前 n+ 2 项 是 


二 n+l 1 . I zr2 a 1)" Ea 
n! n+l 1l(n+2) 2!(n+3) nl(2n+1)/ 


(Math.Trip.1899) 
43. 证 明 : exp (= 和 三) 展开 成 z 的 震级 数 展开 式 中 前 面 几 项 是 


Ztl Ttstl 
者 二 es 
直下 一 Dr 


44. 利用 恒等式 


(Math.Trip.1909) 


log (1—73) =log(1—z)+log (1+Zz+z?) 


来 证 明 : 如 果 & 不 是 3 的 倍数 , 则 
(-D)™!(n—1)! 


en Fn A)! 
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等 于 人 1, 而 当 大 是 3 的 倍数 时 , 它 等 于 -2k  ， 。 (Math.Trip.1932) 
45. 证 明 : 如 果 z 很 小 , 而 y 是 (1+z+z2)” 的 正 的 值 , 则 有 


,人 -oo 


求 y 和 蜡 当 z 取 正 值 以 及 取 负 值 趋向 零 时 的 极限 , 并 概略 画 出 y 在 > = 0 附近 的 
图 形 . (Math.Trip.1924) 
dz 1 a 
46. 证 明 : 如 果 a > b> 0， 则 有 上 Gia =75 8 (7). 
47. 证 明 : 如 果 a, 6,7 全 都 是 正 数 , 且 8? > ay, 那么 
| dz 加 1 i B+ VF 一 am) 
0 V(8 一 am) 


az3 十 26z 十 YY Von) 


并 在 a > 0 以 及 an > 62 的 情形 计算 此 积分 . 
48. 证 明 : 如 果 a > 一 1, 那么 


上 dz = dt = du 
1 (z+a) VI-1) o cosht+a J w+2aut+l’ 
并 推导 出 : 当 -1 < a < 1 时 , 该 积分 的 值 为 


(i) 


而 当 a > 1 时 , 其 值 为 
1 (a+1)+ V(a—1) 2 = 
VE Vedi- ved Ve-d"s (Si 


对 a=1 的 情形 加 以 讨论 . 
49. 如 果 0<a<1,0<6<1, 那么 
dz 1 lwl+Ve5) 
VOD Vem 1 Ve 
50. 证 明 : 如 果 a > b> 0, 那么 
wr dg 
i acoshb 十 bsinhb a2 一 万) 


424 纯 数 学 教程 


“logz, _ 1 br dz er 1 
上 or dz 一 人 (>1l1)， 下 {er Ty | (n> 1), 


El (log2), 


Ro ed 
ry tk | (+ (r+1) 4 


[aril 
lo (1+ez)(1+e-z) 
(Math.Trip.1913, 1928, 1932, 1933, 1934) 


1 oo 
logz logz | logz 
dz = 一 dz dz = 0; 
| 1 1+2™ J 1+m 


并 推导 出 结论 : 如 果 a > 0, 则 有 


52. 证 明 


slogz n 
dz = 7 loga. 
| m+n aa ogo 


[利用 代 换 > = 1/t 以 及 z= au.] 


53. 证 明 : 如 果 a > 0, 则 有 | log 人 + 5) dz = na. [分 部 积分 . ] 
0 
54. 证 明 : 
Jip, (1 一 3 (十 奏 十 要 十 ia6 十 …) = | ea 
(Math.Trip.1932) 
[由 第 180 节 推 出 有 


(ntDh n hi 
| ez dz < hd je 之 | e dx. 
h v=1 0 


取 t=e- 并 令 n 一 oo. ] 
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三 角 函 数 的 一 般 理 论 


227. 单 复 变 函数 
在 第 3 章 里 我 们 定义 了 复 变量 


z=z+iy,? 


并 且 研 究 了 像 多 项 式 P(z) 这 样 的 几 类 包含 z 的 表达 式 的 简单 性 质 . 自然 把 这 样 的 
表达 式 称 为 z 的 函数 , 事实 上 , 我 们 的 确 曾 把 商 P(z)/Q(z)( 这 里 P(z) 和 Q(z) 是 
多 项 式 ) 称 为 一 个 “有理 函 数 ”. 不 过 我 们 还 没有 对 z 的 函数 给 出 一 般 性 的 定义 . 

看 起 来 用 定义 实 变量 z 的 函数 的 同样 的 方法 来 定义 z 的 函数 是 很 自然 的 , 也 
就 是 说 : 2 是 z 的 一 个 函数 , 如 果 z 和 2 之 间 有 某 种 关系 , 根据 这 种 关系 , 2 的 一 
个 值 或 者 诸 个 值 与 z 的 某 一 个 值 或 者 所 有 的 值 相对 应 . 但 是 经 过 进一步 仔细 检验 
将 会 发 现 , 从 这 个 定义 中 得 不 出 任何 对 我 们 有 益 之 处 . 因为 , 如 果 给 定 了 z, 则 xz 和 
Y 的 值 也 就 给 定 了 , 而 反 过 来 , 指定 z 的 一 个 值 与 指定 z 和 y 的 一 对 值 完全 是 一 回 
事 , 这 样 一 来 , 按照 所 给 出 的 定义 ,“z 的 函数 ”只 不 过 就 是 两 个 实 变量 z 和 3 的 一 
个 复 函 数 

f(z,y) + ig(z,y) 


而 已. 例如 ， 
rz-iy, zy, |z|= V(z2+y), amz = arctan(y/z) 


都 是 “> 的 函数 ". 这 一 定义 尽管 完全 合理 , 但 却 并 没有 多 少 价值 , 因为 它 实 际 上 完 
全 没有 给 出 新 的 思想 . 

于 是 , 更 为 方便 的 是 在 较为 限制 的 意义 下 利用 “一 个 复 变量 * 的 函数 ”这 样 的 
表达 方式 , 或 者 换 句 话说 , 是 从 两 个 实 变量 z 和 vy 的 一 般 性 的 复 函 数 类 中 挑选 出 一 
类 其 表达 式 有 所 限制 的 特殊 函数 .如 果 要 解释 如 何 作出 这 种 选择 以 及 所 选择 的 特 
殊 函 数 类 有 何 特征 性 质 , 这 将 远 远 超出 本 书 的 范围 . 故而 我 们 不 打算 给 出 任何 一 般 
性 的 定义 , 而 仅 限于 对 一 些 特殊 的 函数 直接 给 出 其 定义 . 


@@ 一 般 来 说 , 在 本 章 我 们 将 会 发 现 , 将 z 十 i 写成 z 十 iy 会 更 加 方便 
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228. 单 复 变 函 数 ( 续 ) 

我 们 已 经 定义 了 z 的 多 项 式 ( 第 39 节 )、z 的 有 理 函 数 ( 第 46 节 ) 以 及 z 的 根 
(第 47 节 ). 将 在 实 变量 z 的 情形 所 给 出 过 的 ( 第 26~27 节 ) 显 式 的 或 者 隐 式 的 代 
数 函 数 的 定义 延 拓 到 复 变量 也 没有 困难 . 在 所 有 这 些 情形 , 我 们 都 将 把 复数 > 
点 z 的 宗 量 ( 第 44 节 ) 一 一 称 为 所 研究 的 函数 f(z) 的 自 变量 . 本 章 主要 定义 > 的 
对 数 函 数 、 指 数 函数 以 及 三 角 函 数 也 即 圆 函数 , 并 确定 它们 的 主要 性 质 . 这 些 函 数 
到 目前 为 止 都 仅仅 是 对 z 的 实数 值 定义 的 , 而 对 数 则 是 仅 对 正 数 有 定义 的 

首先 来 讨论 对 数 函 数 . 自然 想 用 定义 


ogz= | 呈 (z>0) 
1 


的 某 种 推广 来 对 它 加 以 定义 , 为 此 我 们 将 会 发 现 有 必要 扼要 地 考虑 一 下 积分 概念 的 
某 种 推广 . 
229. 实 的 和 复 的 曲线 积分 
设 4B 是 由 等 式 
T= 9t), y= Y(t) 


所 定义 的 一 条 曲线 上 的 一 段 弧 C, 其 中 5p 和 是 t 的 有 连续 微分 系数 J 和 wi 的 
函数 ; 并 假设 , 当 t 从 to 变 到 时 , 点 (z,y) 沿 着 曲线 按照 同一 方向 从 4 移动 到 
B. 

接 下 来 将 曲线 积分 ( curvilinear integral) 


| {slewar + he, Way) (1) 


(其 中 g 和 有 是 xz 和 的 连续 函数 ) 定义 成 为 通过 形式 的 变量 替换 z = $(t),y = w() 
所 得 到 的 通常 的 积分 , 也 即 定义 为 积分 


t1 
| {a we + ate Ww ya, 


称 C 为 积分 路 径 ( path of integration). 
现在 假设 
z=2+iy= 9(t) + iw(t), 


从 而 当 上 变化 时 z 就 在 Argand 图 上 描绘 出 曲线 C. 进一步 假设 


f(z2)=u+t+iv 
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是 关于 : 的 一 个 多 项 式 , 或 者 是 关于 > 的 一 个 有 理 函数 . 那么 我 们 就 将 
[aaz (2) 
C 


定义 成 


| (ut+iv)(dz + idy), 
c 


这 个 积分 本 身 定义 为 


| (udz — vdy)+ :| (vdz + udy). 
C C 


230. Log5 的 定义 
设 4=&+i 是 任意 一 个 复数 . 用 等 式 


dz 
之 


定义 一 般 的 对 数 函数 Log6, 其 中 C 是 一 条 起 点 为 1 终点 为 5《 且 不 经 过 原点 的 曲 
线 . 例如 , ( 图 50 中 ) 路 径 (a), (5), (c) 都 是 在 定义 中 所 考虑 的 这 种 路 径 ， 当 一 条 特 
殊 的 积分 路 径 选 定之 后 , Log 的 值 就 有 了 定义 . 但 是 目前 还 不 清楚 根据 定义 所 产生 
的 Logc 的 值 在 多 大 程度 上 依赖 于 所 选取 的 路 径 . 例如 , 假设 5 是 实数 且 为 正 数 , 比 
方 说 等 于 &. 那么 一 种 可 能 的 积分 路 径 是 从 1 到 & 的 直线 段 , 这 是 一 条 可 以 假设 为 
由 方程 x =t,y = 0 所 定义 的 路 径 . 在 这 一 情形 , 对 此 特别 选取 的 积分 路 径 有 


sdt 

vou] 

所 以 Logt 就 等 于 log&, 这 是 根据 上 一 章 里 所 定义 的 & 的 对 数 . 于 是 , 无 论 如 何 , 当 
& 是 实数 且 为 正 数 时 , Logé 的 一 个 值 就 是 log&. 但 在 这 种 情形 , 如 同 在 一 般 情形 中 
那样 , 可 以 用 无 穷 多 种 不 同 的 方式 来 选取 积分 路 径 . 没有 任何 理由 表明 Logé 的 每 
个 值 都 等 于 log&; 事实 上 我 们 将 会 看 到 情况 并 非 如 此 . 这 就 是 为 什么 我 们 采用 记号 
LogC,Logk 来 替代 logC,log& 的 理由 . ( 无 论 如 何 都 有 可 能 )Logt 是 一 个 多 值 函数 ， 
而 log: 仅仅 是 它 的 一 个 值 . 在 一 般 的 情形 , 如 我 们 到 目前 所 能 看 到 的 , 有 三 种 可 能 
性 存在 , 也 即 
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(1) 无 论 从 1 到 5 经 过 什么 样 的 路 径 ， 
总 是 得 到 同一 个 Log5 的 值 ; 

(2) 对 应 于 每 一 条 不 同 的 路 径 都 可 能 
得 到 一 个 不 同 的 值 ; 

(3) 可 能 得 到 若干 个 不 同 的 值 , 其 中 每 
个 值 对 应 于 整个 一 类 路 径 ; 
这 些 可 供 选 择 的 可 能 中 任何 一 种 可 能 性 
的 正确 或 者 雇 误 无 论 如 何 都 列 涵 在 我 们 
的 定义 之 中 . 


231. Log5 的 值 
假设 点 z = 的 极 坐标 是 p 和 路 则 


C= p(cosg + ising). 


目前 先 假设 -x < $ < x 而 p 可 以 取 任 何 正 数 值 . 从 而 《4 可 以 取 除了 零 以 及 负 实 
数 之 外 的 任何 数值. 

路 径 C 上 任意 一 点 的 坐标 (z,y) 是 t 的 函数 , 故而 其 极 坐标 (7,9) 亦 是 t 的 函 
数 . 又 根据 第 229 节 中 的 定义 有 


dz dz 十 id 
Logc =| 宇 =| = 
cz c T+iy 


和 dr .dy 
| 了 ( 旦 + 带 ) 忆 


to 


但 是 z =rcosby =rsinb, 且 


dr ,dy dr ,0d0 .fdr dp 
二 牛 让 福 二 (coo 字 -rsinb 泌 ) +i(sinO 归 +reosb 暑 ) 


= (cos0 +isinO) 全 十 人 H 


dt dt 
所 以 
ldr .f+ dg 
Log( = 上 了 二 业 十 下 亚 业 = [log7] +ilg]， 


其 中 [log7] 表示 log7 在 与 += 刁 和 t= to 所 对 应 的 两 点 的 值 之 差 , 而 [9] 有 类 似 
的 意义 . 
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显然 有 
Dog7j = logp — log1 = logp; 
而 [9] 的 值 则 需要 稍微 多 一 点 考虑 . 首先 假设 积分 路 径 是 从 1 到 的 直线 段 . 9 的 起 
始 值 是 1 的 辐 角 , 或 者 说 得 更 确切 是 1 的 辐 角 之 一 , 也 即 2kx, 其 中 上 是 任意 一 个 整 
数 . 假设 一 开始 有 0 = 2kr. 由 图 51 中 显然 可 
见 , 当 t 沿 着 该 直线 段 上 的 点 移动 时 , 9 从 2kr Y 
增加 到 2kr + 少 于 是 


图 = (2kx + $) — 2kr = 9, 


因而 当 积分 路 径 是 一 条 直线 时 , 有 


LogC = log p + ig. 
我 们 将 把 Log5 的 这 个 特殊 的 值 称 为 主 值 ( principal value)， 当 ¢ 是 实数 且 为 
正 数 时 , 4 = p 且 $= 0, 所 以 Log5 的 主 值 就 是 通常 的 对 数 log¢. 因此 一 般 来 说 用 
log 来 记 Log5 的 主 值 是 方便 的 . 从 而 有 


log¢ = logp + ip, 


而 主 值 的 特征 由 下 述 事实 加 以 刻画 : 主 值 的 虚 部 位 于 -x 和 之 间 . 

其 次 考虑 任何 这 样 的 路 径 : 在 此 路 径 以 及 从 
1 到 的 直线 之 间 所 包围 的 面积 不 含 原点 在 其 
内 部 : 两 条 这 样 的 路 径 画 在 图 52 中 . 容易 看 出 ， 
[9] 仍然 等 于 9. 例如 , 沿 着 图 中 由 一 条 连续 曲线 
所 指出 的 曲线 , 9( 它 的 起 始 值 为 2kr) 首先 减 小 
到 值 

2kr 一 XOP 


然后 再 增加 ， 在 Q@Q 点 其 值 为 2kr， 最 终 到 
达 值 2kr + 少 “ 虚 线 所 代表 的 曲线 指出 了 一 
个 类 似 的 然而 却 稍微 更 复杂 一 点 的 情形 : 在 此 情 
形 , 该 直线 与 曲线 围 成 了 两 个 区 域 , 其 中 任意 一 个 区 域 都 不 包含 原点 . 因此 , 如 果 积 
分 路 径 使 得 由 它 以 及 从 1 到 5 的 直线 所 形成 的 闭 曲线 不 包含 原点 , 那么 


图 52 


LogC = logC = logp + ip. 


另 一 方面 , 容易 构造 出 这 样 的 积分 路 径 , 使 得 [9] 不 等 于 少 例如 , 考虑 图 53 中 


430 纯 教 学 教程 


的 连续 曲线 所 给 出 的 曲线 . 如果 0 的 起 始 值 是 2kx, 则 当 它 到 达 P 点 时 它 就 增加 
了 2n, 而 当 它 到 达 @ 点 时 就 增加 了 4r; 它 最 后 
的 值 是 2kr 二 4x 十 ,所 以 [0] =4x+9, 且 
LogC = logp + i(47 + ). 
在 此 情形 , 积分 路 径 绕 原点 沿 正方 向 绕 行 了 


两 次 . 如 果 我 们 取 的 是 一 条 绕 原点 k 次 的 路 径 ， 
就 能 同样 发 现 有 [9] = 2kr 十 由 以 及 


LogC = logp + i(2knx + 9@), 


其 中 是正 数 . 使 路 径 绕 着 原点 沿 反 方向 运动 ( 如 图 53 中 虚线 所 画 出 的 路 径 所 指 
出 的 ), 就 得 到 一 列 类 似 的 值 , 其 中 是 负数 . 由 于 |¢| = p, 而 不 同 的 角度 2Kkr 十 少 
是 amc 的 不 同 的 值 , 我 们 得 出 结论 : log |5| + iamC 的 每 个 值 都 是 Log( 的 一 个 值 ; 
且 根 据 上 面 的 讨论 显然 可 见 , Log: 的 每 一 个 值 都 有 这 种 形式 . 

我 们 可 以 将 结论 总 结 如 下 : LogC 的 一 般 的 值 是 


log|C¢| + iamC = logp +i(2kn + 9), 


其 中 大 是 任意 正 的 或 者 负 的 整数 .有 的 值 由 所 选取 的 积分 路 径 来 决定 , 如 果 该 路 径 
是 一 条 直线 , 则 大 =0 且 


LogC = logC = logp+ip. 


在 前 面 我 们 已 经 用 来 表示 函数 Log5 的 自 变量 , 用 (&,n) 或 者 (p,9) 来 表示 
¢ 的 坐标 ; 而 用 z, (z,y), (7,9) 来 表示 积分 路 径 上 的 任意 一 点 以 及 它 的 坐标 . 不 过 现 
在 应 该 恢复 使 用 z 来 表示 函数 Logz 的 自 变量 这 一 自然 的 记号 , 在 下 面 的 例子 中 就 
将 这 样 来 做 . 

例 XCIV 

(1) 上 面 我 们 假设 了 -x < 9 < x, 这 就 排除 了 z 是 实数 且 为 负数 的 情形 . 在 此 
情形 , 从 1 到 z 的 直线 经 过 0, 从 而 不 能 允许 用 来 作为 积分 路 径 . x 和 -x 两 者 都 是 
amz 的 值 , 而 9 则 与 它们 中 的 一 个 相等 ; 且 > = 一 z. Logz 的 值 仍然 是 log |z| + iamz 
的 值 , 也 即 

log( 一 z) + (2k 十 1)ri， 

其 中 大 是 一 个 整数 . 则 数值 log( 一 z)+ 区 以 及 log(--z] 一 亏 分 别 与 全 部 位 于 实 轴 上 面 
以 及 全 部 位 于 实 轴 下 面 的 从 1 到 z 的 路 径 相对 应 . 只 要 方便 , 它们 中 的 随便 哪 一 个 
都 可 以 被 取 作 为 Logz 的 主 值 . 我 们 将 选取 与 第 一 种 路 径 相对 应 的 数值 log( 一 2) 二 ri 
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(2) 除了 >z = 0,y = 0 以 外 , Logz 的 任何 一 个 值 的 实 部 和 虚 部 都 是 x 和 y 的 连 
续 函数 . 
(3) Logz 所 满足 的 函数 方程 . 函数 Logz 满足 方程 


Logz1z2 = Logzl + Logz2, (1) 


其 含义 是 : 这 个 方程 的 某 一 边 的 每 一 个 值 都 是 另 一 边 的 一 个 值 . 令 


z1 =ri(cosO1 +isin01), z2 = 72(cosO2 +isingz)， 
并 应 用 本 节 中 的 公式 即 可 立即 得 出 此 结论 . 然而 ， 
logziza = logzl + logz2 (2) 
并 不 总 是 成 立 的 . 例如 , 如 果 


1 2 
i 3(-1+iV3) = cos Br +isin 了 


则 有 logz = logz = 3 以 及 logzi 十 logz2 = Sr 这 是 Logz1zz 的 一 个 值 , 但 不 
是 它 的 主 值 事实 上 logziza = 27i 

像 (1) 这 样 一 个 随便 哪 一 边 的 每 一 个 值 都 是 另 一 边 的 一 个 值 的 方程 称 为 一 个 
完全 ( complete) 方程 , 或 者 称 为 一 个 全 真 (completely true) 方程 . 

(4) 等 式 Logzm = mLogz( 其 中 m 是 一 个 整数 ) 不 完全 正确 : 等 式 右边 的 每 个 
值 都 是 左边 的 一 个 值 , 但 反 过 来 不 真 . 

(5) 等 式 Log(1/z) = -Logz 是 全 真 的 . log(1/z) = -logz 也 是 正确 的 , 除了 当 > 
是 实数 且 为 负数 的 情形 之 外 . 

(6) 等 式 


log (=) =log(z — a) — log(z —b) 
是 正确 的 , 如 果 z 位 于 由 连接 点 z = a,z =b 的 直线 以 及 经 过 这 些 点 、 平 行 于 OX 
且 沿 负 方 向 延伸 到 无 穷 的 直线 所 界限 的 区 域 之 外 . 


(7) 等 式 
jog (三 引 =1og (1— 2) ~log 人 < :) 
是 正确 的 , 如 果 z 位 于 由 三 点 0,a,b 所 构成 的 三 角形 之 外 . 


(8) 画 出 实 变量 z 的 函数 I(Logz) 的 图 形 . [该 图 由 直线 y = 2kx 的 正 的 那 一 半 
以 及 直线 y = (2k + 1)x 的 负 的 那 一 半 组 成 .] 
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(9) 由 
xjf(z) =pr + (q— PI(logz) 

所 定义 的 实 变量 z 的 函数 f(z) 当 z 是 正 数 时 等 于 p, 而 当 z 是 负数 时 等 于 4. 

(10) 由 

nf(z) =pr+ (gq— plog(z — 1)}+ (7 — alogz) 

所 定义 的 函数 f(z) 当 z > 1 时 等 于 当 0 < z < 1 时 等 于 9q, 而 当 z < 0 时 等 于 
人 

(11) 对 z 的 什么 样 的 值 (i) log z 以 及 (i Logz 的 任何 值 (a) 都 是 实数 或 者 (b) 
是 纯 虚 数 ? 

(12) 如 果 z = z 十 iy, 那么 LogLogz = log R+i(e 十 2k'm)， 其 中 


R? = (logr)2 + (0 + 2kn)?, 
而 9 是 由 等 式 
cosQ :sinO:1:logr:0+2kn: {Qogr)? 十 (0 + 2hn)*} 


所 确定 的 最 小 的 正 角 . 粗略 描绘 出 LogLog (1 + iV3) 的 值 组 成 的 二 重 无 限 集合 , 指 
出 其 中 哪些 是 logLog (1 + iV3) 的 值 , 哪些 是 Loglog (1 + iV3) 的 值 . 
232. 指数 函数 

在 第 9 章 里 我 们 已 经 将 实 变量 y 的 函数 ev 定义 为 函数 y = logz 的 反 函 数 . 


自然 会 想到 可 定义 复 变 量 z 的 函数 , 使 它 是 函数 Logz 的 反 函 数 . 
定义 ”如 果 Logz 的 任何 一 个 值 等 于 5, 就 称 z 是 5 的 指数 , 并 记 为 


z= expl. 


于 是 , 如 果 ¢ = Logz, 则 有 z = exp(. 可 以 肯定 的 是 , 对 于 z 的 任何 一 个 给 定 
的 值 , 都 有 无 穷 多 个 不 同 的 《 的 值 与 之 对 应 . 反 过 来 , 也 自然 可 以 假设 对 于 〈 的 任 
何 一 个 给 定 的 值 , 都 有 无 穷 多 个 不 同 的 z 的 值 与 之 对 应 , 或 者 换 句 话说 , expC 是 C 
的 无 穷 多 值 函数 . 然而 , 正如 下 面 的 定理 所 证 明 的 那样 , 这 个 结论 是 不 正确 的 . 

定理 ”指数 函数 expC 是 5 的 单 值 函数 . 

因为 , 假设 


Zz1=ri(cos01 +isingl)， 2z2 一 rz(cosbs +isinbo) 


两 者 都 是 exp< 的 值 . 那么 
5 一 Logzl = Logz2, 
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所 以 
logr1 + i(01 十 2mzr) = logr2 + i(02 + 2n7), 


其 中 m 入 n 是 整数 . 这 就 给 出 
logr1 = logr2, 0 +2m7n = 02 + 2nn. 


于 是 71 = rz, 且 记 和 8b 相差 2r 的 一 个 倍数 . 从 而 有 zi = z2. 

推论 ”如果 ( 是 实数 , 那么 expC 二 ef, 这 里 e5 是 在 第 9 章 里 所 定义 的 实 的 
指数 函数 . 

因为 如 果 z = es, 则 logz = 6, 也 即 Logz 的 一 个 值 是 ¢. 从 而 > = exp (. 


233. exp¢ 的 值 
设 6=&+i, 且 
z=expC =7(cos0 +ising). 

那么 

€+in = Logz = logr + i(0 + 2mn), 
其 中 mm 是 一 个 整数 . 于 是 上 = log7,n = 0 + 2mn, 这 也 就 是 

r=e, 0 = 7 — 2mn, 
从 而 
exp(€ + in) = et(cos7 + isin). 


如 果 7 = 0, 那么 , 如 同 我 们 在 第 232 节 中 已 经 推导 出 来 的 那样 有 exp& = et. 
显然 , exp(é + in) 的 实 部 和 虚 部 两 者 对 于 上 和 7 所 有 的 值 都 是 5 和 7 的 连续 函数 . 


234. exp¢ 所 满足 的 函数 方程 
设 6 = 所 +inG = 62 十 im2. 则 有 
exp 61 x exp (2 = ed (cosm +isinm) x ee(cosyza + isin7) 
= edt {cos(m + 7m) +isin(m + m2)} 


= exp(G1 + 62). 


这 样 一 来 , 指数 函数 就 满足 函数 关系 f(G + 62) = f(G1)f(Cz), 我 们 已 经 证 明 过 (第 
213 节 ), 对 于 取 实 数值 的 61 和 C2 此 式 为 真 . 
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235. 一 般 的 曙 a< 

由 于 当 C 是 实数 时 有 exp5 = es, 故而 当 是 复数 时 也 采用 同样 的 符号 并 完全 
抛弃 符号 exp 看 来 是 很 自然 的 . 我 们 将 不 遵循 这 条 路 线 , 因为 我 们 将 要 对 符号 惟 
给 出 一 个 更 加 一 般 性 的 定义 . 这 样 我 们 将 会 发 现 , e$ 表示 一 个 有 无 穷 多 个 值 的 函数 ， 
而 exp¢ 仅仅 是 其 中 的 一 个 值 . 

我 们 已 经 在 相当 多 的 情形 中 定义 了 符号 a 的 意义 . 在 初等 代数 中 , 对 于 a 为 
实数 且 为 正 数 以 及 ¢ 为 有 理 数 的 情形 , 或 者 a 为 实数 且 为 负数 以 及 4 为 有 理 分 数 
且 分 母 为 奇数 的 情形 , 此 函数 都 已 经 有 了 定义 . 按照 那里 给 出 的 定义 , a¢ 至 多 有 两 
个 值 . 在 第 3 章 里 我 们 将 定义 扩充 并 覆盖 了 a 为 任意 实数 或 任意 复数 且 ¢ 为 任意 
有 理 数 p/g 的 情形 , 而 在 第 9 章 里 给 出 了 新 的 定义 , 这 个 定义 由 等 式 


ac = eCloga 


给 出 , 只 要 是 实数 , 且 a 是 实 的 正 数 , 此 式 就 是 适用 的 . 
这 样 一 来 , 我 们 就 已 以 某 种 方式 赋予 


到 
31， (1)#, (+ | ， (3.5)I+v3 
以 意义 , 但 还 没有 给 出 定义 使 得 我 们 能 赋予 
(1 二 DYV5， 2i， (3 十 2i)2+3i 
以 任何 意义 . 现在 要 来 给 出 us 的 一 个 一 般 性 的 定义 , 它 对 a 和 所 有 的 值 , 无 论 是 
实数 还 是 复数 ( 仅 有 一 个 限制 : a 必须 不 为 零 ) 均 适 用 . 
定义 ”函数 aq 由 等 式 
ac = exp(CLoga) 
定义 , 其 中 Loga 是 a 的 对 数 的 任意 一 个 值 . 
首先 我 们 必须 对 这 个 定义 与 前 面 的 定义 是 相 容 的 、 并 将 它们 全 都 作为 特例 予 
以 包容 这 一 点 感到 满意 . 
(1) 如 果 a 是 正 数 且 ¢ 是 实数 , 那么 CLoga 的 一 个 值 ( 也 即 “loga) 是 实数 , 且 
exp (loga) = esloge, 这 与 第 9 章 中 所 采用 的 定义 一 致 . 正如 我 们 在 那里 所 看 到 的 


那样 , 在 第 9 章 里 的 定义 与 初等 代数 中 给 出 的 定义 是 一 致 的 ; 故而 新 定义 亦 如 此 . 
(2) 如 果 a = er (cos 几 十 isin 力 ), 那么 


Loga =7+i(w+ 2man), 


exp (Brog) 一 epr/aCis 位 (w+ 2m} § 
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其 中 mm 可 取 任 何 整数 值 . 容易 看 出 , 如 果 m 取 所 有 可 能 的 整数 值 , 那么 这 个 表达 
式 取 4 个 且 仅 取 4 个 不 同 的 值 , 这 恰好 是 在 第 48 节 中 所 得 到 的 ar/% 的 值 . 从 而 新 
的 定义 也 与 第 3 章 里 的 定义 一 致 . 
236. as 的 一 般 的 值 
设 
C=€+in a=o(cosy +isiny), 
其 中 -x < < x 所以, 根据 第 235 节 中 的 记号 有 o = er, 也 即 r =1logo. 那么 
CLoga = (€+in) {logo +i(w +2mn)} =L+iM, 
其 中 
L=élogo —n(V+2mr), M =7logo+é€(Y +2mn); 
而 
a¢ = exp (CLoga) = ez (cos M + isin M). 
故而 a¢ 的 一 般 的 值 是 
etlogo nvt2ma) [cos{nlogo + €(V + 2mn)} 


+isin{nlogo +é€(w + 2mm)}]. 


一 般 来 说 , a¢ 是 一 个 无 穷 多 值 的 函数 . 因为 


|as| = et lo80—n(W+2ma) 


对 于 m 的 每 一 个 值 都 有 一 个 不 同 的 值 , 除非 7 = 0. 如 果 反 过 来 有 7 = 0, 那么 a¢ 
的 所 有 的 不 同 值 的 模 都 是 相同 的 . 但 是 它 的 任何 两 个 值 都 是 不 同 的 , 除非 它们 的 辐 
角 相 同 , 或 者 相差 2r 的 一 个 倍数 . 这 就 要 求 : E(w 十 2mn) 和 &(w + 2nr) 如 果 是 不 
相同 的 (这 里 m 和 n 是 不 同 的 整数 ), 它们 就 将 相差 2r 的 一 个 倍数 . 然而 , 如 果 


€($ + 2m7) — (VY + 2nn) = 2kn, 
那么 5 =k/(m 一 n) 就 是 一 个 有 理 数 . 我 们 得 出 结论 : ao 是 无 穷 多 值 的 , 除非 5 是 
实数 且 为 有 理 数 . 另 一 方面 , 我 们 已 经 看 到 : 当 是 实数 且 为 有 理 数 时 , o 只 有 有 
限 多 个 值 . 


as = exp(CLoga) 的 主 值 是 对 Loga 取 主 值得 到 的 ; 也 就 是 说 , 在 一 般 的 公式 中 假设 m = 0 
所 得 到 的 值 . 故而 a* 的 主 值 是 


ecoge {cos(nlogo + €w) +isin(n logo + €w)}. 
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两 个 特殊 情形 特别 有 意义 . 如 果 a 是 实数 量 为 正 数 , 而 是 实数 , 则 有 o = a, w= 0 
€ = C7 = 0, 此 时 as 的 主 值 是 eeg", 这 是 在 第 9 章 里 所 定义 的 值 . 如 果 lal = 1 且 5 是 
实数 , 则 有 o = 1, € = C, 7 = 0, 此 时 (cos 世 + isin%)' 的 主 值 是 cos Cu% + isin CW. 这 是 de 
Moivre 定理 的 一 个 进一步 的 推广 (第 45, 49 节 ). 

例 XCV 

(1) 求 让 的 所 有 的 值 . [根据 定义 有 


i = exp(iLogi). 


但 是 
i co lntisnln, Ti (2 二 二] 元 
下 eet gl 二 2 1 


其 中 上 是 任意 整数 . 于 是 


ii= ep{- (2 十 3) 二 一 ee 一 (2k+ 亏 )， 


从 而 六 所 有 的 值 都 是 实数 且 为 正 数 . ] 
(2) 当 将 as 的 值 画 在 Argand 图 上 时 , 它 的 值 是 内 接 于 一 条 等 角 螺 旋 线 的 一 个 
等 角 多 边 形 的 顶点 , 该 等 角 螺 旋 线 的 角度 与 a 无 关 . (Math. Trip. 1899) 
[如 果 a¢ = r(cosg 十 isin9), 就 有 


r=etlgo nVt2ms), 9=nlogo+é€(W + 2mn); 


故而 所 有 的 点 都 在 螺旋 线 > = ol<?+7)/se-m9/s 上 . ] 
(3) 函数 e. 如 果 在 一 般 性 的 公式 中 用 e 代替 则 logo = 1, vw = 0, 我 们 就 得 
到 
e5 = ef-2mm {cos(n + 2mné) + isin(n + 2mné)}. 
es 的 主 值 是 ef(cosn 十 isinm), 它 等 于 exp <( 第 233 节 ). 特别 地 , 如 果 < 是 实数 , 则 
7 = 0, 我 们 得 到 其 一 般 的 值 是 


es (cos 2mnC + isin 2mzrC)， 


而 其 主 值 则 是 et, 这 里 e 表示 第 9 章 里 所 定义 的 指数 函数 的 正 的 值 . 

(4) 证 明 : Loges = (1 十 2mni)¢ + 2nzi, 其 中 m 和 n 是 任意 的 整数 , 且 一 般 来 
说 , Loga 有 双重 无 穷 多 个 值 . 

(5) 等 式 1/as = oa 是 全 真 的 ( 例 XCIV 第 3 题 ); 对 于 主 值 来 说 , 此 式 也 是 
正确 的 . 
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(6) 等 式 as x b= (ab)5 是 全 真 的 , 但 对 主 值 来 说 并 不 总 是 正确 的 . 
(7) 等 式 a¢ x a = af+5 不 是 全 真 的 , 但 对 主 值 来 说 为 真 . [右边 的 每 一 个 值 都 
是 左边 的 一 个 值 , 但 是 a¢ x as 的 一 般 的 值 , 也 即 


exp{C(loga + 2mni) + C’(loga + 2nni)} 


通常 并 不 是 af+5 的 值 , 除非 m=. ] 
(8) 对 于 下 列 诸 等 式 


Loga’ = CLoga, (a‘)® = (ac)5 一 ac 


而 言 , 对 应 的 结果 是 什么 ? 

(9) as 的 所 有 的 值 都 是 实数 的 一 个 必要 与 充分 条 件 是 : 25 和 {11log |al+&ama}/n 
两 者 均 应 是 整数 , 其 中 ama 表示 辐 角 的 任意 一 个 值 . 要 使 它 所 有 的 值 都 是 模 为 1 的 ， 
对 应 的 条 件 应 该 是 什么 呢 ? 

(10) lm + zi 的 一 般 的 值 (其 中 = > 0) 是 


e-(m-™ 2 {cosh2 (m+n) nt cos (2log 7)}]. 


(11) 对 下 述 论证 中 的 谬误 加 以 解释 : 由 于 ezmri = eznni = 1, 其 中 mm 和 n 是 任 
意 的 整数 , 所 以 , 对 每 一 边 取 i 次 宕 就 得 到 e-2"* = e-2"*. 

(12) 在 何 种 情形 下 , rz 的 任何 值 本 身 都 是 实数 ? 其 中 z 是 实数 . [如 果 zx > 0， 
那么 


Zr = exp (ZLogz) = exp (zlog z) Cis2mzrz， 


其 中 第 一 个 因子 是 实数 . 其 主 值 ( 主 值 对 应 于 m = 0) 永远 是 实数 . 

如 果 z 是 有 理 分 数 p/(2q + 1), 或 者 是 无 理 数 , 那么 它 没有 其 他 的 实数 值 . 但 是 
如 果 >z 形 如 p/2g, 那么 就 有 另外 一 个 实数 值 , 也 即 -exp(zlogz), 它 是 由 取 m = gq 
得 到 的 . 

如 果 z= -6< 0, 那么 


T° =exp{—éLog(-£)} = exp(~élogé€)Cis{—(2m + 1)né}. 
使 得 它 的 任何 值 均 为 实数 的 仅 有 的 情形 是 & = p/(2q + 1), 此 时 mm = 9 给 出 实数 值 
exp( 一 Elog6)Cis( 一 pr) = (一 DRE 


真实 的 情形 由 下 述 诸 例 予 以 说 明 


-六 
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(13) 任意 底 的 对 数 . 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 定义 5 = Log。z. 我 们 可 以 说 成 人 
如 果 eu 的 主 值 等 于 z, 则 5 = Logsz; 或 者 也 可 以 说 成 ( i) 如 果 % 的 任意 一 个 值 
都 等 于 z, 则 ¢ = Logaz. 

于 是 , 如 果 a = e, 那么 根据 第 一 个 定义 , 如 果 es 的 主 值 等 于 z, 或 者 说 如 果 有 
expC = z, 那么 就 有 ¢ = Log。z; 所 以 Log。z 与 Logz 恒 等 . 但 是 , 根据 第 二 个 定义 ， 
如 果 


e' =exp(CLoge) =z, (Loge = Logz, 
或 者 说 如 果 有 ¢ = (Logz)/(Loge)( 对 数 的 任何 值 都 取 到 ), 则 有 ¢ = Log。z. 于 是 


log |z| + (amz + 2mn)i 


C= Logez = 1+ 2nni 
所 以 5 是 > 的 双重 无 穷 多 值 函数 . 根据 这 个 定义 , 一 般 地 有 Log。z = (Logz)/(Loga). 
(14) Dog 二 和 Loge(-1) = 和 


其 中 m 和 是 任何 整数 . 
237. 正弦 和 余弦 的 指数 的 值 
由 公式 
exp (€ +in) = expé (cos7 + isin”) 
可 以 推导 出 若干 个 很 重要 的 辅助 公式 . 取 上 = 0, 就 得 到 exp (in) = cosn +isin m; 改 
变 7 的 符号 得 到 exp (in) = cosn 一 isinn. 于 是 


cosn = 3 {exp (in) + exp (~in)}, 


sinn = -Bi {exp (i) — exp (~in)}. 
当然 , 可 以 对 7 的 任意 的 三 角 比 得 出 用 exp (in) 来 表示 的 表达 式 . 
238. sinC 和 cos5 对 于 上 的 所 有 值 的 定义 
在 上 一 节 里 我 们 看 到 , 当 〈 是 实数 时 有 


cosC = 3{exp(i6) + exp(-iC)}, (Ia) 


sinC = 3i{exp (6) ~ exp (i0)}. (1b) 


根据 通常 在 初等 三 角 学 中 所 采用 的 几何 定义 , 这 些 等 式 的 左边 仅 对 实 的 ¢ 的 值 有 
定义 . 另 一 方面 , 它 的 右边 对 所 有 〈 的 值 ( 实 的 或 者 复 的 ) 都 有 定义 . 这 样 一 来 , 自 
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然 引 导 我 们 采用 公式 ( 1) 来 作为 cosC 和 sin 对 于 ¢ 的 所 有 值 的 定义 . 根据 第 237 
节 的 结果 , 这 些 定义 与 对 于 实 的 《 的 值 的 初等 定义 相 一 致 . 
定义 了 cosC 和 sin 5, 利用 等 式 


sinC 


cosC 
tan5 = 一 
c 


cotC= 


osC sinC” 


secC cosecC = (2) 


> 
cosC” sinC 


就 定义 了 其 他 的 三 角 比 . 显然 , cosC 和 sec5 是 ¢ 的 偶 函 数 , 而 sinC, tanC, cot 5 以 
及 cosecc 则 是 奇 函数 . 又 如 果 exp (iC) = 也 就 有 


1 
cosC= 3{t+ sin = —3i{t—t!}, 


co C +sinn c= 3 {tt (0) }=1. (3) 


我 们 可 以 进一步 将 C+C' 的 三 角 函 数 通过 5 和 <' 的 三 角 函 数 用 与 在 初等 三 角 
中 成 立 的 公式 同样 的 公式 表示 出 来 . 因为 , 如 果 exp(iC) =t, exp (ic = 如 就 有 


cos(C+0)= 当 (w+ 页 ) =1{(:+}) +3)+(-}) (:-2)} 


= cosCcosC’ — sinCsinC’; (4) 
类 似 地 可 以 证 明 
sin(C+¢C') = sinCcosC’+ cosCsinC’. (5) 
特别 地 有 
cos ( 十 7) 一 一 sinC， sin ( 十 7") = cosC. (6) 


初等 三 角 中 所 有 常见 的 公式 都 是 等 式 (2)~(6) 的 代数 推论 ; 故而 所 有 这 样 的 关 
系 式 也 对 本 节 中 所 定义 的 一 般 的 三 角 函 数 成 立 . 


239. 推广 的 双 曲 函数 
在 例 LXXXVIII 第 20 题 中 , 我 们 用 等 式 
coshC = 3 {epC texp(-O)}, sinhC =3{exp6 -exp(-O} 0) 


对 取 实 数值 的 5 定义 了 cosh5 和 sinh¢. 现在 可 以 将 这 些 定义 推广 到 取 复 数值 的 变 
量 ; 也 即 同意 用 等 式 ( 1) 来 对 所 有 实 的 或 者 复 的 5 的 值 定义 cosh¢ 和 sinh¢. 读者 
容易 验证 


cosiC = cosh6， siniC =isinhC¢, coshi¢ = cos6， sinhic =isinC. 
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我 们 已 经 看 到 , 像 cos2C = cos?¢ 一 sin2( 这 样 的 初等 三 角 公式 当 ( 被 允许 取 
复数 值 时 仍 保持 成 立 ， 这 样 一 来 , 如 果 用 cosiC 代替 cos¢, 用 sinic 代替 sinC, 用 
cos2iC 代替 cos 26, 或 者 换 句 话说 , 如 果 用 cosh5 代替 cos¢, 用 isinh< 代替 sin (， 
用 cosh 25 代替 cos 26, 它 仍然 保持 成 立 . 从 而 


cosh 2C = cosh2 5 + sinh? C. 
同样 的 变换 过 程 可 以 应 用 到 任何 三 角 恒等式 上 去 . 正 是 这 点 对 例 LXXXVIIL 第 22 
题 中 的 双 曲 函数 公式 与 通常 的 三 角 函 数 公式 之 间 的 对 应 关系 给 出 了 解释 . 
240. 与 cos(é 十 in),sin(é 十 im) 等 有 关 的 公式 
由 加 法 公式 推出 
Cos(€ + in) = cos€ cosin — sin€ sinin = cosé cosh7 — isiné€ sinh 四， 
Sin(€ + in) = sin€ cosin + cosé sini = sin € cosh 7 + icosé€ sinh 7. 


这 些 公式 对 上 和 所 有 的 值 均 成 立 . 5 和 均 为 实数 是 一 个 有 意义 的 情形 . 此 时 它 
们 给 出 复数 值 的 余弦 和 正弦 的 实 部 以 及 虚 部 的 表达 式 . 

例 XCVI 

(1) 确定 ¢ 的 值 , 使 得 cos¢ 和 sin 5(i) 取 实 数值 , (ii) 取 纯 虚数 值 . [例如 当 n=0 
或 者 当 & 是 r 的 任何 倍数 时 , cos5 是 实数 . ] 


(2) leos(§ +in)| = V (cos?€+ sinh277) = {dees 27 十 co29 
|sin(€ +in)| = V (sin? € + sinh?n) = 1 | 全 ceay 一 co020)}. 
[利用 ( 比方 说 ) 等 式 
|cos(€ +in)| = V{cos(€ + in) cos(€ — in)}.] 


sin 2€ + isinh 27 sin 25 — isinh 27) 


(3) tan(€ +in)= cosh an Fcosae’ ot(é+in)= co coe 
[例如 
,) _ Sin(€+in)cos(€ —in) _ sin2é + sin2in 
tan( + in) = cos(€ +in) cos(€ —in) ™ cos2é + cos2in’ 
这 立即 导出 给 定 的 结论 . ] 


(4) sec(€ +in) = oh ooh tisiné inhy 
了 (cosh 27 + cos26) 


cosec(£+ 谍 ) = sin€ cosh7 一 icosésinhy 
3 (Cosh2n 一 cos26) 
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(5) 如 果 |cos(E 十 这 | = 1, 那么 sin?€ = sinh?7, 又 如 果 |sin(€ +in)| = 1, 那么 
cos? € = sinh2 7. 
(6) 如 果 |cos(€ + = 1, 那么 


sin{amcos(€ +n)} = 土 sin?é€ = 土 sinh? 7. 
(7) 证 明 : Logcos(5 十 这 ) = 4 二 iB, 其 中 
1 1 
A= 3 log {eo 2 + e0020)} 
而 B 是 任何 一 个 满足 
cosB sinB 1 


人 (cosh27 十 cos 9} 


cosécoshn ~ sin€sinh7n 一 


的 角度 . 对 Logsin(é + i) 求 一 个 类 似 的 公式 . 
(8) 方程 cos5 = a 的 解 , 其 中 a 是 实数 . 令 5 = 上 +i, 并 使 实 部 与 虚 部 分 别 
相等 , 即 得 
cosécoshn=a, sing€sinh” = 0. 
于 是 或 者 m= 0, 或 者 上 是 x 的 一 个 倍数 . 如 果 (im = 0, 那么 cos& = a 而 这 是 不 
可 能 的 , 除非 有 -1 < a < 1. 这 个 假设 可 得 到 解 


C= 2knx + arccosa, 
其 中 arccosa 的 值 介 于 0 和 3 之 间 . 如 果 (= mn, 那么 coshn = (一 1)™a, 所 


以 要 么 a > 1, 且 mm 是 偶数 , 要 么 a < -1, 且 m 是 奇数 . 如 果 a = 土 1, 那么 1 = 0， 
这 样 就 又 回 到 了 第 一 种 情形 . 如 果 |a| > 1, 那么 coshy = |al, 这 样 就 得 到 解 


C=2kxtilog{a+ V(o2 —1)} (a>1), 
C=(2k+1)x+tilog{-a+ Vo -1)} (a<—l). 
例如 , cosC = -3 的 通 解 是 ¢ = (2k 十 1)x 土 ilog3. 
类 似 地 求解 sinC = a 


(9) cos6 = a 十 iB 的 解 , 其 中 B 天 0. 可 以 假设 8 > 0, 这 是 因为 当 B < 0 时 
只 需要 改变 i 的 符号 就 可 以 推导 出 结论 . 在 此 情形 有 


costécoshn =a, sinésinhn=—pB (1) 
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以 及 2 2 


o BP_ 
cosh?n sinh? 
如 果 令 cosh?n = z, 就 得 到 


a 


z2 一 (1+a2+p2)r+oa2=0， 
也 即 z = (A41 土 42)*, 其 中 
A =3VUa ri rm hs= dV 1+). 
假设 a > 0. 则 有 4 > 42 > 0 以 及 coshn = A1 土 42. 又 有 


一 汪 _ = 41 干 42， 
7 


cosE = i 
而 由 于 coshn > cos&, 故而 我 们 必须 取 
cosh = A1 + do， cos€ = A1— Az. 
这 些 方程 的 通 解 是 


€=2kxtarccosM, n=+log{L+ V(L?—1)}, 


其 中 工 = 41+ ha M = A 一 Ao, 而 arccosM 则 介 于 0 和 3 之 间 ， 


然而 , 上 面 这 样 得 到 的 7 和 & 的 值 既 包 含 了 方程 


cosécoshn=a, sin€ésinhn = 有 


(3) 


的 解 , 也 包含 了 方程 ( 1) 的 解 , 这 是 因为 我 们 只 用 到 了 后 一 组 方程 中 经 过 平方 后 的 
第 二 个 方程 . 为 了 区 分 这 两 组 解 , 注意 到 sin& 的 符号 与 方程 组 ( 2) 中 的 第 一 个 方 
程 的 不 确定 的 符号 是 相同 的 , 而 sinhy 的 符号 与 方程 组 ( 2) 中 的 第 二 个 方程 的 不 
确定 的 符号 是 相同 的 . 由 于 8 > 0, 这 两 个 符号 必定 是 不 同 的 . 从 而 所 求 的 通 解 是 


《=2kr 士 [aeeosw 一 ilog 人 + V (ZE2 一 可] . 
试用 同样 的 方法 研究 并 解决 a < 0 和 a = 0 的 情形 . 


(10) 如 果 8 = 0, 那么 DL=3letl+tBle -th Mr lel 


验证 : 这 样 得 到 的 结果 与 第 8 题 的 结论 一 致 . 
(11) 证 明 : 如 果 a 和 6 是 正 数 , 那么 sinC = a + i8 的 通 解 是 


C=kr+(-1)* [arcsinM + ilog {Z+ VE ， 
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其 中 arcsinM 介 于 0 和 3x 之 间 . 在 其 他 可 能 的 情形 求 出 它 的 解 
(12) 求解 tan¢ = a, 其 中 a 是 实数 . [所 有 的 根 都 是 实数 . ] 
(13) 证 明 : tanC = a 二 i8( 其 中 B 取 0) 的 通 解 是 

和 a2 十 (1 十 D)? 
ct+3 koe (SO) 

其 中 9 是 满足 

cos0 :sin0:1::1— a — fp?:20: {0 02— 62) +402} 


的 绝对 值 最 小 的 角 . 
(14) 证 明 
lexpexp (€ + in)| = exp (exp é cosn), 
R{coscos(€ + in)} = cos (cos€ cosh 7) cosh (sin € sinh 7) , 
I{sin sin (€ + in)} = cos (sin € cosh 7) sinh (cos € sinh 7) . 

(15) 证 明 : 如 果 ¢ 沿 着 经 过 原点 且 与 OX 交角 小 于 3 的 任何 一 条 直线 向 外 
移动 到 无 穷 , 则 |exp | 趋向 co, 而 当 ¢ 沿 一 条 类 似 的 与 OX 交角 介 于 3 与 x 之 
间 的 直线 向 外 移动 到 无 穷 时 , lexp C| 趋向 0. 

(16) 证 明 : 如 果 沿 着 经 过 原点 且 异 于 任意 一 条 实 半 轴 的 任何 一 条 直线 向 外 
移动 到 无 穷 , 则 |cos5| 和 lsin | 趋向 co. 

(17) 证 明 : 如 果 ¢ 沿 着 第 (16) 题 中 的 直线 向 外 移动 到 无 穷 , 则 tan5 趋向 -i 
或 者 i, 如 果 该 直线 位 于 实 轴 上 方 , 则 tan5 趋向 -i, 而 当 该 直线 位 于 实 轴 下 方 时 ， 
tanC 趋向 i 
241. 对 数 函 数 与 反 三 角 函 数 之 间 的 联系 

在 第 6 章 里 我 们 发 现 , 有 理 函数 或 者 代数 函数 $(z,a, 6B,…)( 其 中 9,…… 均 
为 常数 ) 的 积分 常常 根据 a, 6,.… 的 值 而 取 不 同 的 形式 ; 有 时 它 可 以 用 对 数 来 表示 ， 
有 时 它 可 以 用 反 三 角 函 数 来 表示 . 例如 , 如 果 a > 0, 就 有 

dz 1 也 
[Es = tn (1) 
但 是 如 果 a < 0, 则 有 


| dz 出 Eee (—a) (2) 
+a 2V(-a) z+V(-a)l 
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这 些 公式 启发 我 们 : 在 对 数 函 数 与 反 三 角 函 数 之 间 存 在 某 种 联系 . 这 种 联系 的 存在 
性 也 可 以 从 这 样 的 事实 推导 出 来 : 我 们 已 经 将 的 圆 函 数 用 expic 表示 出 来 , 而 对 
数 又 是 指数 函数 的 反 函 数 . 

更 特别 地 , 让 我 们 来 考虑 等 式 


dz 1 z—a 
|- 去 xs( 千 2)， 
当 a 是 实数 且 (z 一 a) / (z + a) 为 正 数 时 它 成 立 . 如 果 在 此 等 式 中 能 用 ia 代替 a 
就 得 到 公式 
aretan (2) = 去 log (2 人) + (8) 


其 中 C 是 一 个 常数 , 而 这 就 给 出 一 个 问题 : 这 样 我 们 就 定义 了 一 个 复数 的 对 数 , 问 
题 是 能 否 证 明 这 个 等 式 是 正确 的 呢 ? 
现在 有 ( 第 231 节 ) 


Log(z 士 ia) = log (z2 + oa2) +i($ + 2kn), 
其 中 大 是 一 个 整数 , 而 % 是 满足 cos 9 : sin9 : 1:: 工 :a: Vlz? 十 ox) 的 绝对 值 最 小 
的 角度 . 从 而 1 
了 一 1Q 
ZL (5¥) 加 = in, 


其 中 1 是 一 个 整数 , 而 事实 上 这 个 值 与 arctan (z/a) 的 任意 一 个 值 相差 一 个 常数 . 
将 对 数 函 数 与 反 三 角 函 数 联系 在 一 起 的 标准 公式 是 


arctanz = 3 加 ， (4) 


一 地 


其 中 z 是 实数 . 取 z = tany, 最 容易 验证 此 时 它 的 右边 变 为 


BLog 全) = BLog (exp 2iy) = y + kn, 
其 中 是 一 个 任意 的 整数 , 所 以 等 式 ( 4) 是 “全 ” 真 的 ( 例 XCIV 第 (3) 题 ). 读者 
还 可 以 验证 公式 


arccosz = —iLog { 土 iV(1 —z7)} ， arcsinz = —iLog 全 十 VG 一 7)} ， (5) 


其 中 -1< z < 1; 这 些 公 式 中 的 每 一 个 都 是 “全 ” 真 的 . 
例 
求解 方程 
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其 中 y=exp(iu), 关于 y 解 出 yz 土 :V(I 一 22). 于 是 有 
w= -iLogy = —iLog 人 { 主 iVG= 林 } 
它 与 等 式 (5) 的 第 一 个 公式 等 价 . 用 类 似 的 推理 得 到 余下 的 等 式 (4) 和 (5). 
242. exp z 的 震级 数 ? 
在 第 219 节 中 我 们 看 到 , 当 z 为 实数 时 有 


2 
expz 三 1+z 十 下 十 …， (1) 


在 第 198 节 中 还 看 到 , 当 z 是 复数 时 此 式 的 右边 仍然 收敛 (而 且 还 是 绝对 收敛 的 ). 
自然 会 想到 等 式 ( 1) 也 成 立 , 我 们 现在 来 证 明 的 确 如 此 . 

假设 用 F(z) 来 表示 级 数 ( 1) 的 和 . 由 于 该 级 数 是 绝对 收敛 的 , 直接 做 乘法 就 
推出 ( 与 在 例 LXXXI 第 (7) 题 中 相同 ): F(z) 满足 函数 方程 


F(z+h)= F(z)F(h), (2) 
特别 地 有 
F(z +iy) = F(z)F(iy). 
现在 有 
FO) =1+z+ 下 二 一 er， 
而 
pi a 
PPO) =1 一 半 + 半 于 + *) = cosy +isiny. 


从 而 , 如 果 z = z 十 过, 则 有 
F(z) =e’(cosy +isiny) = expz. 


还 有 另外 一 个 证 明 方 法 , 这 一 方法 是 有 价值 的 , 是 因为 它 并 不 需要 有 关于 cosy 
和 siny 的 寡 级 数 的 知识 . 
如 果 Fliy) = fg), 则 有 f(y+k) = f(y)f(k) 以 及 


f+- I) jo) LY-1 


=if(y) J) -}=if(y)(l+7p), 


人 @@ 现在 用 z 代 痊 C 作为 《 作为 指数 函数 的 自 变 量 是 方便 的 . 
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其 中 对 小 的 & 有 


p< 四 + 轩 + 


所 以 p 与 大 同时 趋向 零 . 于 是 f(y) 是 可 微 的 , 且 有 


< (e 一 2 人 人， 


f'(y) = 
由 此 推出 
g(y) = f(y) (cosy —isiny) 
是 可 微 的 ?. 又 有 
g(y) =if(y)(cosy — isiny) — f(y)(siny +icosy) = 0， 
所 以 g(y) 是 常数 . 从 而 有 
g(y) = 9(0)=1 
以 及 
1 Cosy+isiny 


= 一 一 一 一 = C—O = COSY + isiny. 
f(y) cosy—isiny cos2y+sin2y E 


最 后 有 F(iy) = f(y) = cosy +isiny 以 及 
F(z +iy) = F(z)F(iy) = er(cosy +isiny). 
243. cos z 和 sin z 的 客 级 数 
由 上 一 节 的 结果 以 及 第 238 节 的 等 式 ( 1) 推出 : 对 所 有 z 的 值 有 


i | 
cos2z 一 1 一 3 sinz=z— 可 + 可 一 
例 XCVII 
(1) 证 明 
lcosz| < cosh|z| ， lsinz| < ps 


(2) 证 明 : 如 果 |z| < 1, 那么 |cosz| <2 且 |sinz| < = 3 ll 
(3) 由 于 sin 2z = 2sinzcosz, 我 们 有 


2z)3 (22) 


( 3 5 加 23 z2 
了 一 ”二 


(2z) 
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通过 将 右边 的 两 个 级 数 相 乘 ( 第 202 节 ) 并 使 两 边 系数 相等 ( 第 201 节 ) 即 得 


人 ) + )++ (2 ) on 
1 3 2n+1 
用 二 项 定理 验证 此 结果 . 从 等 式 


cos2z+sin?z=1, cos2z=2cos*z—1=1—2sin?z 


推导 出 类 似 的 恒等式 . 
(4) 证 明 
exp{(1+i)z} = Deon (ns) 气 
(5) 将 coszcoshz 按照 z 的 罕 展 开 . [我 们 有 


coszcoshz —isinzsinhz = cos{(1+)2} =[exp {(1+)}+exp {一 (1+)a)]] 
1 ,in n FW 
22 {1+(-—1) en (Yun) A 
类 似 地 有 


coszcoshz+isinzsinhz= cos(l—i)z 
192 {1+ (1)"}e = 
2 Pa /nn 
从 而 
eonzccoehz = 1 D23 "{1+(-1)"} 1 n= 1 一 一 一 十 一 一 
24 i Ves a 
(6) 将 sin? z 和 sin3 z 按照 z 的 寡 展 开 . [利用 公式 
sin2z =3 (1 — cos22), sin? z= 3 (3sinz — sin32). 


显然 , 同样 的 方法 可 以 用 来 展开 cos" z 和 sin" z, 其 中 n 是 一 个 任意 的 整数 . ] 
(7) 对 下 列 级 数 求 和 


三 Cosz ，cos2z ，cos3z _ sinz sin2z sin3z 
Cr i 让 证 
{ 这 里 有 

C+iS=1+ 2 pO = exp {exp (iz)}, 
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= exp (cosz) {cos (sin z) + isin (sin z)}, 


类 似 地 有 
C—iS = exp {exp (一 iz)} = exp (cosz) {cos (sin z) — isin (sin z)}. 
从 而 
C = exp (cosz) cos (sinz)， 3 = exp (cosz)sin (sin z) ,] 
(8) 求 和 
acosz a?cos2z asinz a?sin2z 
二 DR 加 
(9) 对 级 数 
Cos22z cos4z Cosz COs3z 
lt 
以 及 包含 正弦 的 对 应 的 级 数 求 和 . 
(10) 证 明 
1+ 本 十 0 十 …' 一 3 {eos (cos z) cosh (sin z) + cos (sin z) cosh (cos z)} . 


(11) 证 明 : 在 第 152 节 ( 1) 中 得 到 的 cos (z 十 h) 和 sin (z 十 加 展开 成 h 的 军 
的 展开 式 对 所 有 zx 和 的 值 ( 无论 实数 还 是 复数 ) 都 是 成 立 的 . 


244. 对 数 级 数 
当 z 是 一 个 实数 且 绝 对 值 小 于 1 时 , 在 第 220 节 中 曾 得 到 


2 
当 z 取 模 小 于 1 的 任何 复数 值 时 , 右边 这 个 级 数 是 收敛 的 , 且 的 确 还 是 绝对 收敛 的 . 
这 自然 启发 我 们 想到 : 等 式 (1) 对 于 这 样 的 复数 值 > 仍然 成 立 ， 这 可 以 通过 对 第 
220 节 中 的 论证 加 以 修改 予以 证 明 . 事实 上 我 们 要 证 明 的 比 这 还 要 更 多 一 些 , 也 即 
我 们 要 证 明 (1) 对 于 满足 |z| < 1 且 除 了 -1 以 外 所 有 z 的 值 均 为 真 . 
应 该 记 住 log (1+z) 是 Log (1 十 z) 的 主 值 , 且 


logGL+ 本 =z 一 3 了 (1) 


log (1+z)= | 守 , 
其 中 C 是 在 复 变量 v 的 平面 上 连接 1 和 1 + z 的 直线 段 . 可 以 假设 z 不 是 实数 ， 
这 是 因为 公式 (1) 对 于 取 实 数值 的 z 已 经 证 明了 . 
如 果 令 


2z=Tr(cos6+ising) = Cr, 
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则 r< 和 l, 且 u=1+ct, 
那么 , 当 t 从 0 增加 到 时 , w 就 描绘 出 C. 且 


bl 
cu Jol+tct 
人 Wl i 
-| {Ctr -+ 《0 + a 


2 3 m 
= C+ Co - CD) CD- + 
=z- 扫 + 分 -+ Dr 区 二 Rn (2) 
其 中 

i tmdt 

ee | 去 玖 人 
由 第 170 节 的 (1) 得 出 
7 tmdt 

Is 下 全 多 


现在 |1 + Ct| 也 就 是 lu| 从 不 小 于 名 , 中 是 从 O 向 直线 C 作 的 垂 线 长 ?. 于 是 
rmtl 1 


(到 十 1) 到 < mts 


1 i = 
ols 二 | dt = 

故而 当 m 一 co 时 有 Rm 一 0. 现在 由 ( 2) 即 得 
log(1+2) =2— B+ (5) 


在 证 明 的 过 程 中 我 们 已 经 指出 了 此 级 数 是 收敛 的 : 然而 这 已 经 被 证 明 过 了 ( 例 
LXXX 第 (4) 题 ). 事实 上 , 该 级 数 当 |z| < 1 时 还 是 绝对 收敛 的 , 而 当 |z| = 1 时 它 
是 条 件 收敛 的 

将 z 换 成 -z,, 则 对 |z| < 1,z 关 1 得 到 


1 1 
log (TE) = -Io80 -D2+ 3 +t (6) 


245. 对 数 级 数 ( 续 ) 
现在 有 “ 


loa(t 2) log {(1+rcos0) + irsinO} 


0 由 于 z 不 是 实数 ， ,因而 作出 的 直线 C 不 可 能 经 过 O. 建议 读者 画 一 个 图 来 对 此 论证 加 以 说 明 . 
@ 这 里 应 当 排除 z = 一 1 的 情形 . 一 一 译 者 注 
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1 2 rsing 
一 3108 (1 十 2rcos0 十 了 ) +iarctan (Ts) 


反正 切 的 值 必须 取 在 -3 和 3 之 间 . 这 是 因为 , 1 + z 是 连接 -1 到 z 的 线段 所 


表示 的 向 量 , 故 当 z 位 于 圆 |z| = 1 的 内 部 时 , am (1 + z) 的 主 值 总 是 介 于 界限 -3 
和 3 之 间 " 

由 于 zm = rm (cosm0 +isinrmb), 在 第 244 节 的 等 式 ( 5) 中 令 实 部 与 虚 部 分 
别 相等 , 即 得 


1 L 
B10g (1+2rcosg+7) =rcos0— a3" cos20+ 了 cos30 一 … 


rsing 
1 十 rcosb 


aretan ( ) =Tsin0— dr?sin20 + 3r?sin30 一 8 
这 些 等 式 当 0<r< 1 时 对 所 有 0 的 值 成 立 ( 当 7 = 1 时 , 必须 将 0 是 x 的 奇数 倍 
这 一 情形 除外 ). 容易 看 出 , 当 -1< + < 0 时 它们 也 成 立 ( 当 r = -1 时 , 必须 将 0 
是 的 偶数 倍 这 一 情形 除外 ). 

一 个 特别 有 趣 的 情形 是 > = 1. 在 此 情形 , 如 果 -x < 0 < r, 则 有 


log (1 十 z) =log(1+Cisbg) = Slog (2 十 2cosb) 十 iarctan 人 7) 


es 1) 141 
吕 3108 (tem ;3°) + 3i0, 


所 以 
080— L082%0 4 Lo083g = .= 116 4cos2 10 
RS a 2 人 
A 下 二 
sin0 — 3 sin20+ 3 sin30 = 29: 


对 于 9 的 其 他 的 值 来 说 ,考虑 到 它们 都 是 9 的 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ， 这些 级 
数 的 和 也 很 容易 计算 出 来 . 例如 , 对 于 9 的 除了 是 x 的 奇数 倍 之 外 的 所 有 其 他 的 
值 ( 对 于 这 样 的 9 的 值 该 级 数 发 散 ), 该 余弦 级 数 之 和 为 Slog (te 30), 而 如 果 
(2k 一 1) zx <9 < (2k 二 1)x, 则 该 正弦 级 数 之 和 为 3(0— 2kn), 又 当 0 是 x 的 奇数 


倍 时 , 该 正弦 级 数 之 和 为 零 . 该 正弦 
级 数 所 表示 的 函数 的 图 形 画 在 图 54 中 . 该 函数 对 9 = (2k 十 1)x 是 间断 的 . 


四 参见 244 节 的 脚注 GD 
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图 54 
如 果 在 (5) 中 分 别 用 iz 和 -iz 代替 z, 并 将 得 到 的 两 式 相 减 , 就 得 到 


oe (EE) =2 一 3+ 7 ss 
如 果 > 是 实数 , 且 绝 对 值 小 于 1, 利用 第 241 节 的 结果 就 得 到 公式 


arctanz 二 Zz 一 22 二 125 一 
3 5 . 


这 在 第 221 节 中 已 经 用 一 种 不 同 的 方法 证 明 过 了 . 
例 XCVIII 
(1) 在 任何 满足 a > 5 的 三 角形 中 , 证 明 
logc=loga— bcosC 一 bcos2C 一 
a 2a2 
( Math. Trip. 1915) 
[利用 公式 logc = = 1 zlog (0 a2 十 刀 一 ee), ] 


(2) 证 明 : 如 果 -1<r<1， 有 -In<0< mn 那么 
7sin 20 一 dr sindg + 3 57 sin60 一 “=0 -arctan { (1=!) tan0)， 
反正 切取 值 在 -37 和 3 之 间 . 试 对 9 所 有 其 他 的 值 确定 该 级 数 的 和 . 


(3) 通过 考虑 log (1+iz) 和 log (1 - iz) 按照 > 的 究 的 展开 式 来 证 明 : 如 果 
-1<r<1l, 那么 


a Le a i , 
7sin0 十 2 cos20 一 了 sin36 一 了 r cos49 十 … 一 了 log (1 十 2rsing 十 7 


7 cos0 十 172 sin 20 一 173 cos 30 一 工 74 sin40 十 … 王 arctan Eee 
2 3 4 1 一 rsinb 


1 (5) 


: 1 3s ， 
7sin0 一 5 sin 30 十 … 一 Tndt 


1 3 1 2rcosb 
Tcosl 一 站 cos30 十 … 一 a actan (FY), 


反正 切 的 值 介 于 -天 和 3 之 间 . 
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(4) 证 明 

1 2pg41 3 1 2 
cosgcosb 一 Zc0820 cos 8 十 也 coa30cos 8 一 … 王 log (1 十 3cos 0)， 

sinb sing 一 sin20sin? 0 + Bsin30sin? 0 —...=arccot (1+cot0 +cot?0), 

1 1 
反 余 切 的 值 介 于 -5 和 5 之 间 ; 并 对 级 数 
六 1 ,2 1 2 
cosbsing 一 2 °%20sin 0+:..,， singcos0— 2sin20 cos 0 二 


的 和 求 出 类 似 的 表达 式 . 
246. 对 数 级 数 的 某 些 应 用 , 指数 极限 
设 z 是 任意 一 个 复数 , h 是 一 个 足够 小 的 实数 , 确保 有 |hz| < 1 成 立 . 那么 
log (1+hz) = hz 一 3 (nz) 十 3 (hs 


所 以 


Leu+ hz) 三 站 有 色 友 
其 中 1 1 1 
9$(h,z) = 一 了 22 十 Bh 一 Fiat +…， 
6 (hz) < |hz2| (1+ |hzl+ |h222|+.…:) = 下 


所 以 当 一 0 时 有 (h,z) 一 0. 由 此 推 得 


lim log (1 + hz) 和 
h—0 h 


特别 地 , 如 果 假 设 h = 1/n, 其 中 n 是 一 个 正 整数 , 就 得 到 
dm, nlog (1 十 z=) 二 加 


所 以 
lim (@ 十 z) 三 dm exp {nlog (@ 十 引 } 一 expz. (2) 
这 是 第 215 节 中 对 取 实 数值 的 > 所 证 明 的 结论 的 一 个 推广 . 
由 (1) 可 以 推导 出 某 些 其 他 的 结果 , 在 下 一 节 里 将 要 用 到 这 些 结果 . 如 果 上 和 
h 是 实数 , 且 h 足够 小 , 就 有 
log(1+tz+hz)—log(1+tz) 1 hz 
h -ks (+ ) 
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当 hh 一 0 时 它 趋向 极限 z/ (1 二 tz). 从 而 
{logQ +t)} = TE (3) 
我 们 还 需要 一 个 (1 十 tz)” 关 于 t 的 求 导 公式 , 其 中 m 是 任何 一 个 实数 或 者 复 
数 . 首先 注意 , 如 果 6 (t) = 儿 (t) +ix (t) 是 上 的 一 个 复 函 数 , 该 函数 的 实 部 少 (t) 和 
虚 部 x (t) 是 可 微 的 , 那么 
竺 (ep 二 证 {(eosx+isinX) exp 太 
= {(cosX+isinX) 巡 十 (一 sinX 十 icosX)X }expy 
= (w+ix’) (cosX +isinx)expy 
=(W +ix)exp(Y +ix) = $ expy, 
所 以 对 于 expy 的 微分 法 则 与 $ 取 实数 值 的 情形 相同 . 如 此 就 有 


d nm d 
下 (1+tz)™= EP{mlog(l +tz)} 
_ _mz = PA 

生 卫 直人 exp {mlog (1 十 龙 )} = mz (1 + tz) ns (4) 


这 里 (1+ 志 )” 和 (1+ 二 )”1! 两 者 都 取 主 值 . 
247. 二 项 定理 的 一 般 形式 
我 们 已 经 证 明了 (第 222 节 ): 对 于 所 有 取 实 数值 的 m 以 及 介 于 -1 和 1 之 间 


所 有 z 的 实数 值 , 级 数 
1 (")+ (er 
1 2 


的 和 都 是 (1+ z)”= exp {mlog (1 十 z)}. 如 果 a,, 是 z" 的 系数 , 那么 , 无 论 m 是 
实数 还 是 复数 , 都 有 


oni| _ | 到 一 可 三 计 
an n+l 
故而 ( 例 LXXX 第 (3) 题 ), 如 果 z 的 模 小 于 1, 则 该 级 数 总 是 收敛 的 , 现在 要 来 证 
明 它 的 和 仍然 是 exp {mlog (1 十 z)}, 也 即 (1 十 z)” 的 主 值 . 
由 第 246 节 推 出 , 如 果 t 是 实数 , 那么 
d 
dt 
z 和 m 取 任何 实数 或 者 复数 值 , 且 每 一 边 都 取 主 值 . 于 是 , 如 果 $(t) = (1 十 tz)”， 
就 有 


(1+tz)™=mz(1+tz)", 


WE) =mm— 1 (mnt+l)2"(l+t2)"". 
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这 个 公式 对 上 = 0 依然 成 立 , 所 以 


$0 (mn 
9 = 和 之 . 


由 第 167 节 的 (1) 和 (2) 推出 (如 果 记 得 第 170 节 末尾 所 作 的 说 明 的 话 ) 


(n-1) 
$(1)= BO+HO+ EO + + + + Rn, 


其 中 
1 


m= 


记 
z=r(cos0 +isin0), 了 nm 一 内 十 jy 
并 确定 R, 的 一 个 上 界 . 
一 方面 我 们 有 
|1+tz| < 2， 
另 一 方面 有 
|1+tzl= V(1+2trcos0 +t2r2) >1—-tr>1—r; 
而 -x<am(1+tz) < x. 又 有 


la 十 tm =exp{(w 一 1)log|l+tz|=vam(l+tz)} 
二 11 十 志和 Lervamd+t， 


如 果 /> 1, 则 这 里 的 第 一 个 因子 不 超过 2“-!, 如 果 p< 1, 则 它 不 超过 (1 -nj 
而 第 二 个 因子 不 超过 ex. 因此 |(1 + tz)”- | 有 一 个 与 t( 以 及 nn) 无 关 的 上 界 天 ; 


这 样 一 来 , 就 有 
[ (1+tz)"™-! (GE): df 


[Rl = Im(m—1):.…(m—n+1)| 
Kl em Dm-nt hl, "(EE) 


ls" x 


(nC—1)! 
(n—1)! 1 二 如 
最 后 有 1 一 如 > 工 一 已 所 以 


|m (m 一 1) (mm 一 十 Dl,n 


[Rs < 天 世人 


二 Pr， 
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最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 但 是 
pn+l _ Im— 串 
站 
所 以 ( 例 XXVII 第 (6) 题 )p, 一 0. 于 是 R, 一 0, 这 样 就 得 到 下 述 定理 . 
定理 ”对 于 所 有 取 实 数值 或 者 复数 值 的 m 以 及 满足 |z| < 1 的 所 有 z 的 值 ， 


二 项 级 数 
的 (7)* 
1 十 Zz 十 十: 
1 2 


的 和 都 是 exp {mlog (1 十 z)}, 其 中 的 对 数 取 主 值 . 

关于 二 项 级 数 的 一 个 更 加 完整 的 讨论 ( 包括 |z| = 1 这 一 更 加 困难 的 情形 在 
内 ) 可 以 在 Bromwich 所 著 Infinite series 一 书 (第 2 版 ) 第 287 页 以 及 其 后 各 页 中 
找到 . 

例 XCIX 

(1) 假设 m 是 实数 . 那么 , 由 于 


7 


inb 
log (1 十 z) = jlog (1 +2rcos0+7?) tiarctan ( Te ), 


我 们 得 到 


Ee m rsing 
| )* -ep 人 mlog (1 十 2rcosg 十 72 )}cs {marctan (TEs)} 


0 


加 2 二 mr rsing 
= (1+2rcos0 +r?) Cis {maretan (Tr) }, 


所 有 的 反正 切 介 于 一 3 与 二 a7 之 间 . 特别 地 , 如 果 假 设 9 = 3™, z = ir, 并 令 实 部 
和 虑 部 分 别 相等 ， 即 得 


(en 


4 


(: ) 人 ae(s jk -= (+ sin (marctanr). 


(2) 证 明 : 如 果 1, 那么 
| 
2. 2.4: 人 


2(1+72) 
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1 1353, 13.5.7.9s_ .一 VO+r)—1 
27 2.4.6" 74 6.8.10 2(i+r5 六 


[在 第 1 题 的 最 后 两 个 公式 中 取 m = 到 ] 
(8) 证 明 : 如 果 -Jr < 0 < im 那么 , 对 于 m 的 所 有 实数 值 均 有 


eam emo {1 (Tot ( 上 je 
“amo { ( 四 )e- ( 本 jene+ 


cosmb + isinrng = (cos0 +isin)™ = cos™ 0 (1+itang)™ 


[由 等 式 


立即 得 到 这 些 结果 . ] 
(4) 用 级 数 直 接 相 乘 的 方法 我 们 证 明了 ( 例 LXXXI 第 (6) 题 ); f (m,z) = 


>( ) 2" 满足 函数 方程 
f (m,z)f (m’,z) = f (m+m’,z), 


其 中 |z| < 1. 用 与 第 223 节 类 似 的 论证 方法 , 且 不 假设 本 节 中 的 一 般 性 定理 成 立 ， 
来 证 明 如 下 结论 : 如 果 m 是 实数 且 为 有 理 数 , 那么 


f (m,z) = exp{mlog(l+ 2)}. 


(5) 如 果 > 和 人 是 实数 , 且 -1 < z <1, 那么 
> ( * = cos{ylog(1+ 2z)} +isin {ylog (1 + 2)}. 
第 10 章 杂 例 
1. 证 明 : ies(1- 的 实 部 是 
tr on {YGak+ Dlog2}, 


其 中 是 任意 一 个 整数 . 
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2. 如 果 acos9 十 bsin9 十 c= 0, 其 中 a,b,c 是 实数 , 而 cz > o2 十 万, 那么 
,lol+ Ve 一 到 一 的 
4-mm+atilg Mi 
其 中 m 是 任何 奇 整数 或 者 偶 整 数 要 根据 c 是 正 数 还 是 负数 来 确定 , 而 a 是 一 个 角 


度 , 其 余弦 和 正弦 是 w/V( 严 十 丈 ] 和 b/ Va 二 下 ). 
3. 证 明 : 如 果 z = reie, 且 7 <1, 那么 


log (1 +iz) — log (1 — iz) 
的 虚数 部 分 ( 其 中 的 对 数 取 主 值 ) 是 


(Pe) 
arctan 


1 一 r2 
的 介 于 -jx 和 3 之 间 的 值 . ( Math. Trip. 1916) 


4. 证 明 : 如 果 z 是 实数 , 而 4 = a 十 边 , 那么 
d exp AT 
a exp Ar = Aexp Az, | expands 一 一 一 一 . 

从 例 LXXXVIII 第 (5) 题 推 导出 这 些 结果 . 

5. 证 明 : 如 果 a > 0, 那么 | exp {一 (a+ 测 2}dz = 二， 并 推导 出 例 
LXXXVIII 第 (6) 题 的 结果 . , 

6. 证 明 : 如 果 (z/a)? + (y/b)? = 1 是 一 个 椭圆 的 方程 , 且 f(z,y) 表示 另外 的 
任何 一 条 代数 曲线 的 方程 中 最 高 次 的 那些 项 , 那么 此 椭圆 与 该 曲线 的 交点 的 偏心 角 
之 和 与 

—i {log f (a, ib) 一 log f (a, —ib)} 
相差 2r 的 一 个 倍数 . 
[偏心 角 由 f (acosa,bsina) +…:= 0 给 出 , 也 即 由 


1{$ (e+) ,2( -4)}+.=0 


给 出 , 其 中 = expia; 而 汀 a 等 于 -iLogP 的 一 个 值 , 其 中 P 是 这 个 方程 的 根 的 
乘积 . ] 
7. 确定 方程 tan z = az 的 根 的 个 数 以 及 近似 位 置 , 其 中 a 是 实数 . 
[我 们 已 经 知道 ( 例 XVII 第 (4) 题 ), 该 方程 有 无 穷 多 个 实 根 . 现在 令 z = z+y， 
并 使 实 部 和 虚 部 分 别 相等 . 我 们 就 得 到 
sin 27 sinh2y 
cos2z + cosh2y 一 0 co82z+ cosh2y 


ay, 
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所 以 , 除非 z 或 者 y 为 零 , 否则 就 有 
sin2z _ sinh2y 
2 2y ” 
这 是 不 可 能 的 , 因为 它 的 左边 的 绝对 值 小 于 1, 而 右边 的 绝对 值 大 于 1. 从 而 有 z==0 
或 者 y = 0. 如 果 y = 0, 就 回 到 了 该 方程 的 实 根 . 如 果 > = 0, 则 tanhy = ay. 容易 
看 出 , 如 果 a < 0 或 者 a > 1, 这 个 方程 没有 异 于 零 的 实 根 , 而 当 0 < a < 1 时 它 有 
两 个 这 样 的 根 . 于 是 , 如 果 0 < a < 1, 它 有 两 个 纯 虚 根 ; 反之 所 有 的 根 都 是 实 的 . ] 
8. 如 果 a < 0, 则 方程 tan z = az 十 没有 复 根 , 其 中 a 和。b 是 实数 , 且 b 不 等 
于 零 . 如 果 a > 0, 则 所 有 复 根 的 实 部 的 绝对 值 都 大 于 |5/2al. 
9. 方程 tan z = a/z 没有 复 根 , 其 中 a 是 实数 , 但 是 , 如 果 a < 0, 则 它 有 两 个 
纯 虚 根 . 
10. 方程 tanz = atanh cz 有 无 穷 多 个 实 根 以 及 纯 虚 根 , 但 是 没有 复 根 , 其 中 a 
和 ce 是 实数 . 
11. 证 明 : 如 果 z 是 实数 , 那么 


in 
er cosbz = 》 切 ar— (ar2p+{( ”| om- 全 一， 
Tn 2 4 


这 里 的 大 括号 中 有 3 (二 1) 或 者 = 3 (n+2) 项 . 对 于 ez sin bz 求 一 个 类 似 的 级 数 . 
12. 如 果 当 n -oo 人 n) 一 z, 那么 {1 十 $(z,n)}" = expz. 
13. 如 果 p(t) 是 实 变量 t 的 一 个 复 函 数 , 那么 


d _$ 
一 logg (tb) 一 9 


[利用 公式 
$=Y+ix, log$= S10g (V2 +X?) +iarctan (X/) 


14. 变换 . 在 第 3 章 里 ( 例 XXI 第 (21) 题 和 其 后 诸 题 , 以 及 第 3 章 杂 例 第 22 
题 和 其 后 诸 题 ) 我 们 已 经 考虑 了 几 个 简单 的 例子 , 这 些 例子 涉及 两 个 变量 z, 2 的 平 
面 上 由 一 个 关系 式 > = f (2) 相 联系 的 图 形 之 间 的 几何 关系 . 现在 要 来 研究 关系 式 
中 含有 对 数 、 指 数 或 者 三 角 函 数 的 某 些 情形 . 

首先 假设 

z=exp 玛 ， 2 = ZLogz, 

其 中 a 是 正 数 . z 的 一 个 值 与 2 的 一 个 值 相 对 应 , 但 是 , 对 于 z 的 一 个 值 却 有 无 穷 
多 个 2Z 的 值 与 之 对 应 . 如 果 z,y,7,9 是 z 的 坐标 , 而 X,Y, R,6 是 2 的 坐标 , 就 有 
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关系 式 


TY .0 
工 = erX/a cos 一 ， 1 一 esn 
Q 


0 
X= Llogr, Y = < + 2ka, 
x x 


其 中 是 任意 一 个 整数 . 如 果 假 设 -x < 9 < x, 且 Logz 取 主 值 logz, 那么 = 0， 
而 2 则 被 限制 在 2 一 平面 上 的 某 个 与 轴 OX 平行 的 带 状 区 域 中 , 且 其 每 一 边 距 
OX 的 距离 为 a, 该 带 状 区 域 上 的 一 点 与 整个 z- 平面 上 一 点 相对 应 , 且 反之 亦 然 . 
取 Logz 的 一 个 异 于 主 值 的 值 , 我 们 就 得 到 z- 平面 与 Z- 平面 上 另 一 个 宽度 为 24 
的 带 状 区 域 之 间 一 个 类 似 的 关系 . 

对 于 Z- 平面 上 X 与 了 取 常 数值 的 那些 直线 , 它们 与 z*- 平面 上 > 与 9 取 常 
数值 的 圆周 以 及 半径 向 量 相对 应 . 与 OX 平行 的 一 整 条 直线 与 上 述 后 面 这 些 直线 
中 的 一 条 相对 应 , 但 是 对 于 r 为 常数 的 圆 来 说 , 与 OY 平行 的 直线 仅 有 长 为 2a 的 
一 段 与 之 对 应 . 为 使 得 2 描绘 出 整个 后 面 那 条 直线 , 必须 要 使 得 z 不 断 地 一 次 次 地 
绕 着 这 个 圆 移动 . 

15. 证 明 ; z- 平面 上 的 一 条 等 角 螺 旋 线 对 应 于 2Z- 平面 上 一 条 直线 . 

16. 类 似 地 讨论 变换 z = ccosh (x2/a), 特别 证 明 : 整个 >- 平面 与 Z- 平面 
上 无 穷 多 个 带 状 区 域 中 的 任意 一 个 相对 应 , 每 一 个 带 状 区 域 都 平行 于 轴 OX, 且 有 
宽度 2a. 又 证 明 : 椭圆 


1 


2 2 
人 y _ 
{sm Sem} {a (xXo/a) } 
与 直线 X = Xo 相对 应 , 且 对 于 Xo 的 不 同 的 值 , 这 些 椭圆 构成 一 个 共 焦 系统 ; 而 
直线 Y = 区 则 对 应 于 一 族 相伴 的 共 焦 双 曲线 . 当 2 描画 出 整 条 直线 X = Xo 或 
者 Y= 时 , 画 出 z 的 变化 图 形 . 当 z 描画 出 由 共 焦 系统 的 交点 之 间 的 线段 以 及 
2 轴 上 剩 下 的 线段 作成 的 退化 的 椭圆 和 退化 的 双 曲 线 时 , 2 将 如 何 变化 ? 
17. 验证 : 第 16 题 的 结果 与 第 14 题 以 及 第 3 章 杂 例 第 26 题 的 结果 是 一 致 的 . 
[变换 
z= ccosh 吾 
可 以 看 成 是 由 以 下 诸 变换 复合 而 成 的 
2 三 C2i， 入 二 3 (=+ 二 ) ， 22 =ap 吾 ] 
18. 类 似 地 讨论 变换 z = ctanh (x2/a), 证 明 : 与 直线 X = Xo 对 应 的 是 共 轴 


的 圆 
{z— ccoth (2rXo/a)}2 + = cosech? (2rXo/a) ， 
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且 此 组 正 交 的 共 轴 圆 系 与 直线 Y = Yo 相对 应 . 

19. 球 极 平面 投影 和 Mercator 投影 . 于 必 硅 原点 的 加 位 于 加 上 中 避 人 周三 
(其 坐标 为 0,0, -1) 投影 到 在 北极 O 的 切 平面 上 . 球面 上 一 个 点 的 坐标 是 £,7,6, 而 
笛 卡 儿 轴 OX, OY 取 在 切 平面 上 , 且 与 轴 上 和 平行. 证 明 : 该 点 的 投影 坐标 是 


中 27 


Tt 


且 z+iy=2tan jcisd， 其 中 $ 是 (从 平面 y = 0 开始 度量 的 ) 经 度 , 而 0 是 球面 
上 的 点 的 北极 距离 . 

这 个 投影 给 出 球面 在 切 平面 上 的 一 个 映射 , 通常 称 为 球 极 平面 投影 (stereogra- 
phic projection). 如 果 现 在 引进 一 个 新 的 复 变量 


2 = 无 +iy = -ilog Bz = -ilog3 (z+y), 


所 以 X= 办 Y = logcot 30, 在 Z- 平面 上 我 们 就 得 到 另外 一 个 映射 , 通常 称 之 
为 Mercator 投 影 ( Mercator's projection). 在 这 个 映射 中 , 纬度 ( latitude) 和 经 度 ( lon- 
gitude) 的 平行 线 分 别 用 与 X 轴 以 及 与 Y 轴 平 行 的 直线 来 表示 . 

20. 讨论 由 等 式 > = Log 到 
与 Z- 平面 上 两 组 正 交 的 共 轴 圆 族 相对 应 . 


21. 讨论 变换 
VE + VE 
= Lo 
(和 VE 下 
证 明 : z 和 vy 取 常 数值 的 直线 与 以 点 Z = a 和 2 = 5 为 焦点 的 共 焦 椭圆 族 以 及 共 
焦 双 曲线 族 相对 应 . 
[我 们 有 


VE —a)+V(Z—b)= V(b— oa)exp (z+iy), 
Za)— VEZ- = VO- a)exp(-z -iy); 


可 以 求 得 
I[2—al+|Z—6|=|5—alcosh2z, |2—al—|2—b|=|5—alcos2y] 
22. 变换 z = Zi. 如 果 z= Zi, 其 中 虚数 的 寡 取 主 值 , 则 有 
exp (logr+ig) = z= exp (ilog 2) = exp (ilog R — ©), 


所 以 logr= -8,9 = log R+2kn, 其 中 大 是 一 个 整数 . 由 于 所 有 的 值 给 出 同样 的 
点 z, 故 可 以 假设 上 = 0, 此 时 有 
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logr=—8, 0=logR. (1) 


当 R 经 过 6 的 所 有 正 的 值 从 -x 变化 到 x 时 , 整个 2 一 平面 都 被 覆盖 住 了 : 
此 时 > 取 值 范围 是 exp (-n) 到 expr, 而 9 取 所 有 的 实数 值 . 于 是 , 2 一 平面 对 应 于 
由 圆 r+ = exp (-r) 和 7 = expx 所 界限 的 圆 环 ; 不 过 这 个 圆 环 被 覆盖 无 穷 多 次 . 然 
而 , 如 果 仅仅 允许 9 在 -x 与 之 间 变化 , 则 该 圆 环 仅 被 覆盖 一 次 , 那 时 RR 将 只 能 
从 exp (-m) 变化 到 expr, 所 以 Z 的 变化 就 局 限 在 一 个 各 方面 都 与 > 变化 所 局 限 
的 环 完 全 类 似 的 环 中 . 此 外 , 每 一 个 环 沿 负 实 轴 都 必须 视 为 有 一 条 z( 或 者 2) 不 得 
越过 的 割 线 , 这 是 因为 它 的 辐 角 不 得 逾越 界限 -x 和 x. 

这 样 就 得 到 由 一 对 等 式 

2 一 GDFi，2F= zi 


所 给 出 的 两 个 环 之 间 的 一 个 对 应 关系 , 其 中 每 个 罕 都 取 主 值 . 在 一 个 平面 上 中 心 在 
原点 的 圆 与 男 一 个 平面 上 经 过 原点 的 直线 相对 应 . 

23. 当 2 以 expx 作为 起 点 , 按照 正方 向 沿 较 大 的 圆 移动 到 点 -expn, 再 沿 着 
割 线 移动 , 继而 按照 负 方 向 绕 小 圆 移动 , 再 回 过 来 沿 割 线 前 进 , 并 绕 大 圆 的 剩余 部 
分 回 到 原来 的 出 发 点 时 , 画 出 > 变化 的 图 形 . 

24. 如 果 z = Zi, 罕 取 任意 一 个 值 , 且 2 沿 一 条 等 角 螺 旋 线 移动 , 其 极点 是 它 
所 在 平面 上 的 原点 , 那么 , z 也 沿 一 条 等 角 螺旋 线 移动 , 其 极点 是 它 所 在 的 平面 上 的 
原点 . 

25. 当 z 沿 实 轴 趋 向 原点 时 , 2 = zai 性 状 如 何 ? 这 里 a 是 一 个 实数 . [2 一 次 
又 一 次 地 绕 中 心 在 原点 的 一 个 圆 移动 ( 如 果 zai 取 主 值 , 则 它 就 是 单位 圆 ), 而 2 的 
实 部 和 虚 部 两 者 都 是 有 限 振荡 的 . ] 

26. 证 明 : 一 个 形 如 并” anznai 的 级 数 ( 其 中 a 是 实数 ) 的 收敛 区 域 是 一 个 
角 状 区 域 , 也 即 是 由 形 如 bg < amz < b 的 不 等 式 所 围 成 的 区 域 . [这 个 角 状 区 域 有 
可 能 退化 成 一 条 直线 , 或 者 覆盖 整个 平面 . ] 

27. 等 位 线 . 如 果 f(z) 是 复 变量 > 的 一 个 函数 , 我 们 就 把 |f (z)| = (其 中 上 为 
常数 ) 的 曲线 称 为 7(z) 的 等 位 线 ( level curve). 概略 绘 出 下 列 函数 的 等 位 线 的 形式 

z 一 a( 同心 圆 )， (z 一 a) (z 一 b)( 笛 卡 儿 卵 形 线 )， 
(z 一 o/(z 一 引 ( 共 轴 的 圆 )， expz( 直 线 ). 

28. 概略 绘 出 (> 一 a) (z 一 台 ) (z 一 c) 的 等 位 线 的 形式 . 

29. 概略 绘 出 ( i)zexp z( i)sinz 的 等 位 线 的 形式 . [ 见 图 55, 它 表示 sin z 的 等 
位 线 .标记 了 I 一 VIII 的 这 些 曲线 对 应 于 大 = 0.35, 0.50, 0.71, 1.00, 1.41, 2.00, 2.83, 4.00 
时 的 等 位 线 . 


全 这 些 图 是 由 当时 还 是 一 名 在 校 大 学 生 的 E. H. Neville 先生 ( 现在 他 已 是 教授 ) 为 我 所 绘制 的 . 
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图 55 图 56 

30. 概略 绘 出 exp z 一 c 的 等 位 线 的 形式 , 其 中 c 是 一 个 实 常数 [图 56 指出 
了 |expz 一 1| 的 等 位 线 , 图 中 的 曲线 I 一 VII 对 应 的 的 值 由 logk = 一 1.00, 一 0.20， 
一 0.05, 0.00, 0.05, 0.20, 1.00 给 出 . ] 

31. sinz -ce 的 等 位 线 ( 其 中 c 是 一 个 正 的 常数 ) 概略 画 在 图 57 与 图 58 中 . 
[这 些 曲 线 的 特性 在 c < 1 和 c > 1 时 是 不 同 的 .在 图 57 中 取 了 c = 0.5, 曲线 
I_VIII 对 应 于 大 = 0.29, 0.37,0.50,0.87, 1.50,2.60,4.50,7.79. 图 58 中 取 了 c= 2, 曲 
线 [_VII 对 应 于 此 二 0.58,1.00,1.73,3.00,5.20,9.00,15.59. 如 果 c = 1, 则 其 等 位 线 
除了 原点 与 尺度 单位 不 同 外 , 其 余 均 与 图 55 中 的 等 位 线 相同 . ] 


图 57 图 58 


32. 证 明 : 如 果 0< 9 < r, 那么 


1 1 1 
cos0 + cos39 十 5c0850 二 一 4 10gcot? 20 
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1 
sinO + Bsin30+ Bsin50 + = 3 


并 对 9 的 所 有 使 得 这 些 级 数 收敛 的 其 他 的 值 求 出 级 数 的 和 . [利用 等 式 


二 三 贡 5 计 多 
2 go RT 


其 中 z = cos9 +isin9. 当 9 增加 x 时 , 每 个 级 数 的 和 都 改变 符号 . 由 此 推出 , 第 一 
个 公式 对 除了 xt 的 倍数 之 外 所 有 9 的 值 都 成 立 ( 当 9 是 x 的 倍数 时 , 级 数 均 发 散 )， 
而 当 
2kr<b< (2k+1)n 
时 第 二 个 级 数 的 和 是 3 当 
(2k+1)x<0<(2k+2)n 


时 第 二 个 级 数 的 和 是 7, 又 当 0 是 x 的 信 数 时 , 其 和 为 零 . ] 
33. 证 明 : 对 所 有 实 的 9, 有 


oo 


(+ 去 |): (Math. Trip.1932) 


Te 2 2x 27 


34. 证 明 : 如 果 0 < 0 < 3 那么 
1 1 1 
cos0 一 了 0830 十 于 co850 一 … 一 Aa™ 


sin0 一 Bsin30 + Fm- = log (secg+ tan 0)?; 


并 对 9 的 所 有 使 得 级 数 收敛 的 其 他 的 值 求 出 级 数 的 和 . 
35. 证 明 : 除非 9 一 a 或 者 0 二 a 是 2 的 倍数 , 否则 就 有 


cosbcosa 十 了 cos2gcos2a 十 了 cos3geosaa 十 …' 一 ilog {4 (cosb 一 cosa? 
36. 证 明 : 如 果 a 和 ?都 不 是 实数 , 那么 
I dz _ _log(-a) —log(-) 
o (2—a)(z—b) a—b ’ 


每 一 个 对 数 都 取 主 值 . 验证 a = ci,5 = -ci 时 的 结论 ; 其 中 e 是 正 数 . 再 讨论 a 为 
负 实 数 或 者 b 为 负 实数 或 者 它们 两 者 皆 为 负 实 数 的 情形 . 
37. 证 明 : 如 果 a 和 6 是 实数 , 且 8 > 0, 那么 
dz i 
|, m2—(at+ip) 2(a+ip) 
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当 6 < 0 时 积分 的 值 是 什么 ? 
38. 证 明 : 如 果 4z? +2Bz+C=0 的 两 个 根 的 虚 部 有 相反 的 符号 , 那么 


| dz ni 
-wu ATI+2Br+O VB-Ad 
其 中 V(B7 一 AO) 的 符号 的 选取 使 得 {VUB7 一 AO)} /4i 的 实 部 是 正 数 . 
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Halder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 


有 三 个 不 等 式 在 分 析 中 特别 重要 : 算术 平均 和 几何 平均 定理 、H6lder 不 等 式 
和 Minkowski 不 等 式 . 其 中 第 一 个 不 等 式 需要 比 在 第 9 节 中 更 为 一 般 的 形式 , 而 其 
他 两 个 不 等 式 则 可 以 由 第 一 个 不 等 式 推导 出 来 . 

接 下 来 所 有 的 字母 都 表示 正 数 (严格 意义 上 的 ). 与 在 第 9 节 中 那样 可 以 证 明 ? 


十 wi 
G1+02+.'+an > (qia2 :an)", (1) 


n 
除非 所 有 的 ai 都 相等 (在 此 情形 这 两 个 平均 值 相等 ) 如 果 我 们 假设 它们 分 成 m 个 
由 相等 的 数 作成 的 数组 , 有 pi 个 数 等 于 ai, pz 个 数 等 于 oz, 如 此 等 等 , 所 以 


Pi+P2+ + pm =n, 


此 时 (1) 变 成 
qia1 + q202 + + Imam > aP a .ag (2) 
其 中 
ps 
EY 3 
YT Prtpat +pm ® 
所 以 


gg 十 2 十 … 十 gm 二 1. (4) 

当 所 有 的 ai 都 相等 时 , 此 不 等 式 再 次 转化 为 等 式 . 

反 过 来 , 如 果 qi,q2,… ,gm 是 任何 正 的 有 理 数 , 它们 的 和 为 1, 我 们 就 能 将 它 
们 化 为 有 共同 的 分 母 , 并 将 它们 表示 成 (3) 的 形式 , 此 时 (2) 转化 成 情形 (1). 

现在 要 证 明 : (2) 对 所 有 和 为 1 的 实数 g; 为 真 (除非 所 有 的 a; 都 相等 ). 换 句 
话说 , 我 们 要 去 掉 诸 % 是 有 理 数 的 限制 条 件 . 我 们 将 把 这 个 定理 称 为 “一 般 的 平均 
值 定理 ”, 并 记 之 为 Gm, 或 者 简 记 为 G. 其 证 明 与 此 前 所 说 的 无 关 . 

我 们 可 以 将 证 明 转化 成 特殊 情形 G2 的 证 明 . 这 是 因为 , 假设 m > 2, 且 Gx 已 
经 对 上 = 2,3,… ,m 一 1 得 证 . 设 


+g++qm-l1=4 


人 实际 上 我 们 并 没有 证 明 那 么 多 , 不 过 这 一 讨论 只 需要 稍 作 改 变 即 可 . 对 此 不 需要 详细 加 以 陈述 , 因为 
(1) 包含 在 (2) 中 , 而 我 们 将 对 (2) 给 出 一 个 独立 的 证 明 . 
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所 以 
9 十 gm 二 了 
记 
$= /9 mn = qm-1/g, 
则 有 


++t + gm-1=1. 


此 时 , 根据 G。 和 Gm-1 可 得 


A et 1 
Ca gm-1aqm = (gam-1 be 
01 Om-1am = (a mm) a 


< ql(af ia) 十 gmam 
< gq (qait :+ qh iam-1) 十 gmam 
= 01 + q202 十 … 十 gmam. 


第 二 行 里 有 不 等 号 成 立 , 除非 


9 . 
“am-l 三 Qm， 


第 三 行 里 有 不 等 号 成 立 , 除非 u = az = … = am-1; 这 样 一 来 , 除非 ul = oz 


… 三 am-1 = am 否则 总 会 在 某 处 有 不 等 号 成 立 . 因此 Gk 对 上 = m 成 立 , 从 而 结 


论 在 一 般 情形 成 立 . 
剩 下 要 证 明 Go. 改变 符号 , 可 以 把 G2 写成 


arbl-e <aat+(l—-a)b (0<a<!1) 
(除非 e = . 不 失 一 般 性 , 显然 可 以 假设 b > a. 这 样 (5) 就 是 
boa <(l—a)(b—a)a®. 
但 是 , 根据 中 值 定理 (第 126 节 ) 有 


be -are =( 0) (bo)é°, 


(6) 


其 中 a < & <b, 这 就 给 出 (6), 这 是 因为 -a < 0, 故 有 £-* < a-*. 这 就 证 明了 G。， 


从 而 也 就 证 明了 Gy 
我 们 还 可 以 将 一 般 性 的 不 等 式 Gw 写成 如 同 (5) 那样 的 形式 , 也 即 


as82 .AAA< aa+ Bb+ -+ AL, 


(7) 
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其 中 w+B+… 十 入 一 工 

读者 可 能 会 产生 一 个 问题 : 能 否 从 诸 数 q 皆 为 有 理 数 这 一 特殊 情形 出 发 , 通 
过 极限 过 程 推导 出 一 般 的 定理 呢 ? 我 们 可 以 用 这 样 一 种 方式 , 用 一 列 有 理 数 gy 来 
逼近 每 一 个 qu: 对 每 个 有 


人 二 


又 对 每 个 v, 当 7 一 co 时 有 gy) 一 qv. 那么 , 对 每 个 + 有 


人 
ql Var tq ast.+ gam> ar a a, (8) 


又 当 7 一 ca 时 , (8) 的 两 边 趋向 (2) 的 两 边 . 

如 果 我 们 满足 于 证 明 以 “>” 代 替 “>” 所 得 到 的 稍 弱 的 形式 的 (2), 这 个 讨论 
就 足够 了 . 但 是 当 7 一 oo 时 “>” 就 退化 为 “>”: zo) 一 zy 一 y, 而 2) > yo) 
仅仅 蕴含 x > y, 而 不 一 定 有 z > y. 可 以 克服 这 个 困难 ( 见 Inequalities 一 书 第 18 
页 ), 不 过 这 需要 一 点 创新 思想 , 我 们 更 愿 采用 一 条 更 加 直接 的 路 线 证 明 . 

不 等 式 (6) 是 第 74 节 中 己 经 证 明 的 诸 不 等 式 之 一 , 不 过 带 有 a 是 有 理 数 这 一 
限制 条 件 . 读者 将 会 发 现 , 证 明 第 74 节 中 所 有 不 等 式 不 仅 对 有 理 数 而 且 对 一 般 情 
形 的 指数 都 成 立 , 这 是 一 件 很 有 意义 的 事 . 在 第 74 节 中 这 显然 是 不 可 能 的 , 因为 一 
直到 第 214 节 , 对 于 取 无 理 数 值 的 a, za 才 有 了 定义 . 

有 另外 一 个 研究 G 的 有 意思 的 方法 . 由 于 

2 
加 logz = -十 < 0， 
函数 logz 是 凹 的 (concavez)( 也 即 它 的 图 形 处 处 有 负 的 曲率 ), 且 曲 线 y = logz 的 
弦 均 位 于 曲线 的 下 方 . 如 果 P 是 (a,loga), 而 @ 是 (log 中 则 划分 PQ 且 使 得 


a:PR=(1-a)RQ 
成 立 的 点 RR 有 横 坐 标 aa + (1 一 a)b 和 纵 坐 标 aloga 十 (1 一 a)logb. 于 是 
alogati+ (1—a)logb < log{aa+ (1—a)b}, 
这 就 是 (5). 
Ha5lder 不 等 式 (H) 
如 果 开 >1 工 且 以 = 不/ 伏 一 1 所 以 必 >1, 且 有 
17 堪 


EtEa=b (9) 


@ 四 函数 的 另 一 个 等 价 然而 却 更 加 明确 的 名 称 是 向 上 凸 的 函数 或 者 上 凸 函数 . 一 一 译 者 注 
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而 Q1,42，… ,an 和 机,b2o,… ,bn 是 两 组 正 数 ; 那么 


全 kn 1/k’ 
Damnbm < (¥ 此 ) 位 必 ) . (10) 
m=1 m=1 m=1 


除非 两 组 数 (a) 和 (b) 成 比例 , 也 即 am/bm 与 m 无 关 , 否则 有 不 等 号 成 立 . 
这 是 (5) 的 一 个 推论 . 由 于 (10) 的 每 一 边关 于 a 和 b 两 者 都 是 (一 次 ) 齐 次 的 ， 
不 失 一 般 性 , 可 以 假设 


Da=1, Db=1. (11) 

如 果 也 用 a 代替 1/k, 用 6 代替 1/k', 则 有 a+6=1, 又 用 a* 和 bw 代替 ga 和。b， 
那么 (10) 就 变 成 

Da < (0) (530) . (12) 


但 是 , 根据 (5) 有 


Dat < Haatpd)=atp=1= (Ve) (D5). 


除非 对 每 个 m 都 有 am = bm, 否则 有 不 等 号 成 立 ; 这 样 一 来 , 当 我 们 去 掉 条 件 (11) 
时 , 除非 am/bm 与 m 无 关 , 否则 有 不 等 号 成 立 . 
更 一 般 地 有 


于 oo < (Fo) (Fo) (TD), 03) 
如 果 
a+B+…+A=1, 04) 


除非 诸 数列 (a), (b),…, (1) 是 成 比例 的 . 这 可 以 从 (7) 推导 出 来 , 就 好 像 从 (5) 推 
导出 (12) 一 样 , 或 者 也 可 以 从 (12) 本 身 用 归纳 法 加 以 证 明 . 


Minkowski 不 等 式 (MD) 
如 果 有 大 > 1, 而 ala2 ,an 和 加 ,bo,… ,bn 是 两 组 正 数 , 那么 


n 1/k n 1/k n 1/k 
Eo) ECE) 
m=1 m=1 


m=1 


除非 两 组 数 (a) 和 (5) 成 比例 , 否则 总 有 不 等 号 成 立 . 
这 个 结论 可 以 从 (10) 推出 . 记 


本 1/k 
5= 位 (om + = {Dra} 


m=1 
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(去 掉 下 标 ). 那么 
= Da(ath)" + Db(ath)", 


对 右边 的 每 一 项 应 用 (10), 并 注意 到 (k 一 EO = j, 就 得 到 


s< (Ve ye)” {Dry + (FH) {Dr} 
{CE en 
再 用 SUK 来 除 , 即 得 (15). 除非 两 组 数 (a) 和 ( 中 的 每 一 组 都 与 (a 十 成 比例 ， 
也 即 除非 (a) 与 (b) 成 比例 , 否则 总 有 不 等 号 成 立 . 
有 一 个 与 之 相伴 的 有 用 的 不 等 式 (在 相反 的 方向 上 ). 假设 a+ b= 1. 此 时 有 
a<1b<1, 所 以 (由 于 k>1)a*<a,<b, 且 有 
at+b<at+b=1= (a+b)". (16) 
由 于 最 后 这 个 不 等 式 的 两 边 都 是 (k 次 ) 齐 次 的 , 故 在 一 般 情形 它 是 成 立 的 (无 需 限 
制 a+b=1). 由 此 推出 
Dt >Date. (17) 
当 a 和 ,是 严格 的 正 数 时 (正如 我 们 始终 假设 的 那样 ), 不 可 能 有 等 号 成 立 的 情形 
出 现 . 
关于 不 等 式 的 几 点 说 明 
当 上 k= 2,kr = 2 时 , 五 不 等 式 变 成 


(5 ab) < De > b2, 


这 是 Cauchy 不 等 式 (第 1 章 杂 例 第 10 题 ). 如 果 在 M 中 假设 k=2 和 n= 3, 并 
取 数 组 (a) 和 (5) 是 zyu za 和 x2, yo,z2， 则 它 变 成 


V{e 十 Zz2)> 十 (组 十 Yo) 十 (如 十 22)*} < Va 十 组 十 强 ) 十 VC 十 姐 十 强 ). 


此 式 表 达 了 如 下 的 事实 : 以 (0, 0,0) , (z1, ,21) , (一 z2, 一 y2, 一 22) 为 顶点 的 三 角形 的 
一 边 小 于 另外 两 边 之 和 . 当 z1,yi,z1 与 52,y2, zz 成 比例 时 , 也 就 是 说 当 三 角形 退化 
时 , 该 不 等 式 变 成 为 等 式 . 一 般 来 说 , M 将 “三 角 不 等 式 ” 拓展 到 n 维 空间 中 , 在 n 
维 空间 中 两 点 只, 已 的 距离 定义 为 


1/k 
(la 一 zo 十 |y 一 J 让 十 | 一 z 上 十 … :) 人 
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第 1 章 杂 例 第 8 题 中 的 不 等 式 (7) 是 五 的 一 个 推论 , 这 是 因为 


(5 = (et) < Te (51) =ne 1 yat. 

但 是 第 1 章 杂 例 第 8 题 中 的 不 等 式 (6) 不 能 由 这 里 证 明 的 任何 不 等 式 推导 出 来 , 事 
实 上 它 是 一 个 不 同类 型 的 不 等 式 , 称 为 Tchebychef 不 等 式 : 见 Inequalities 一 书 第 
43 页 . 

当 上 是 有 理 数 时 , 万 和 M 是 代数 定理 , 于 是 希望 它们 的 证 明 也 是 用 代数 方法 
给 出 的 , 也 即 其 证 明 不 依赖 于 任何 种 类 的 极限 过 程 . 这 样 的 证 明 可 以 在 Inequalities 
一 书 第 2 章 中 找到 (在 那里 还 讨论 了 许多 类 似 的 定理 以 及 相应 的 推广 的 结果 ). 如 
果 上 是 无 理 数 , zk 不 是 代数 函数 : 此 时 不 存在 寻求 代数 证 明 的 问题 . 例如 , 本 书 中 ， 
Zz 是 作为 exp (klogz) 来 定义 的 , 因此 , 我 们 所 给 出 的 证 明 需 要 依赖 微 积 分 学 中 的 
方法 以 及 对 数 和 指数 函数 的 理论 就 是 很 自然 的 了 . 


Kk/k’ 
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每 个 方程 都 有 一 个 根 的 证 明 


定理 “每 个 代数 方程 都 有 一 个 根 ” 通常 称 为 “代数 基本 定理 ”, 不 过 更 恰当 地 说 
它 属于 分 析 , 这 是 因为 如 果 不 在 某 处 考虑 连续 性 是 不 可 能 对 它 加 以 证 明 的 . 在 此 值 
得 对 两 个 最 熟知 的 证 明 给 出 概略 的 说 明 . 

(A) 第 一 个 证 明 是 第 3 章 和 第 10 章 中 思想 的 一 个 自然 的 发 展 . 设 


= jj(z)=aozn 十 alzn 1 十 十 an 
是 关于 z 的 一 个 实 系数 或 者 复 系数 的 多 项 式 . 可 以 假设 ao 关 0. 
假设 z 在 >- 平面 上 描绘 出 一 条 封闭 的 路 径 7: 实际 上 , ?7 总 是 一 个 沿 正方 向 
走向 的 正方 形 , 该 正方 形 的 边 与 坐标 轴 平 行 (如 图 A). 那么 , 2 就 在 Z- 平面 上 描 
画 出 一 条 闭 的 路 径 [( 如 图 B). 为 了 现在 的 目的 , 可 以 假设 不 经 过 原点 , 这 是 因 
为 , 在 论证 的 任何 阶段 作 这 样 的 假设 都 将 认同 该 定理 的 正确 性 . 


图 A 图 B 


对 于 2 的 任意 一 个 值 有 无 穷 多 个 am2 的 值 与 之 对 应 , 它们 相差 2 的 倍数 ， 
且 当 2 描绘 出 工 时”, 其 中 每 一 个 值 都 连续 地 变化 . 我 们 选取 am2 的 一 个 与 2 的 
起 始 值 相对 应 的 特殊 的 值 (比方 说 满足 -x < am2 < x 的 值 ), 并 沿 着 工 循序 变动 . 
这 样 就 对 上 每 一 个 2 定义 了 am2 的 一 个 对 应 的 值 (我 们 直接 称 之 为 am2). 

当 2 回 到 它 的 原始 位 置 时 , am2 可 能 没有 改变 , 也 可 能 与 它 的 起 始 值 相差 2 
的 一 个 倍数 . 例如 , 如 果 工 不 包围 原点 , 就 像 图 B 中 的 (a) 那样 , 则 am2 将 不 会 改 


@ 正 是 在 这 里 我 们 用 到 了 工 不 经 过 原点 这 一 假设 . 
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变 ; 但 是 如 果 工 沿 正方 向 绕 原点 一 周 , 像 图 B 中 的 (6) 那样 , 那么 am2 将 会 增加 
2r. 当 z 描绘 出 y 时 , 我 们 用 A (7) 来 表示 am2 的 增 量 . 
首先 假设 y 是 由 直线 z = 土 R,y = 土 R 所 确定 且 边 长 为 2R 的 正方 形 5. 那么 
在 S 上 就 有 |z| > R. 我 们 可 以 选取 R 适当 地 大 , 使 得 
lail lazl lanl 


+ 十 - 
laol Rt lool RE + + fool Rr 


这 样 就 有 
2 = oozn WE = aozm(1+7， 
Q02: 


其 中 在 9 上 所 有 的 点 都 有 In| < 5. 当 = 描绘 出 3 时 ,1 + 的 辐 角 显然 不 变 , 而 z" 
的 辐 角 则 增加 2nx. 因此 , 2 的 辑 角 增加 2nn, 也 即 A (5S) = 2nr. 所 有 我 们 实际 上 
需要 知道 的 就 是 A(S) 0. 

正方 形 5 被 坐标 轴 分 为 四 个 边 长 为 R 的 相等 的 正方 形 5(Y, S53),S3),S(. 可 
以 取 其 中 任何 一 个 作为 7, 并 再 次 假设 对 应 的 工 不 经 过 原点 . 这 样 就 有 


A(sS)=A(s) +A(s®)+A(s®) +A (Ss). (1) 


这 是 因为 , 如 果 z 依次 描绘 出 5310，.…. 中 的 每 一 个 , 它 就 会 ( 见 图 A) 将 8 的 每 一 
边 描绘 一 次 , 而 将 更 小 的 正方 形 中 不 是 5 的 边 的 一 部 分 的 那 每 一 条 边 1 沿 相反 方 
向 描绘 两 次 , ! 对 于 和 式 (1) 的 两 次 贡献 将 相互 抵消 . 由 于 A (5) 0, A (s®) dt 
中 至 少 有 一 个 不 是 零 ; 我 们 选取 第 一 个 非 零 的 , 并 将 这 样 选取 的 正方 形 称 之 为 51. 
这 样 就 有 A (51) 去 0. 

现在 再 用 与 坐标 轴 平 行 的 直线 将 5 划分 成 四 个 相等 的 正方 形 , 并 重复 这 种 讨 
论 , 这 样 就 得 到 一 个 正方 形 52, 它 的 边 长 为 3R, 且 对 它 有 A (52) 0. 继续 这 一 过 
程 , 就 得 到 一 列 正方 形 5,51,52,… ,5%,…, 其 边 长 分 别 为 2R, RR,… ,2-"+1 
…, 且 每 个 正方 形 包含 在 它 前 面 一 个 正方 形 的 内 部 , 又 对 每 个 均 有 A (5,) 头 0. 

如 果 Sn 的 西南 角 和 东北 角 是 (za 加) 和 (z, 负 ), 则 24 一 zs = 一 yn = 
2-?*+1R, 从 而 (zn) 和 (yn) 是 递增 数列 , 而 (z,) 和 ( 鸭 ) 是 递减 数列 ; zs 和 x 趋 
向 同一 个 极限 zo, 而 如 和 趋向 同一 个 极限 go， 点 (zo,yo)( 也 称 为 点 P) 或 者 
位 于 每 个 5 的 内 部 , 或 者 位 于 每 个 Sn 的 边界 上 ?. 给 定 任何 正 数 5, 可 以 选取 mw 
使 得 Sn 的 每 个 点 与 已 的 距离 小 于 5. 从 而 P 有 这 样 的 性 质 : 不 论 5 多 么 小 , 总 
有 一 个 包含 P 的 正方 形 Sn 存在 , 使 得 它 所 有 的 点 与 P 的 距离 都 小 于 5, 且 对 它 有 
和 CS) #0. 


0 讨论 到 目前 为 止 没有 任何 理由 表明 出 它 不 在 S 的 边界 上 , 尽管 后 面 将 会 显示 出 不 可 能 如 此 . 
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现在 可 以 证 明 
f(z0) = f (zo + iyo) = 0. 
这 是 因为 , 假设 1 (z0) = c, 其 中 |c| =p > 0. 由 于 f(zo +iyo) 是 zo 和 yo 的 连续 函 
数 , 故而 可 以 选取 充分 大 的 mw, 使 得 在 5% 所 有 的 点 均 有 


|f (2) -1 (20) < Sp. 


这 样 就 有 
2Z=f(z2)=c+o=c(l+n), 

其 中 在 5 所 有 的 点 均 有 |o| < Bo,Inl < 译 由 此 推出 , 当 z 描绘 出 5 时 , am2 不 
改变 ; 这 是 一 个 矛盾 . 于 是 有 f(z0) = 0?. 

(B) 第 二 个 证 明 依赖 于 第 103 节 以 及 其 后 各 节 中 的 若干 结论 在 多 元 函数 上 的 
一 个 推广 . 

与 在 第 103 节 相 同 , 我 们 定义 一 个 函数 严 (z,) 在 由 一 个 像 5 这 样 的 正方 形 
所 围 成 的 区 域 D 中 的 上 界 以 及 下 界 . 可 以 证 明 (与 第 105 节 的 最 后 一 段 中 的 做 法 
非常 相似 ”): 一 个 连续 函数 在 任何 一 个 这 样 的 区 域 D 中 取 到 它 的 上 界 和 下 界 . 

设 


F(z,y) =|f (z+iv)|=|f (2)|= 19. 
那么 已 (z,y) 是 连续 、 非 负 的 , 且 在 D 中 有 一 个 非 负 的 下 界 m, 这 个 下 界 在 D 的 
某 一 点 zo 处 取 到 . 容易 看 出 , 如 果 已 很 大 , 则 zo 位 于 D 的 内 部 ”. 
假设 m > 0, 如 果 令 z = zo 十 6, 并 重新 将 f(z) 按照 的 军 排 列 , 就 得 到 


f(z2)= f(z0) + AC+ A2C? + + Anl™, 
其 中 41, 42,… ,hn 与 《无 关 . 设 4k 是 其 中 第 一 个 不 为 零 的 系数 , 并 记 
f(z0)=met, Ak=aei®, C= peit. 
可 以 假设 p 足够 小 , 以 确保 apk < mm 以 及 
|4kHa6er + + AnC"| < Sot. 
@ 由 于 2 在 5S 的 所 有 点 都 很 大 , 所 以 附带 还 证 明了 zo 不 在 3 上 . 
加 第 105 节 的 第 一 个 证 明 依赖 于 Dedekind 分 割 , 而 在 二 维 的 情形 没有 与 之 类 似 的 概念 . 
图 这 是 因为 , 假设 (明显 写 出 S, D, mo 和 zo 对 RR 的 依赖 关系 )mo (R) 和 zo (R) 与 S(R) 以 及 D (RR) 
相对 应 : 那么 zo (R) 可 能 (到 目前 为 止 如 它 的 定义 所 指出 的 ) 位 于 S(R) 上 . 然而 , 给 定 Ri 之 后 ， 
可 以 选取 Rz, 使 得 |2| 大 于 去 |ao| 如 , 故而 它 在 S(R2) 上 以 及 在 它 外 部 的 所 有 点 上 肯定 也 大 于 


m(R1); 这 样 一 来 zo (R) 就 在 S(R2) 的 内 部 , 故 也 一 定 在 5 (RR) 的 内 部 , 这 是 因为 有 已 > R2. 实 
际 上 , 从 某 个 RR 开始 , m (R) 和 zo (R) 都 与 RR 无 关 - 
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此 时 有 
f (2) = mei 十 apkeite+kp) + g, 
其 中 |g| < 3opk. 选取 4 使 得 
at+kg$ = + (2) 
这 样 就 有 
f(z)=er{m—ap:+ge ， 
If (2)|=|m-apt+ge | <m-ap +lg <m— Bapt <m? 


这 是 一 个 矛盾 . 由 此 推 得 m = 0, 也 即 f(z0) = 0. 
当 我 们 选取 4 使 之 满足 (1) 时 , 事实 上 就 是 在 求解 方程 


Ck = —prei(s—o). 
言 之 , 我 们 用 了 如 下 的 事实 : 特殊 形式 的 方程 
z"—c=0 (3) 


总 有 一 个 根 , 也 即 “ 基 本 定理 ”对 二 项 方程 为 真 . 当然 , 根据 第 48 节 (以 及 后 面 关 
于 三 角 函 数 和 指数 函数 所 作 的 严格 讨论 ) 我 们 知道 , 事实 上 (3) 有 个 根 . 

然而 , 寻求 这 个 定理 的 一 个 独立 于 三 角 函 数理 论 的 证 明 有 某 种 逻辑 上 的 意义 . 
如 果 对 于 特殊 的 方程 (3) 已 经 有 了 一 个 证 明 的 方法 , 则 我 们 的 方法 将 会 对 定理 给 出 
这 样 一 个 证 明 ; 在 ,Journal of the London Mathematical Society 第 16 卷 的 一 篇 注 记 
中 , Littlewood 指出 了 可 以 怎样 将 “下 界 ”方法 应 用 到 特殊 的 函数 


半 (z) 三 这 一 C (4) 


上 去 , 从 而 完成 这 一 证 明 , 其 中 c=a+ 廊 去 0. 
我 们 知道 (第 46 节 例 XXI 第 (14) 题 ), 任何 二 次 方程 , 特别 是 方程 2? = c 都 
有 根 . 事实 上 它 的 根 是 


:Bi{verm+o) :BB {ero)]. 


如 果 5b > 0, 则 两 个 符号 相同 , 如 果 5 < 0, 则 两 个 符号 相反 . 于 是 , 如 果 n = 2*N， 
其 中 N 是 奇数 , 通过 求解 v 个 二 次 式 , 可 以 将 (3) 的 求解 问题 转化 为 一 个 方程 
2 一 d =0 的 求解 问题 . 这 样 一 来 , 我 们 可 以 假设 n 是 奇数 . 


@ 此 处 原 书 英文 版 误 写 为 | (z)| = |m 一 apk + geiz| <.…. 一 一 译 者 注 
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现在 如 前 一 样 来 对 特殊 的 函数 (4) 加 以 讨论 . 这 里 有 两 种 可 能 性 : 要 么 zo #0， 
要 么 zo = 0. 如 果 z0 关 0, 那么 


f(zo+0)=f(20)+nad C+ =f (0)+ALC+..., 


其 中 41 关 0, 所 以 有 = 1. 于 是 完成 这 一 证 明 就 只 需要 求解 一 个 线性 方程 如 果 相 
反 地 有 zo = 0, 那么 
f(z2)=f(0)=0" -ec. 
如 果 给 5 以 四 个 值 上 p, +ip(p 很 小 ), 那么 (由 于 n 是 奇数 )f (5) 取 四 个 值 
一 c 土 名 ， 一 c 土 6". 


换 句 话说 , 如 果 P 是 点 f(zo), 或 者 说 是 Argand 图 中 的 -c, 那么 在 这 四 种 情形 下 
表示 f(z) 的 四 个 点 是 由 P 通过 在 与 坐标 轴 平 行 的 四 个 可 能 的 方向 中 的 每 一 个 方 
向 上 作 小 的 位 移 得 到 的 . 其 中 至 少 有 一 个 使 得 P 更 加 接近 于 原点 ”, 又 如 果 5 有 适 
当 的 值 , 则 |f (z)| < |f (zo)|. 这 样 就 得 到 完成 证 明 所 需要 的 矛盾 .这 一 证 明 的 主要 
思想 可 以 在 Cauchy 所 著 Erercises de mathématiques 一 书 第 4 卷 第 65~128 页 中 
找到 (尽管 是 以 不 太 简 洁 也 不 够 精确 的 形式 给 出 的 ). 在 Todhunter 所 著 Theory of 
equations 一 书 第 2 章 里 有 关于 这 个 证 明 的 一 个 说 明 . 

对 于 “基本 定理 ”所 给 出 的 许多 证 明 中 , 使 代数 学 家 最 为 满意 的 一 个 证 明 大 
概 是 “Gauss 的 第 二 个 证 明 ” (按照 后 来 的 数学 工作 者 所 给 出 的 简化 形式 之 一 ). 见 
Gauss 的 Werke 第 3 卷 第 33~56 页 , 或 者 参看 Perron 所 著 Algebra 一 书 第 1 卷 第 
258~266 页 . 不 过 这 些 证 明 要 长 得 多 . 

附录 2 的 例子 

1. 证 明 : f(z) = 0 在 不 经 过 任何 根 的 闭 围 道内 的 根 的 个 数 等 于 当 > 描绘 出 该 

围 道 时 i 
31logy (2) 

的 增 量 . 

2. 证 明 : 如 果 RR 是 任意 一 个 满足 


lal .lazl lan| 
ne YE 
R R R : 


的 数 ,那么 sn 十 ai"! 二.… 二 a = 0 所 有 的 根 的 绝对 值 都 小 于 R， 特 别 地 , 证 
明 ; 2 - 13z 7 一 0 所 有 的 根 的 绝对 值 都 小 于 2 二 


@ 使 纵 坐 标 保持 不 变 , 而 使 横 坐标 的 绝对 值 减 小 , 或 者 反 过 来 . 
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3. 确定 方程 +az+b= 0 的 实 部 为 正 数 以 及 实 部 为 负数 的 根 的 个 数 , 其 中 
a 与 5b 是 实数 , 而 p 是 奇数 . 证 明 : 如 果 a > 0,5 > 0, 则 这 种 根 的 个 数 分 别 为 p 一 1 
和 p+1; 如 果 a < 0,5 > 0, 则 这 种 根 的 个 数 分 别 为 p+1 和 pp 一 1; 如 果 5< 0, 则 这 
种 根 的 个 数 分 别 为 p 和 p. 讨论 a = 0 或 者 b=0 的 特殊 情形 . 对 p = 1 的 情形 验 
证 这 些 结论 . 

[ 当 z 描绘 出 一 个 中 心 在 原点 、 半径 为 R 的 大 的 半圆 以 及 虚 轴 被 该 半圆 截 下 的 
部 分 所 形成 的 围 道 时 , 寻求 am (z2p + az 十 中 的 变化 . ] 

4. 类 似 地 考虑 方程 


2z49+az+b=0, 2149-1l+az+b=0,， z+l+az+b=0. 


5. 证 明 : 如 果 a 和 6 是 实数 , 那么 方程 22? +a2z2" -1 十 B2 = 0 的 实 部 为 正 数 
以 及 实 部 为 负数 的 根 的 个 数 根据 n 是 奇数 还 是 偶数 而 分 别 为 nn 一 1 和 n+1 以 及 
n 和 nn. (Math. Trip. 1891) 
6. 点 z1,z2,z3 构成 复 平面 上 一 个 三 角形 , 该 三 角形 的 内 部 位 于 从 2 到 zo 这 
条 边 的 左边 . 证 明 : 当 z 沿 着 连接 点 z = z1,z = zz 的 直线 从 接近 zi 的 一 个 点 移动 


到 接近 zo 的 一 个 点 时 ， 
1 . 1 
an (2 2 一 22 +z5) 
的 增 量 接近 等 于 x 


7. 包含 三 个 点 > = 2,z = 22,2 = z3 在 其 内 部 的 一 条 围 道 由 z1, z2, z3 所 构成 
的 三 角形 的 边 的 一 部 分 以 及 以 这 些 点 为 圆心 的 三 个 小 圆 位 于 该 三 角形 外 部 的 部 分 
所 定义 . 证 明 : 当 > 描绘 出 该 围 道 时 ， 


( 1 1 1 ) 
WN eh 二 人 
Z—21 ZZ—Z2 2—%3 
的 增 量 等 于 一 2x. 


8. 证 明 : 环绕 一 个 三 次 方程 f(z) = 0 的 所 有 根 的 闭 卵 形 曲 线 记 环绕 它 的 导出 
方程 1(z) = 0 的 根 . [利用 等 式 


加 1 1 二 
f= (+a sts) 
(其 中 ,zzs 是 f(z) = 0 的 根 ) 以 及 第 7 题 的 结论 . ] 
9. 证 明 : f(z) = 0 的 根 是 与 三 角形 (2, zz,z3) 的 边 在 边 的 中 点 相 切 的 椭圆 的 
焦点 . [证 明 见 Cesaro 所 著 Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis 一 书 
第 352 页 .] 
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10. 将 第 8 题 的 结果 推广 到 任意 次 数 的 方程 . 
11. 如 果 f(z) 和 4(z) 是 两 个 关于 z 的 多 项 式 , y 是 不 经 过 f(z) 的 任何 根 的 


一 条 围 道 , 且 在 y 上 所 有 点 均 有 ld (z)| < |7 (2)|, 那么 方程 
f(z)=0, f(z)+9(z)=0 


在 7 内 部 的 根 的 个 数 相等 . 
12. 证 明 : 方程 


ez 一 az，ez 一 az2， ez 一 az3 


(其 中 a > e) 分 别 有 (i) 一 个 正 根 , (ii) 一 个 正 根 和 一 个 负 根 , 以 及 (iii) 在 圆 |z| = 1 
的 内 部 有 一 个 正 根 和 两 个 复 根 . (Math. Trip. 1910) 


附 录 3 


关于 二 重 极限 问题 的 一 个 注 记 


在 第 9 章 和 第 10 章 里 , 我 们 接触 到 分 析 中 一 个 极其 重要 的 一 般 性 问题 的 某 些 
特殊 情形 . 
在 第 220 节 中 我 们 证 明了 


log(1+%) =2— 32 二 了 ， 
其 中 -1 < z < 1, 这 是 通过 对 等 式 


1 
a 
1+t 


在 0 与 z 之 间 积分 而 得 到 的 . 我 们 所 证 明 的 就 是 


= dt Tr T | 
=| dt | tdt+| fat—...; 
| o o 0 


或 者 换言之 , 无 穷 级 数 

1 一 上 十 经 一 … 
的 和 在 积分 限 0 与 z 之 间 的 积分 等 于 它 的 各 项 在 相同 的 积分 限 之 间 的 积分 之 和 . 
另外 一 种 表达 方式 就 是 说 , 从 0 到 oo 的 求 和 运算 与 从 0 到 z 的 积分 运算 在 运用 到 
函数 (-1)"t" 上 时 是 可 以 交换 的 , 也 就 是 说 , 它们 在 对 函数 作用 时 按照 何 种 次 序 进 
行 是 无 关 紧 要 的 . 

在 第 223 节 中 , 我 们 还 证 明了 : 指数 函数 
rz2 
expz=1+s+ 可 t+: 

的 微分 系数 本 身 就 等 于 expz, 也 即 


2 Ea 
D; (+z+ 丰 +) = D+ Det D+ 


这 也 就 是 说 , 级 数 之 和 的 微分 系数 等 于 它 的 各 项 的 微分 系数 之 和 , 或 者 说 , 从 0 到 
co 的 求 和 运算 以 及 关于 z 的 求 导 运 算 运用 到 z"/n! 上 时 是 可 以 交换 的 . 
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在 第 223 节 里 还 附带 证 明了 : 函数 expz 是 z 的 连续 函数 , 或 者 换言之 有 


(te+t 重 +) 1 ; 
也 即 级 数 的 和 的 极限 等 于 各 项 极限 之 和 , 或 者 说 成 级 数 之 和 在 > = 上 连续 , 或 者 说 ， 
从 0 到 oo 的 求 和 运算 以 及 z 趋向 上 这 一 极限 运算 在 运用 到 z"/n! 上 时 是 可 以 交 
换 的 . 

在 其 中 的 每 一 种 情形 , 我 们 都 对 这 一 结论 的 正确 性 给 出 了 一 个 特殊 的 证 明 . 我 
们 还 没有 证 明 任 何 一 个 一 般 性 的 定理 , 由 此 一 般 性 的 定理 可 以 立即 推出 其 中 任何 一 
个 特殊 结论 的 正确 性 . 在 例 XXXVII 第 (1) 题 中 我 们 看 到 , 有 限 多 个 连续 的 项 之 和 
本 身 仍 是 连续 的 , 在 第 114 节 里 我 们 看 到 , 有 限 多 项 之 和 的 微分 系数 等 于 它们 的 微 
分 系数 之 和 ; 而 在 第 165 节 里 我 们 对 定 积分 陈述 了 相应 的 定理 . 例如 我 们 证 明了 : 
在 某 些 情况 下 , 由 符号 


b 
lim:.., Dk-.., | “dr 
zz 一 


所 给 出 的 诸 个 运算 关于 有 限 多 项 的 求 和 运算 是 可 以 交换 的 .在 某 些 可 能 精确 定义 
的 情况 下 , 自然 会 假设 它们 关于 无 穷 多 项 的 求 和 运算 也 是 可 以 交换 的 . 作 这 样 的 假 
设 是 很 自然 的 ; 不 过 这 也 就 是 我 们 当前 有 权 说 的 全 部 内 容 . 

儿 个 进一步 的 有 关 可 交换 的 以 及 不 可 交换 的 运算 的 例子 或 许 有 助 于 对 这 些 要 
点 予以 说 明 . 

(1) 用 2 作 乘 法 和 用 3 作 乘 法 总 是 可 以 交换 的 , 这 是 因为 对 所 有 zx 的 值 都 有 


2x3xz=3x2xz-. 


(2) 取 z 的 实 部 的 运算 与 用 i 作 乘法 的 运算 除了 z = 0 之 外 永远 不 可 交换 ; 因 
为 
ixR(z+iy)=iz, RI(ix (z+iy))= —y. 
(3) 关于 两 个 变量 z 和 y 中 的 每 一 个 都 趋向 极限 0 的 运算 运用 到 函数 f(z,y) 
上 可 能 可 以 交换 , 也 有 可 能 不 可 交换 . 例如 
轴 { 同 e+ 本 -是 ?= 四 { 吏 e+ 中 -天 
但 是 另 一 方面 却 有 


lim (im 4) = lin 2 = lim1=1, 
z=0 \y—0 T+Y I0T I 


lim (到 于 纪 = lim 二 = lim(-1)=-1. 
YY 一 0 \z 一 0 工 十 2 3 一 0 
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(0 运算 污 .… ,lim … 有 可 能 是 可 交换 的 , 也 有 可 能 不 可 交换 . 例如 , 当 = 取 
小 于 1 的 信 移 向 1 时 ， 


oo nl 
lim 位 二 二 lm log (1 + £7) = log2, 


oo n—l oo n—l 
Se 
ee 


四 位 em -本 = 四 fa-o+re- 梧 +- 熙 1 


5 {lm (27) 0D)=0+0+0+..=0. 
1 1 


前 面 的 例子 告诉 我 们 , 关于 两 种 给 定 运 算 的 交换 问题 有 三 种 可 能 性 , 即 : (1) 这 
些 运 算 有 可 能 总 是 可 以 交换 的 ; (2) 除了 非常 特殊 的 情形 之 外 , 它们 从 来 不 可 交换 ; 
(3) 在 分 析 中 经 常 出 现 的 大 多 数 情 形 中 , 它们 是 可 交换 的 . 

真正 重要 的 情形 (正如 我 们 从 第 9 章 引 用 的 例子 所 指出 的 那样 ) 是 其 中 每 一 
种 运算 都 包含 极限 过 程 , 例如 求 导 或 者 无 穷 级 数 的 求 和 : 这 样 的 运算 称 为 极限 运算 
(limit operation). 确定 两 个 极限 运算 是 否 是 可 交换 的 , 是 数学 中 最 重要 的 问题 之 一 ; 
但 是 要 想 用 一 般 性 的 定理 来 处 理 这 样 的 问题 , 则 远 远 超出 了 我 们 这 本 书 的 范围 . 

然而 可 以 注意 到 , 对 于 这 个 一 般 性 问题 的 答案 就 在 上 面 的 例子 所 提供 的 路 线 之 
中 . 如 果 工 和 L' 是 两 个 极限 运算 , 那么 一 般 来 说 , LL'z 与 L'Lz 在 单词 “一 般 来 
说 ”的 严格 意义 上 并 不 相等 . 通过 一 个 没有 多 少 独创 性 的 练习 , 我 们 总 可 以 求 得 一 
个 z, 使 得 LL'z 与 LLz 是 相互 不 同 的 . 但 是 , 如 果 在 更 加 “实际 的 ”意义 上 来 使 
用 这 个 单词 , 也 就 是 它 的 含义 是 “在 绝 大 多 数 自然 发 生 的 情形 ”, 它们 一 般 来 说 是 相 
等 的 . 实际 上 , 在 假设 两 个 运算 可 交换 的 条 件 下 所 得 到 的 结果 有 可 能 是 正确 的 ; 无 
论 如 何 , 它 对 于 所 考虑 的 问题 给 出 一 条 有 价值 的 线索 . 如 果 缺 少 对 于 一 般 性 问题 的 
进一步 研究 , 或 者 缺少 对 于 像 在 第 220 节 中 所 给 出 的 特殊 问题 的 特别 研究 , 这 样 得 
到 的 答案 必须 视 为 仅 有 参考 价值 但 却 未 被 证 明 的 结论 . 


附 录 4 


分 析 与 几何 中 的 无 穷 


某 些 (尽管 并 非 所 有 ) 解析 几何 系统 包含 有 “无 穷 的 ”元 素 : 无 穷 远 处 的 直线 ， 
圆 的 无 穷 远 点 , 等 等 . 这 篇 简略 的 注 记 的 目的 是 要 指出 , 这 些 概念 与 极限 的 解析 理 
论 毫 不 相关 . 

在 可 以 称 之 为 “通常 的 笛 卡 儿 几 何 ”中 , 一 个 点 是 一 对 实数 (z,y). 一 条 直线 是 
满足 一 个 线性 关系 az +by +c = 0 的 点 的 集合 , 其 中 a 和。 不 全 为 零 . 这 里 没有 无 
穷 的 元 素 , 两 条 直线 可 能 没有 公共 点 . 

在 一 个 实 的 齐 次 几何 系统 中 , 一 个 点 是 一 族 不 全 为 零 的 三 元 实数 组 (z,y, 2), 当 
数组 中 的 分 量 成 比例 时 , 它们 就 被 归 入 同一 个 类 中 . 一 条 直线 是 满足 一 个 线性 关系 
az 十 好 十 cz = 0 的 一 族 点 , 其 中 a,b,c 不 全 为 零 . 在 某 些 系统 中 , 一 个 点 或 者 一 条 
直线 相互 建立 在 完全 相同 的 基础 之 上 . 而 在 另外 一 些 系统 中 , 某 种 “特殊 的 ” 点 和 
直线 要 加 以 特殊 地 区 别 对 待 , 重点 要 强调 的 东西 正 是 建立 在 其 他 元 素 与 这 些 特殊 元 
素 的 关系 这 一 基础 之 上 . 例如 , 在 可 以 称 之 为 “ 实 齐 次 笛 卡 儿 几何 ”中 , 满足 z = 0 
的 那些 点 是 特殊 的 点 , 其 中 有 一 条 特殊 的 直线 , 即 直线 z = 0. 这 条 特殊 的 直线 称 为 
“无 穷 远 直线 ”. 

本 附录 不 是 一 篇 关于 几何 学 的 论文 , 所 以 本 书 没有 展开 对 这 个 问题 的 详细 讨 
论 . 其 要 点 为 : 分 析 中 的 无 穷 是 一 种 “极限 ”, 而 不 是 “实际 的 ” 无穷 . 在 整 本 书 里 ， 
符号 “oo” 都 被 看 成 是 一 个 “不 完全 的 符号 ”, 一 个 没有 赋 以 独立 意义 的 符号 , 尽管 
人 们 已 经 对 包含 它 的 某 些 用 语 赋予 了 意义 . 但 是 , 几何 的 无 穷 是 实际 的 无 穷 而 不 是 
极限 的 无 穷 .“ 无 穷 远 处 的 直线 ”与 其 他 直线 之 所 以 为 直线 在 含义 上 是 完全 一 样 的 . 

有 可 能 在 “ 齐 次 的 ” 笛 卡 儿 几 何 与 “通常 的 ” 笛 卡 儿 几 何 之 间 建 立 一 种 相关 关 
系 , 在 这 种 关系 下 , 第 一 种 几何 系统 中 的 所 有 元 素 (特殊 元 素 除外 ) 都 在 第 二 种 几何 
系统 中 有 关联 的 对 象 . 例如 , 直线 

ar+by+cz=0 
与 直线 

art+by+c=0 
相关 联 . 第 一 条 直线 的 每 个 点 (除了 一 点 , 也 即 除了 满足 z = 0 的 点 之 外 ) 在 第 二 
条 直线 上 都 有 关联 的 对 象 . 当 (z,y,z) 在 第 一 条 直线 上 以 最 终 趋向 满足 z = 0 的 特 
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殊 点 这 样 一 种 方式 变化 时 , 第 二 条 直线 上 与 之 对 应 的 点 的 变化 是 使 得 它 离开 原点 的 
距离 趋向 无 穷 . 这 种 相关 关系 有 其 历史 的 重要 意义 , 因为 这 门 学 科 的 词汇 就 正 是 由 
此 产生 的 , 作为 例证 这 一 目的 来 说 , 它 也 常常 是 有 用 的 . 不 过 它 也 仅仅 就 是 例证 而 
已 , 在 此 基础 上 并 不 能 建立 几何 无 穷 的 合理 的 解释 . 这 些 对 象 在 学 生 中 产生 的 困惑 
如 此 普遍 , 其 原因 在 于 这 样 一 个 事实 : 在 通常 使 用 的 解析 几何 教科 书 中 , 有 时 把 例 
证 当 作 了 真实 . 

对 分 析 与 几何 之 间 的 关系 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie( 英 文 版 Foundations of geometry, Chicago， 
1938); 

C. W. O'Hara and D. R. Ward, An introduction to projective geometry, Oxford， 
1937; 

G, de B. Robinson, The foundations of geometry, Toronto, 1940; 

O. Veblen and J. W. Young, Projective geometry, vol. 1, New York, 1910; 
以 及 作者 在 Mathematical Gazette 第 12 卷 (1925 年 ) 第 309~316 页 上 题 为 “What is 
geometry?” 的 一 篇 文章 . 
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